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Nota de Apresentagin

No ambito do Programa de Formagdo Continua em Matematica, foi identificada a
importancia de ter documentos cientificos que incidissem sobre tematicas relevantes e
que pudessem apoiar os professores na preparacado da sua pratica lectiva.

A Direccédo-Geral de Inovacédo e de Desenvolvimento Curricular, no seguimento da
proposta da Comissao de Acompanhamento do Programa de Formacao Continua em
Matematica para professores dos 1.° e 2.° Ciclos do Ensino Basico, apresenta mais um
volume da coleccdo de materiais de apoio destinados aos professores.

Da autoria de Luis Sequeira, Pedro Freitas e Suzana Napoles, a brochura Numeros e
Operagbes constitui-se como um importante recurso para apoiar o professor no
desenvolvimento do seu conhecimento mateméatico numa tematica central desde os
primeiros anos de escolaridade.

A Directora-Geral de Inovacdo e de Desenvolvimento Curricular

[IVIVNN (2&0‘0"‘\0

(Joana Brocardo)







Nota Prévia

As ideias fundamentais sobre niumeros e operagoes fazem parte
dos temas a leccionar em todos os niveis de ensino, desde o pri-
meiro ciclo ao ensino secundario. Mas é sobretudo no 19 ciclo, que
se langam as primeiras pedras para a construgao do pensamento
matematico, que uma boa preparacdo nestes temas se revela de-
terminante. S6 a compreensdo global dos nimeros e operagoes
pode evitar que os professores se refugiem na transmissao de um
conjunto de técnicas rotineiras assentes nos algoritmos formais
para as operacoes, porque é nelas que se sentem seguros.

A presente brochura pretende recordar alguns aspectos rela-
tivos ao conhecimento dos nimeros e das operacdes nos varios
conjuntos de nimeros, com especial destaque para o estudo dos
algoritmos operatérios no conjunto dos numeros naturais e dos
numeros racionais. As operagdes com fracgdes serdo fundamen-
tadas de uma forma elementar, tirando partido de representacdes
visuais. Também serdo recordadas técnicas de calculo mental e
salientados os aspectos em que este pode conduzir a uma melhor
compreensdo dos nimeros e das suas propriedades. Destaca-se
ainda o aproveitamento dos niumeros e operagdes na resolucao de
desafios matematicos, que tanto podem revestir aspectos essenci-
almente recreativos, como decorrerem da constante necessidade
de ir mais além na procura de respostas para o mundo que nos
rodeia.

Este texto destina-se preferencialmente aos docentes que lec-
cionam no 19 ciclo, mas pode constituir um elemento de consulta,
tanto na formacao inicial de professores para os 1° e 29 ciclos,
como para os docentes do Ensino Basico. Ndo apresenta activi-
dades directamente construidas para a sala de aula. Limita-se a
sugerir algumas situacdes que podem ser aproveitadas para esse
efeito.

Os autores
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Um pouco de histéria dos ndimeros

A Matematica nasceu quando o homem primitivo sentiu a neces-
sidade de contar e de associar uma expressao escrita a essa con-
tagem. A descoberta em meados do século XX, na regido de
Ishango (no Congo, perto dos grandes lagos), de um pequeno
0sso contendo marcas gravadas, parece atestar que, ha cerca de
20000 anos, as populagoes locais ja eram capazes de efectuar al-
gumas somas e multiplicagdes rudimentares, pelo que a origem
da Matematica podera remontar ao periodo paleolitico.

Com a transicdo para o periodo neolitico, comecou a desen-
volver-se alguma actividade comercial entre diversas povoagoes.
Esta actividade promoveu a formacgao de linguagens, cujas pala-
vras exprimiam coisas muito concretas mas onde ja havia lugar
para alguns termos numeéricos simples. Estes termos numéricos
destinavam-se apenas a estabelecer a distincdo entre um, dois e
muitos.

A nogdo de numero desenvolveu-se entre os povos da Anti-
guidade, estimulada pelas trocas comerciais. Os registos relati-
vos as transacgdes eram frequentemente conservados através de
entalhes num pau ou marcas em placas de argila, constituindo

A palavra Calculo deriva do
latim calculus, que significa
pedrinha. Estas eram usa-
das para efectuar registos
relativos a permutas comer-
ciais, como pode ser tes-
temunhado por achados ar-
queoldgicos em ruinas de
origem suméria.




Observe-se que existem in-
finitas razdes de nume-
ros naturais representando
cada numero racional. Por
exemplo, 3 =2 =2

Estas fraccdes sdo equiva-

lentes, pois
I1x4=2x%x2, 2x6=4x3,etc

Designam-se habitualmente
por nimeros decimais os
nimeros que se podem
escrever como soma de
um numero inteiro com
uma fraccdo decimal — por
exemplo, 21,423 (que é
igual a 21 + 72) ou 0,25
(que é igual a 0 + 22).

1,00 | 4
20 0,25
0
1,00000 | 6
40 0,16666
40
40
40
4

um primeiro esboco de escrita matematica, em que os numeros
eram concebidos exclusivamente para efectuar contagens. Estes
numeros vieram a ser designados por naturais.

O habito da reparticao dos alimentos ou das propriedades em
fraccOes fez com que surgissem de uma forma quase instintiva as
razoes de numeros naturais (as fraccbes) e, consequentemente
0s numeros racionais positivos. Na Antiguidade, os Egipcios
faziam contas utilizando, para além dos naturais, apenas os nu-
meros da forma 3, 1, 1... (as fracgBes unitérias) e a fracgdo 2, que
se revelavam suficientes para o tipo de calculos que executavam.

Tém particular interesse as fracgdes cujo denominador é uma
poténcia de 10 (tal como 10, 100, 1000, etc). Essas fraccbes
denominam-se fraccoes decimais. Como exemplos, podemos
referir ﬁ ou %, fracgOes estas que representam numeros racio-
nais que se podem igualmente escrever na forma decimal ou na
forma de dizima, 0, 01 e 0, 00000034, respectivamente. As dizimas
representativas destes nimeros sdo finitas porque tém apenas
um numero finito de algarismos diferentes de zero.

Tendo em conta que as fracgbes decimais sao imediatamente
convertiveis em dizimas, procura-se frequentemente reduzir uma
fraccdo a forma decimal. Por exemplo, a fracgao i € equivalente a
fraccdo 2 e assim § = 0, 25, que é uma dizima finita. Esta forma
decimal pode ser obtida dividindo 1 por 4.

Mas o problema nem sempre tem solucdo. Por exemplo, a
fraccao % ndo é redutivel a uma dizima finita. A divisdo de 1 por
6 ndo tem fim. Observe-se que o nimero 6 se repete sempre.
Dizemos entdao que a fraccao % € representada pela dizima infi-
nita periédica 0,1666666... Colocando entre parénteses o pa-
drdo que se repete (e que neste caso se reduz a 6), escrevemos

£=0,1(6).



Reciprocamente, toda a dizima infinita periddica representa
um quociente de numeros inteiros, isto €, uma fracgdo.

Por exemplo, a dizima infinita periddica 1,(73) representa a

~ 172
fracgao g . Pondo x = 1,737373...,

tem-se 100x = 173,7373. ..
Entdo, fazendo a diferenca
100x — x, obtemos

Foram os Gregos quem mais importancia atribuiu aos nime-
ros racionais. Sendo essencialmente gedmetras, eles ndo estu-

. . _ 173,737373 . ..
davam o0s numeros racionais como entes abstractos mas devido ) 1737373
ao facto de permitirem, por exemplo, relacionar os comprimentos 172.000000
dos lados de varias figuras geométricas e estabelecer entre elas Entdo 99x = 172, e x = 172

99

relagdes de grandeza.

Cerca do ano 572 a.C. nasceu o filésofo Pitagoras, um dos
mais famosos e influentes pensadores de todos os tempos e fun-
dador da escola Pitagorica (em Crotona, no sul de Itdlia). Os
pitagdricos rendiam verdadeiro culto mistico ao conceito de nd-
mero, considerando-o como esséncia das coisas. Acreditavam
que tudo no universo estava relacionado com nimeros naturais
ou razbes de numeros naturais. Sabiam que as harmonias musi-
cais se podiam exprimir através de razdes de nimeros: premindo
uma corda esticada obtém-se um som uma oitava abaixo do som
obtido premindo com a mesma intensidade a corda dividida ao
meio. Acreditavam também que os corpos celestes emitiam sons
gue dependiam do seu tamanho, distancia, densidade e movi-
mento e que, se conseguissem desvendar os segredos relaciona-
dos com as razdes de numeros naturais, todo o universo se uniria
numa harmonia musical.

Para desvendar esses segredos classificaram os nimeros na-
turais de diferentes formas:

e Os numeros pares, isto &, os que sdo divisiveis por dois (2,
4,6,8,...)

e Os numeros impares, isto &, os que nao sao pares (1, 3, 5,
7, ...)

¢ Os numeros primos, isto &, os nUmeros que admitem apenas




dois divisores, o nUmero 1 e eles proprios (2, 3,5, 7, 11,13,
17, ...)

¢ Os numeros compostos, isto &, os que sdo maiores do que
1 e ndo sdo primos (4, 6, 8,9, 10, 12, ...)

Foram os pitagoricos que inventaram os numeros figurativos,
construidos contando os vértices dos poligonos regulares:

Os numeros triangulares (1, 3,6, 10, 15,21,28,...)

A AL

Os numeros quadrados (1,4, 9,16, 25,36,49,...)

1
5y

Os numeros pentagonais (1,5,12,22,35,...)

R

ol

Os numeros hexagonais (1, 6,15, 28,45, ...)




Os pitagoricos também acreditavam que os comprimentos dos
segmentos de recta estavam sempre relacionados com a razao de
dois numeros naturais. Para medir segmentos de recta, tomavam
como unidade um segmento de recta [AB] e viam quantas vezes
[AB] ou fracgdes de [AB] eram necessarias para perfazer a medida
dos segmentos que pretendiam medir.

Esta crenga foi profundamente abalada quando, ao pretende-
rem medir a diagonal de um quadrado com lado igual a unidade,
constataram que o processo anterior ndo era aplicavel. A diagonal
divide o quadrado em dois triangulos rectdngulos isésceles iguais
gue a tém como hipotenusa. Assim, pelo teorema de Pitagoras,
o comprimento da diagonal é igual a v/12 + 12 = /2, nimero que
ndo é susceptivel de ser expresso como razao de niumeros natu-
rais.

Ao descobrirem que a diagonal de um quadrado de lado 1 nao
era uma razao entre dois inteiros (em linguagem actual, que a
raiz quadrada de 2 € um nimero irracional) os pitagdricos con-
sideraram quebrada a harmonia do universo, ja que ndo podiam
aceitar a raiz quadrada de dois como um nimero, mas néo podiam
negar que esta raiz era a medida da diagonal de um quadrado uni-
tario. Convencidos de que os deuses os castigariam caso divul-
gassem aquilo que lhes parecia uma imperfeicdao divina, tentaram
ocultar este facto. Segundo reza a lenda, o primeiro membro da
seita pitagdrica que o divulgou morreu afogado.

Esta descoberta constitui a génese dos numeros ndo racio-
nais ou numeros irracionais. Os elementos do conjunto reunido
dos conjuntos dos numeros racionais e dos numeros irracionais
denominam-se numeros reais. Ao comegarem a especular sobre
a natureza e propriedades dos nimeros, Pitdgoras e os seus dis-
cipulos deram origem a Teoria dos NUmeros, um dos ramos mais
profundos da Matematica. O nascimento desta teoria remonta
assim ao século VI antes de Cristo.

Os numeros irracionais ndo se esgotam com as raizes (como,
por exemplo, V2, v/5, /3, v/8). O ndimero Pi (7 = 3,141592...),
0 numero de ouro (¢ = # = 1,618...) e o numero de Neper

Por exemplo, tomando para
unidade o segmento
Ae—e B

vejamos quantas vezes esta
unidade, ou fracgdes dela,
“cabem” no segmento

ce ® D

Comparando com o seg-
mento AB e com a sua me-

tade
o—O0—0—0
ce ® D

concluimos que a medida de
CD éigual a2+ 3.

)




Por exemplo, se expandir-
mos um rectangulo cujos la-
dos medem 2 cm e 4 cm por
um factor de escala 2, obte-
mos um novo rectangulo cu-
jos lados medem 4 cm e 8
cm, sendo o factor de escala
s=2.

(e =2,718281...) sdo alguns exemplos de numeros irracionais.

O numero 7 é definido como sendo a razdo entre o perime-
tro e o diametro de qualquer circunferéncia. Apesar de muitas
civilizagbes antigas terem observado, através de medicOes, que a
razdo do circulo é a mesma para circulos de tamanhos diferentes,
os Gregos foram os primeiros a explicar porqué.

Trata-se de uma propriedade simples das figuras semelhan-
tes: se uma figura plana sofre uma mudanca de escala através
de um factor de escala s (expansdo ou contraccdo), o seu peri-
metro e drea sofrem uma mudanca de escala pelos factores s e
s2, respectivamente.

Este facto alerta para os cuidados a ter quando se pretende fa-
zer uma ampliacdo. Para duplicar uma folha de papel, por exem-
plo, do formato A4 para o formato A3, ndao se duplica a medida
dos lados. Se o fizéssemos, obteriamos uma folha com o formato
de duas folhas A3 justapostas. Qual sera entdo o factor de es-
cala a usar para passar do formato A4 para o formato A3 ? Uma
vez que a area da folha duplica, o factor de escala sera s tal que
s2 =2, logo s = /2.

Expandindo ou contraindo uma circunferéncia de didametro d
e perimetro P através de um factor de escala s, obtém-se uma
circunferéncia de didmetro sd e perimetro sP. Como £ = £ a
razdo entre o novo perimetro e o novo diametro é igual @ mesma
razdo da circunferéncia original. Essa razdo constante é o nosso
bem conhecido niimero .

Tem-se entdo que P = wd. Sendo r o raio da circunferéncia,

uma vez que d = 2r, tem-se P = 27r.



Arquimedes provou que a razao constante entre a area de um
circulo e o quadrado do seu raio é o nUmero 7, pelo que a area

2, Assim, se expandirmos o circulo

do circulo de raio r é A = mr
unitario (r = 1) por um factor de escala, por exemplo, igual a 3, o
seu perimetro passa de 27 para 67 e a sua area passa de 7 para

9.

Os antigos Gregos foram provavelmente também os primeiros
a aperceberem-se de que 7, tal como v/2, é um nlimero bastante
diferente de quaisquer outros niumeros inteiros ou nimeros racio-
nais (razées de nimeros inteiros) que usavam na sua matematica.
Foram capazes de provar que v/2 é irracional, mas n3o existe ne-
nhuma evidéncia que tenham tentado provar que ™ também ndo
€ um numero racional.

Durante muito tempo as pessoas questionaram-se se w era
uma fracgao exacta. Assim, calcularam-se mais e mais casas de-
cimais para m, procurando padrdes que se repetissem vezes e
vezes sem conta, mas nenhum foi encontrado. Finalmente no
século XVIII, demonstrou-se que nunca se iria encontrar um pa-
drdo repetido. Em 1761 o matematico alemdo Johann Lambert
mostrou definitivamente que ™ € um ndmero irracional.

Para os gregos os numeros existiam em funcgdo da sua inter-
pretacdo geométrica (por exemplo, as raizes quadradas associa-
das a diagonais de quadrados, o nimero m como a razdo constante
entre o perimetro e o raio de qualquer circunferéncia, etc).

Demonstraciao de Arqui-
medes
Decomponhamos o circulo
de raio 1 em 32 sectores
iguais.

Designemos por P o peri-
metro da circunferéncia que
limita o circulo. Cada sec-
tor confunde-se com um tri-

angulo em que a base

€ aproximadamente igual a

£. A drea de cada sector

é, pois, aproximadamente

igual a 3 x £, e a érea do

circulo é aproximadamente
P

igual a 32 x 3 X 4, ou seja,
P

a £. A medida que se
aumenta o numero de “fa-
tias”, cada sector se apro-

xima mais de um triangulo,
P
2'

e podemos dizer que A =
isto é, A= .




Para multiplicar a por b, com
a > 1, construa-se o seg-
mento [AB] representativo
de a. Marque-se o ponto D
sobre [AB] de forma a que
o comprimento de [AD] seja
igual a 1. Construa-se o
segmento [DE], representa-
tivo de b e perpendicular a
[AB]. Tragando a partir de B
uma recta paralela a [DE] e
intersectando-a com a recta
que passa por A e por E,
obtém-se o ponto C. Os tri-
angulos rectangulos ABC e
ADE sdao semelhantes (por-
que tém, de um para outro,
os angulos iguais). Como,
em tridngulos semelhantes,
a angulos iguais se opdem
lados proporcionais, tem-se
que 3 = 7, pelo que x = ab,
isto é, a medida de [BC] é
igual ao produto ab.

C
E T
b
AT T AD B
e Qo |

Georg Cantor
(1845-1918)

Para realizarem calculos usavam a associacdao dos numeros
a comprimentos de segmentos. Reduziam assim a adicdo e a
subtraccdo de nimeros a adicdo e subtraccdo dos segmentos que
os representavam. Para a multiplicacdo e divisao recorriam ainda
a semelhancga de triangulos.

Os avancos da Matematica levaram a acrescentar o zero € 0s
numeros negativos aos numeros naturais, formando assim o con-
junto dos numeros inteiros. Mas, contrariamente ao que uma
analise simplista pode levar a crer, o aparecimento do zero e dos
numeros negativos surge muito tempo depois da constatacao de
gue existiam numeros irracionais e a sua invencdo revestiu-se de
grandes dificuldades. Embora a partir do século XVI os matema-
ticos manipulassem os numeros reais em calculos algébricos, sé
nos finais do século XIX, principalmente por obra dos matemati-
cos alemaes Dedekind e Cantor, foram conferidas bases soélidas a
teoria dos numeros reais.

O conceito de grandeza evoluiu paralelamente ao conceito de
nimero. As grandezas positivas surgiram associadas aos com-
primentos, mas foi necessario para o raciocinio a introducdo de
grandezas nulas e de grandezas negativas, por exemplo, quando
se tratavam problemas de lucro, perda (lucro negativo) e ausén-
cia de lucro (lucro nulo). As grandezas assim ampliadas dizem-se
relativas e permitem concretizar todos os numeros.

As grandezas mais utilizadas sdo os comprimentos, podendo
0s numeros ser representados por pontos sobre uma recta orien-
tada onde se definiu uma origem O, associada ao nimero zero,
um lado positivo e um lado negativo.



-3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4

Chama-se médulo ou valor absoluto de um numero a dis-
tancia a origem do ponto que o representa. Assim, como o ponto
P dista 4 unidades da origem o mdédulo de +4 é igual a 4 e escreve-
-se | +4| = 4. Analogamente, como o ponto Q dista 2 unidades da
origem, o modulo de —2 é igual a 2 e escreve-se | — 2| = 2. Cada
ponto fica caracterizado pela sua abcissa, que é numericamente
igual a sua distancia a origem, afectada do sinal + ou — consoante
ele se situa a direita ou a esquerda de O. Por exemplo, o ponto P
esta associado ao numero 4, tendo portanto abcissa igual a 4, e
Q@ tem abcissa igual a —2.

A nogdo de valor absoluto de um nimero é fundamental para o
tratamento da medicdo de grandezas. Por exemplo, como
| — 7| =7, se a unidade de lucro for um Euro, diz-se que se tem
uma perda de 7 Euros se o lucro for —7, isto €, a perda é o valor
absoluto do lucro negativo.

Genericamente,

e se x € um nimero po-
sitivo, o modulo de x
coincide com x;

e se x é igual a zero, o
seu médulo também é
igual a zero;

¢ se x € um numero ne-
gativo, o médulo de x
€ igual ao simétrico de
X.

Resumidamente,

X sex >0
x| =
—x sex<0
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Sistemas de numeracgdo e bases de

numeragao

Introducao

Um dos grandes avangos da aritmética sucedeu quando alguns
povos passaram a associar simbolos a valores superiores a 1 e
criaram regras que lhes permitiam escrever qualguer nimero na-
tural. Chamamos sistema de numeragao a associagao de uma
simbologia com um conjunto de regras para escrever os numeros.

A introducgdo de sistemas de numeragao permitiu simplificar a
escrita dos numeros naturais e, consequentemente, a sua utiliza-
cao.

Podemos dividir os sistemas de numeragao em dois grupos, os
sistemas nao posicionais e os sistemas posicionais. Enquanto
na numeragao nao posicional a posicdao dos simbolos no nimero
ndo é fundamental para a sua interpretacdo, na numeragao posi-
cional a posicdo dos simbolos é essencial para essa interpretacdo.




No sistema Egipcio
nNnNNll

representava a soma dos
valores nele representados,
isto &,

104+104+104+10+2 =42

Por exemplo, 196 escrevia-
se CLXXXXVI, uma vez que

196 =100 + 50
+10+ 10+ 10 + 10
+5+1

Esta forma evoluiu para
CXCVI, uma vez que

196 = 100 + (100 — 10) + 5+ 1

©»

Numeracao nao posicional

Como exemplos de sistemas de numeracdo nao posicional temos
os sistemas Egipcio, Grego e Romano.

4 7 8 9 10 100 1000

1 2 3 5 6

Numeragdo egipcia

A simbologia romana, que ainda se vé frequentemente nos
dias de hoje, por exemplo na numeragao das horas em mostra-
dores de reldgios, na humeracgdo dos capitulos de livros e para a
indicacdo dos séculos, é também uma numeragdo ndo posicional.

Esta notagdo que, no inicio, era simplesmente aditiva, evoluiu
para aditiva e subtractiva de forma a ndo repetir os simbolos mais
do que trés vezes, opcao adoptada na Europa muito depois da
queda do Império Romano.

I ITr 1mur v v vl VII VII IX
1 2 3 4 5 6 7 8 9

X XX XXX XL L LX LXX LXXX XC
10 20 30 40 50 60 70 80 90

C CC ccCc ¢cb D DC DCC DCCC CM M
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Numeragao romana

Os Gregos também criaram um sistema ndo posicional utili-
zando as letras do seu alfabeto. Embora na antiguidade este povo
se tenha destacado no estudo da geometria, fizeram poucos pro-
gressos na Aritmética, ja que tinham um sistema de numeracao
nao posicional.



afBvyde or(nodrT
123456 78910

Numeragao grega

Este sistema e, principalmente, o romano, foram seguidos na
Europa até a introdugdo da numeragado indo-arabe.

A representacdo dos niumeros deve torna-los facilmente ma-
nusedveis € a numeracao nao posicional é pouco adequada para
efectuar calculos. Veja-se, por exemplo, o que se passa com a
numeracao Romana, em que uma simples adicao é dificil de efec-
tuar.

A introducdo da numeracgao posicional facilitou a realizacdo dos
calculos, diminuindo consideravelmente o risco de errar.

Por exemplo, 7¢ = 15.




Numeracao posicional
Na numeracdo Maia, o
mesmo simbolo em po- A numeragao Maia e a numeragao Chinesa constituem exemplos
sicdbes  diferentes  tem de numeracao posicional.
significados diferentes. Por
exemplo, e e significa 2 e

- —: L]
¢ significa 21. - = = B & 5 ¥ A A + & F
O posicionamento na hori-
zontal significa 1 + 1 e na 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 100 1000

vertical significa 1 x 20+ 1;

, Numeragao chinesa
A disposicao dos simbolos ¢

em duas linhas faz toda a di-
(N}

ferenca: na linha de
cima significa 2 x 20 e e ena v o .o cen ve
. . N oo o00 (LY — — — =2 gees
linha de baixo significa 2. 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Analogamente, ® * ® re-

e L oo oo X X1 — ——— d
resenta 62; _®°®_ repre - :
P " eee P 10 11 12 13 14 15 16 20

o o o0 -

senta 43 e Numeragao maia
representa 196 (9 x 20 + 16) O mesmo acontece com a numeracdo indo-arabe, usada ac-

tualmente na generalidade dos paises civilizados. Este sistema
foi introduzido pelos Hindus. Fontes histéricas indicam que este
povo ja o usava no século VIII.

Os Arabes, que cultivavam relagdes comerciais com os Hin-
dus, adoptaram o sistema decimal Hindu, que foi utilizado por
Alkhowarism na sua obra Algebra, e assim introduzido na Europa.
A propria designacdo algarismo deriva de Alkhowarism. Os sim-
bolos hindus, que assumiram o aspecto actual no século XVI, sdo
1,2,3,4,5,6,7,8,9,0.

)'239567890




Analisemos o caracter posicional do sistema de numeracdo
indo-arabe comparando, por exemplo, os nimeros 196 e 961.

O numero 196 é constituido por uma centena, nove dezenas
e seis unidades, isto €,

196 =100+9 x 10+ 6

O numero 961, resultante de uma alteragdo da posigao dos mes-
mos simbolos, é constituido por nove centenas, seis dezenas e
uma unidade, isto &,

961 =9 x 10046 x 10+ 1

A criacdo da numeracdo indo-arabe esta associada a numera-
cao figurativa expressa em contadores de diversos tipos, nome-
adamente em abacos. Os abacos, ainda usados correntemente
no Japao e na China para efectuar calculos, terdo sido inventa-
dos, segundo se cré, no terceiro milénio antes de Cristo. Evo-
luiram de formatos primitivos com contas a deslizar em varetas
correspondentes aos diferentes agrupamentos (unidades, deze-
nas, centenas, etc.), até aos modelos actuais, como o ilustrado
esquematicamente na pagina seguinte.

Ao longo dos tempos, os abacos foram usados por varios povos
com designacgdes diferentes: suan-pan na China (séc XIII), soro-
ban no Japdo, nepohualtzitzin na civilizacdo Azteca (séc.X dC),
schoty na Russia (inventado no século XVII, com varetas hori-
zontais, e ainda hoje utilizado). Julga-se terem entrado no Oci-
dente pela mé&o dos primeiros Cristdos, tendo caido em desuso na
Europa durante a época do Renascimento.

Analisemos a representacao
do numero 196. Preten-
demos expressar que o nu-
mero é a soma de seis uni-
dades, nove dezenas e uma
centena. Num abaco primi-
tivo teremos seis contas, re-
presentando seis unidades
na primeira vareta (a con-
tar da direita), nove contas,
representando nove grupos
de dez unidades na segunda
vareta e uma conta na ter-
ceira vareta, representando
um grupo de cem unidades.




A associagdo dos simbolos a
numeracao figurativa foi de-
terminante para a introdu-
gao do zero. Por exemplo,
na representagao de 206 a
segunda vareta fica vazia.

Um suan-pan é constituido por uma esquadria em madeira
separada em duas secgdes, que suporta um conjunto de varetas
verticais onde deslizam livremente contas também em madeira.
Na seccao superior deslizam duas contas representando cada uma
o valor 5 e na secgao inferior deslizam cinco contas representando
cada uma o valor 1. Da direita para a esquerda as colunas cor-
respondem sucessivamente as unidades, dezenas, centenas, etc.

Apresenta-se em seguida o esquema de um suan-pan onde se
representa o nimero 196.

Mdddiddidd
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Bases de numeracao

Uma caracteristica comum a todos os sistemas de numeracao,
posicional ou ndo, é a existéncia de um nimero finito de simbolos.
Sendo o conjunto dos numeros naturais infinito, foi necessario
recorrer a agrupamentos de nimeros (de primeira ordem), que
por sua vez, deram origem a novos agrupamentos (de segunda
ordem), e assim sucessivamente.

Analisemos o sistema de numeracdo indo-arabe. O primeiro
agrupamento é o das unidades, o segundo agrupamento o das
dezenas, o terceiro o das centenas, e assim sucessivamente. As-
sim, uma dezena representa dez agrupamentos de 1, uma cen-
tena representa dez agrupamentos de 10, um milhar representa
dez agrupamentos de 100 e assim sucessivamente.

Num sistema de numeracdo, o numero (constante) de objec-
tos de ordem inferior que constitui um agrupamento de ordem
superior chama-se base do sistema de numeragdo. No caso do
sistema de numeragdo indo-arabe o nimero anteriormente refe-
rido é 10, isto é, trata-se de um sistema de base 10, também
denominado sistema decimal.

E de salientar que a adopgdo de bases de numeracdo remonta
aos mais antigos sistemas de numeragdao. A maioria dos povos
optou por sistemas de contagem baseados na base 5, que rapi-
damente evoluiram para 10 e 20, muito provavelmente devido ao
facto de termos dez dedos nas maos, e ser usual contar por eles
(ou vinte, se incluirmos os dos pés). O sistema vigesimal ou de
base 20 também foi adoptado pelos Aztecas e Celtas. Na lingua
francesa existem vestigios dessa numeragao como a designagao
quatre-vingts (quatro vintes) para o niumero oitenta.

Também o sistema de base 12 foi bastante difundido. Julga-se
gue este sistema estaria ligado a contagem das 12 falanges dos
dedos da mao, excluindo o polegar que serviria para a contagem.

Usando a base dez, to-
dos os agrupamentos cor-
respondem a poténcias de
dez:

1=10° 10 = 10,

100 = 10 x 10 = 102,

1000 = 10 x 10 x 10 = 103, e
assim por diante.




A utilizagdo das bases 5
e 20 na numeracao Maia
origina algumas confusdes.
Com efeito, o simbolo
° tanto repre-
senta 6 (6 = 5+ 1) como
25 (25 =1 x 20 + 5); analo-
gamente, o0 tanto
representa 7 (7T=5+42)
como 45 (45 = 2 x 20 + 5).

Associado a este sistema tem-se, por exemplo, ainda nos dias de
hoje, a contagem em duzias, as medidas inglesas em que o pé
tem doze polegadas e a libra doze ongas, 0 ano com doze meses
e o mostrador do relégio mecanico dividido em doze horas.

Os Sumérios e os Babildnios usaram a base 60. Essa escolha
terd a ver com a vocacdo destes povos para a astronomia e com
o facto de um ano ter, aproximadamente, 360 dias. Isso té-los-
-a levado a dividir o circulo em 360 partes iguais, cada uma das
guais € um grau, e a atribuir importéncia a 1/6 do circulo, que
sao 60 graus.

Ja no que diz respeito ao sistema de numeragdao Maia, embora
seja um sistema de base 20, ele usa 5 como agrupamento auxiliar.

Retomemos o nimero 196, que ja escrevemos em Vvarios sis-
temas de numeragao.

Como vimos,

196 =100+9%x10+6 =1x 10> +9 x 10" +6 x 10°

A expressdo
1x10%2+9x 10" +6 x 10°

chamamos decomposicao polinomial de 196 em base 10.



A expressdo de 196 a custa de poténcias de 10 evidencia o
papel da base 10 na escrita do nimero: os algarismos com que
0 numero se escreve ndo sao mais do que os coeficientes da ex-
pressdao. Cada um dos algarismos, da direita para a esquerda, é
multiplicado por uma sucessiva poténcia de 10 (o algarismo das
unidades é multiplicado por 10° = 1).

Por analogia com o que se passa na decomposicao polinomial
de 196 na base 10, pensemos na representacdao deste nimero a
custa de poténcias de 2 usando apenas 0 e 1 como coeficientes:

196 = 1x2"4+1x264+0x2°4+0x2* +0x 22 +1x224+0x2' +0x2°

Exprimimos este facto dizendo que a sequéncia 11000100,
constituida pelos coeficientes da decomposicdo anterior, repre-
senta 196 em base 2, ou base binaria.

A base binaria é utilizada pelos computadores uma vez que es-
tes se limitam a distinguir se um determinado circuito esta aberto
(1) ou fechado (0). Tem a desvantagem de precisar de uma
grande quantidade de algarismos 0 e 1 para representar qualquer
numero.

Tendo em conta que, por exemplo,

196 =1x5°+2x52+4x5+1

dizemos que a sequéncia 1241, constituida pelos coeficientes da
decomposicdo anterior, representa 196 em base 5.

Sera explicado mais adiante como efectuar mudancas de base
e como operar com os numeros nas diferentes bases.

A expressdo

1x2"4+1x204+0x2°
+0x24+0x23
+1x224+0x2' +0x20

chamamos decomposicao
polinomial de 196 em
base 2.

Observemos que, sendo 5
a base escolhida, os al-
garismos possiveis para a
sequénciasao 0, 1, 2, 3, 4.
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As quatro operagoes elementares

Definicao e propriedades

Para estudar informalmente as quatro operagbes elementares
— adicdo, multiplicacdo, subtraccdo e divisdo — e as suas propri-
edades, podemos partir de trés conceitos base:

e 0s numeros naturais, que aparecem naturalmente como nu-
meros associados a contagem de objectos, aos quais junta-
mos o numero zero,

e a ordem dentro desses nimeros naturais, que permite compa-
ra-los, e

e aoperacdo de adigdo: como estamos a encarar os nimeros
naturais como associados a contagem de objectos, adicionar
dois nimeros corresponde a contar o nimero de objectos da
unido de dois conjuntos disjuntos. Para interpretar a adigao,
podemos recorrer a representacao dos niumeros naturais so-
bre uma recta:para determinar a soma de 2 com 3, basta, a
partir do 2, deslocar 3 posicdes para a direita.

Dois conjuntos dizem-se
disjuntos quando nao tém
elementos comuns. A
unido de conjuntos é o
conjunto que tem todos
os elementos de um e de
outro: por exemplo, os
conjuntos {1,2} e {3,4,5}
sao disjuntos e a sua unido
€ o conjunto {1,2,3,4,5}.




(3+6)+13=3+ (6+13)

T+11=114+7

Pode encontrar-se uma
descricgdo muito sumaria
da axiomatica de Peano,
por exemplo, na Wikipedia.
Uma outra fundamentacdo
dos numeros inteiros pode
encontrar-se em [5].

Adicao e Multiplicacao

A adicdo goza das propriedades associativa e comutativa. E fa-
cil de ilustrar, com exemplos, que qualquer destas propriedades
surge de forma natural.

Para a associativa, se tivermos uma caixa onde estamos a
guardar macas, que estdo agrupadas em coleccdes de 3, 6 e 13,
tanto faz juntar os dois primeiros conjuntos, formando um de 9,
guardando as 9 e depois as 13, como agrupar os dois ultimos
conjuntos, formando um de 19, guardando depois primeiro o con-
junto de 3 e depois o de 19. Em qualquer dos casos ficamos com
22 magas na caixa. Para a comutativa, basta ver que tanto faz p6r
7 magcas na caixa, e depois 11, como por primeiro as 11 e depois
as 7, que o resultado é o mesmo: 18 magas.

Formalizando, temos:

¢ A adicdo é comutativa: para quaisquer numeros naturais m
en,

m+n=n+m.

e A adicao é associativa: para quaisquer niUmeros naturais m,
nhep,
(m+n)+p=m+(n+p).

Os numeros que se adicionam chamam-se parcelas, ndo im-
portando a ordem em que sao colocados, por causa da comutati-
vidade. Designa-se por soma o resultado da adigao.

Quem queira ver uma fundamentagdao mais abstracta destes
conceitos, pode encontra-la por exemplo na axiomatica de Peano.



Vamos agora definir a multiplicagdo a partir da adicao. Como
se espera, definimos a multiplicacao de naturais como a soma
repetida do mesmo numero: escrevemos 3 x 5 para significar a
adicdo de 5 consigo proprio trés vezes:

3x5=58+5+5=15.

A definicdo que demos da multiplicacdo é entdo a de uma adi-
cdo repetida, que é conveniente para ilustrar problemas como:
“Tenho sete carteiras de fosforos, cada uma com vinte fésforos.
Quantos fésforos tenho?”

Podemos também interpretar a multiplicagdo como o numero
de quadrados de um arranjo rectangular, que é a interpretagao
conveniente quando contamos, por exemplo, o niumero de qua-
drados de chocolate numa tablete, ou o nimero de bombons
numa caixa.

3x5H=15

Esta é também a interpretagdo que mais se aproxima da defi-
nicdo que se da em teoria de conjuntos. Quando temos dois con-
juntos, A, com n elementos, e B, com m elementos, o produto
cartesiano A x B, formado pelos pares (a,b), comac Aebe B
tem exactamente nm elementos. Por exemplo, de A= {x,y,z} e
B =1{1,2,3,4,5}, entdo A x B tem os seguintes elementos:

1 3 4 5
x| (x,1) (x,2) (x,3) (x,4) (x,5)
yiw1) 2 .3 4 v.5)
z|(z,1) (z,2) (z,3) (z,4) (z,5)

Notamos que, aqui, os conjuntos A e B ndo tém de ser dis-
juntos, ao contrario do que acontece quando estudamos a adicao.
Se A = {1, 2,3}, por exemplo, teriamos a mesma 15 elementos
em Ax B: (1,1),(1,2),(1,3), etc.

Esta operacdo é também associativa e comutativa. Para ilus-

E importante notar que, em-
bora 5 x 3 também seja igual
a 15, representa uma adicao
repetida diferente:

O9x3=34+3+3+34+3

Para distinguir claramente o
significado de 3 x 5 e de
5 x 3, podemos ler pausada-
mente, por exemplo:

5 x 3: Cinco vezes [0 nuU-
mero] 3

As provas internacionais
de atletismo incluem geral-
mente provas de estafeta
4 x 400m. Imagine-se o que
seria uma prova de estafeta
400 x 4m!!!




trar a associatividade, e considerando mais uma vez um exemplo,
é simples de pensar que, se tivermos pilhas de 4 caixas de 12 ovos,
e houver 5 destas pilhas — o que representa 5 x (4 x 12) —, isto
€ 0 mesmo que ter 5 x 4 = 20 caixas de 12 ovos assentes sobre
a mesa — o que representa (5 x 4) x 12 e, neste caso, é também
mais seguro...

A partir de agora, como temos duas operacoes, para reduzir o
uso de parénteses, convencionamos o seguinte: quando houver
adicOes e multiplicacdes numa expressao, fazem-se primeiro as
multiplicacbes e depois as adicbes. Por exemplo, quando escre-
vemos 2 + 5 x 4, isto quer dizer

2+ (5 x 4) =2+ 20 =22,

endo (2+5)x4=7x4=28.

N3o é tao imediato que a multiplicacdo seja comutativa: de
facto, por que é que contando 6 quatro vezes, se obtém o mesmo
gue se contarmos 4 seis vezes? No entanto, a propriedade é sim-
ples de verificar; no nosso caso, basta agrupar os quatro grupos
de 6 em colunas:

O 0O00oogoadg
O0O00oO0oaogoao
O 0Oo0oogag
O 0O00o0oaogao

Aparecem assim naturalmente os seis grupos de 4, se olhar-
mos para as linhas. E claro que o que se fez com os nimeros 4 e 6
pode ser feito para quaisquer dois nimeros que se multipliquem.

Também é verdade que a multiplicagdo é distributiva em re-
lacdo a adicdo. Ilustrando com um exemplo: tomarmos trés ve-
zes um conjunto com 11 elementos é o mesmo que tomarmos



trés vezes dois conjuntos com 4 e com 7 elementos — isto &,
3x11=3x(44+7)=3x4+3x7. Graficamente,

o oo oooobooobood
o oo oo oboob oo 0O
o oo oooobo oo od

Formalizando, temos:

e A multiplicacdo é comutativa: para quaisquer niumeros na-
turais me n,

mxXn=nxm.

e A multiplicacdo é associativa: para quaisquer nimeros na-

turais m, ne p,

(mxn)xp=mx(nxp).

e A multiplicacdo é distributiva em relacdo a adicdo: para
guaisquer nimeros naturais m, n e p,

mx(n+p)=mxn+mxp.

Os numeros que se multiplicam sdo chamados factores, nao
importando a ordem, mais uma vez por causa da comutatividade.
No entanto, como o significado do primeiro é diferente do do se-
gundo — o primeiro conta as vezes que se adiciona o segundo —
chamamos ao primeiro multiplicador e ao segundo multiplicando.
Designamos por produto o resultado da multiplicagao.

Subtracgao e Divisao

Agora que conhecemos a adigdao, a multiplicacdo e as suas
propriedades, podemos pensar em definir as suas operacgoes in-
versas: a subtraccdo e a divisdo. Ao escrever, por exemplo, 5—3,
estamos a procura do numero que adicionado a 3 dé 5, que é 2.
Ao escrever 12/4, estamos a procura do nimero que multiplicado
por 4 dé 12, que é 3.




A definicdo de subtraccdo corresponde a interpretacao da “par-
cela em falta”, que é a maneira natural de representar certos pro-
blemas, como por exemplo:

“Tinha cinco canetas, agora tenho nove, quantas me
deram?”

A resolugdo deste problema pode ser facilmente ilustrada lo-
calizando os numeros naturais sobre uma recta: a partir de 5,
contamos quantas posicdoes temos de nos deslocar para a direita
para chegar a 9.

Também se pode interpretar a subtracgado, talvez mais natural-
mente, como um retirar de elementos a um conjunto:

“Tinha nove canetas, tirei cinco, quantas ficaram?”

Mais uma vez, podemos recorrer a representagao dos niumeros
naturais sobre uma recta: a partir de 9, deslocamo-nos 5 posigdes
para a esquerda e vemos em que numero ficamos.

A definicdo de divisdao, como factor em falta, pode ter duas
interpretacdes.

Podemos dividir um certo nimero de objectos num numero
fixo de grupos e procurar quantos elementos tera cada grupo,
como por exemplo:

“0Os 20 alunos de uma turma vao ser divididos em qua-
tro equipas, com o mesmo nimero de elementos. Quan-
tos elementos tera cada equipa?”



Podemos dividir um conjunto de objectos em grupos, especi-
ficando quantos objectos tera cada grupo, por exemplo:

“0Os 20 alunos de uma turma vao ser divididos em equi-
pas de 4 alunos. Quantas equipas teremos?”

Em ambos os casos estamos a efectuar a divisao de 20 por 4.

Ao contrario das anteriores, estas operagdes nem sempre sdo
possiveis: sb se podem subtrair dois niumeros se o primeiro for
maior ou igual ao segundo, e s6 se podem dividir dois nimeros
se o primeiro for multiplo do segundo. Como, no segundo caso,
isto limita muito a operacao, define-se outra divisdo, a que vamos
chamar divisdo inteira ou divisdo com resto. Por exemplo, para
dividir 14 por 4, vamos a procura do maior multiplo de 4 que seja
menor ou igual a 14, e verificamos quanto falta para 14 (resto).
No caso, esse multiplo € 12 = 3x 4, e o resto é 2, pois 3x4+2 = 14.
Escrevemos

14:4 =3, com resto 2

A divisdo com resto pode ser também interpretada como sub-
traccdo repetida, tal como a multiplicagdo pode ser interpretada
como uma adigdo repetida. Por exemplo, no problema seguinte,
€ conveniente interpretar a operagdo como uma subtracgdo repe-
tida:

“Tenho 50 canetas, e quero agrupa-las em conjuntos
de 8 canetas cada. Quantos grupos consigo fazer?”

2 10 18 26 34 42 50
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Como se vé na figura, podemos subtrair seis vezes o nUmero
8 de 50, sobrando 2 no fim. Assim a divisdo de 50 por 8 tem
quociente 6 e resto 2.




A divisdo é exacta se r = 0.
Tem-se n: m = g com resto
0 exactamente quando n é
multiplo de m, e neste caso
n=gqgme qg=n/m; também
temos entao que n é multi-
plode ge n/g=m.

Se identificarmos dois nimeros naturais a e b como medidas
de segmentos, podemos interpretar a divisao com resto de a por
b como a contagem do numero de vezes que um segmento de
comprimento b cabe num segmento de comprimento a:

0 b 2b 3b 4ba 5b
r

Neste caso, o quociente é 4, poisd x b < a,ebxb>a, eo0

resto r € a medida do segmento a — 4 x b, como indicado.

Formalizamos agora as definicdes das operacdes de subtracgao
e divisao.

Dizer que n—m = d é equivalente a dizer que m+d = n.

Dizer que n: m = g com resto r equivale a dizer que n = mxqg-+r.

Na primeira operagdo, n é o aditivo, m é o subtractivo, d é a
diferenca (ou resto, ou excesso). Na segunda, n é o dividendo, m
€ o divisor, g é o quociente e r é o resto.

Estas operagdes ndo sdo nem comutativas nem associativas.
No caso da subtraccdo, nem faz sentido inverter a ordem dos
nUimeros que sdo operados: por exemplo, podemos calcular 5—2,
mas nao podemos calcular 2 — 5. Na divisao com resto, a falta de
comutatividade é bastante evidente: por exemplo

5:2=2comresto1l,e2:5=0com resto 2.
Estas operagdes ndo sao associativas: por exemplo,
(5-2)—-1=3-1=2, 5-(2—-1)=5-1=4;

(12:6):2=2:2=1, 12:(6:2)=12:3=4.

Nao é dificil de verificar que a multiplicacdo é também distribu-
tiva em relagdo a subtracgdo. Para ilustrar, se olharmos de novo
para a figura que ja apresentamos,
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é simplesverque 3 x 7=3x (11 —4) =3 x 11 —3 x 4.

Operagdes noutros conjuntos de nimeros

As operagoes definidas podem estender-se naturalmente a outros
conjuntos de nimeros: os numeros inteiros (positivos, negativos
ou zero), os numeros racionais (que sao 0s que se escrevem como
dizimas finitas ou infinitas periddicas) e os reais (que sdo repre-
sentados por qualquer dizima), mantendo todas as propriedades
gue sdo validas no conjunto dos nUmeros naturais.

No Capitulo 1, referimos como os Gregos executavam as qua-
tro operagdes associando os numeros a comprimentos de seg-
mentos. Deste modo, as operagdes surgem de uma forma natural
no conjunto dos numeros reais positivos.

Os inteiros negativos podem ser pensados aritmeticamente
como dividas, ou geometricamente como andando para a esquerda
na recta graduada dos inteiros.

Os racionais positivos aparecem também como partes iguais
dos inteiros (fatias de pdo, gomos de laranja), e os reais positivos
como medidas de segmentos de recta (como a diagonal de um
quadrado de lado 1, que mede v/2). Os negativos podem sempre
aparecer como posicdes numa recta graduada com uma origem.

A multiplicacdo pode ser usada para calcular areas de rectan-
gulos que nao tenham lados com medidas inteiras, o que permite
ilustrar, no conjunto dos numeros reais positivos, a propriedade
distributiva da multiplicagdo em relagao a adigdo — a x (b+¢) =
axb+axc:

Negativos ‘ Positivos




* Chamamos porém a aten-
gao para o seguinte: as ope-
ragbes em si ndo dependem
da escrita posicional. De
facto, podemos definir adi-
¢ao, subtraccdo, multiplica-
cdo e divisdo para numeros
naturais, sem que isso de-
penda da maneira que usa-
mos para os escrever. Tam-
bém os romanos somavam,
também os gregos multipli-
cavam, e nao tinham es-
crita posicional como a te-
mos hoje. Esta maneira de
escrever os numeros ape-
nas torna as operagdes mais
faceis de fazer.

Analisamos em seguida os algoritmos que se usam para cal-
cular os resultados das varias operagdes. Esses algoritmos usam
a escrita posicional, sobre a qual ja falamos noutra secgéo.

Operacoes em Escrita Posicional

O uso das quatro operagdes precedeu provavelmente a sua forma-
lizagcdo escrita e tera tido origem em transacgGes comerciais entre
0s povos primitivos. Também o uso de algoritmos para realizar
essas operagoes tera precedido o aparecimento da escrita.

Um algoritmo resume-se a um conjunto de instrugdes que po-
dem ser desenvolvidas de uma forma essencialmente mecanica
para atingir um determinado objectivo. Esta definicdo de algo-
ritmo é bastante abrangente, ndo se confinando a Matematica.
Por exemplo, estamos a usar inconscientemente um algoritmo
quando seguimos as instrugcdes de um livro de culinaria para pre-
parar uma receita.

Os algoritmos usuais para as quatro operagdes estao ligados
ao sistema de numeracao que utilizamos e, em particular, a sua
natureza posicional. *

Recordamos em seguida os algoritmos usuais para as quatro
operagoes e fazemos referéncia a alguns algoritmos que foram
usados ao longo dos tempos.

Adicao

Para adicionarmos, por exemplo, 132 com 55, podemos pen-
sar que o primeiro numero é constituido por uma centena, trés
dezenas e duas unidades, e o segundo por cinco dezenas e cinco



unidades. Podemos entdo adicionar separadamente as centenas,
dezenas e unidades de cada um dos nimeros:

1 3 2
+ 5 5

7 soma das unidades

8 soma das dezenas

1 soma das centenas
1 8 7

Note-se que também poderiamos ter escrito 80 na soma das
dezenas, e 100 na soma das centenas, para exprimir ambas as
somas em unidades.

A soma tem entdo uma centena, oito dezenas e sete unidades
— isto €, ao somar os digitos que estdo na mesma posicdo, em
cada parcela, obtemos os digitos da soma, o que so6 é possivel por
estarmos a usar a escrita posicional.

Simplificando agora o algoritmo, podem colocar-se os dois nu-
meros um por cima do outro e somar os digitos — tendo em conta
que cada digito significa o nUmero de unidades, dezenas e cente-
nas presentes:

2
5
7

— |+
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Este algoritmo decorre da utilizacdo da escrita posicional, em
conjunto com as propriedades da adigao:

132 + 55 = (100 + 30 4 2) + (50 4 5) = 100 4 80 + 7 = 187,

isto &,

132=1x102+3x 10" +2x10° 55=5x10+5 x 10°,




e portanto, usando as varias propriedades mencionadas,

132455 = (1x10%+3x 10" 4+2x10% + (5 x 10" + 5 x 10%)
= 1x10%24+ (3x 10" 4+5x 10" + (2 x 10° + 5 x 10%)
= 1x10%+ (3+5) x 101 + (2+5) x 10%)
= 1x10%2+8x10' +7x 10°
= 187

Neste algoritmo pode surgir um problema: acontecer que, por
exemplo, ao adicionar os algarismos das parcelas, se obtenha um
nimero maior que dez. Por exemplo, quando calculamos 568 +
394, ao somar 8 com 4, obtemos 12 unidades. Vamos, hum passo
intermédio, somar separadamente as unidades, as dezenas e as
centenas, adicionando tudo no fim:

5 6 8

+ 3 9 4
1 2 soma das unidades
1 5 soma das dezenas
8 soma das centenas

6 2

Assim o que estd a acontecer é o seguinte: quando a soma de
dois digitos & maior que dez, consideramos que ha um acrescento
no digito seguinte, tal como aconteceu no exemplo anterior.

Por exemplo, ao somar as unidades, obtemos “oito e quatro,
doze”, e decompomos o doze em 1 dezena e 2 unidades. Regista-
mos entdo as duas unidades e acrescentamos a dezena a coluna
das dezenas, dizendo “e vai um”. Pode ou ndo escrever-se esse
um por cima dessa coluna. NoO nosso caso, 0 mesmo se passa
com a soma das dezenas. O algoritmo simplificado fica entdo:

—_
—
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A “conta” pode descrever-se oralmente da seguinte maneira:
“Oito e quatro, doze, e vai um. Um e seis, sete, e nove dezasseis,
e vai um. Um e cinco, seis, e trés nove.”

Este algoritmo permite adicionar qualquer niumero de parce-
las, e ndo apenas duas, ao contrario do que acontece com os
algoritmos da subtracgao, da multiplicagao e da divisao.

Ao longo da Histdria, usaram-se outros algoritmos. Aquele
que apresentamos em seguida para calcular 568 + 394 tem um
funcionamento parecido com o do algoritmo que habitualmente
usamos.

5 6 8
3 9 4
0 1 1
8 5 2
9 6 2

Em cada quadrado escreve-se a soma dos dois digitos que es-
tdo por cima, e depois somam-se as diagonais. Note-se que o
numero que esta no tridngulo de cima, das unidades, por exem-
plo, corresponde ao que “vai” no algoritmo habitual, e vai ser
somado com o das dezenas, como se espera.

Antes de passar adiante, notamos que este algoritmo funciona
em qualquer base, bastando ter cuidado sobre o que quer dizer
“vai um” noutras bases. Por exemplo, vamos calcular de novo
132 + 55, desta vez em base 3. Temos que

13240, = 1 x 31 +1x 3% +2x 32 +2 x 3" + 0 x 3% = 11220486

55dez =2 X 33+ 0x 32+ 0x 3 +1 x 3% = 2001 es.

Veremos adiante como se
faz a conversdo de base 10
para outras bases.
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Neste caso, um mais dois é igual a trés, que se representa por
10, o que significa um acrescento de um no digito seguinte — isto
€, “um mais dois da zero e vai um”. Isto pode ilustrar-se muito
facilmente com blocos MAB: ao juntar um cubinho com mais dois,
obtemos uma barra de trés. Assim, obtemos como soma

2022148 =2 x 3 +0x 33 +2x32+2x 3" +1 x 3% = 187¢es,

COMmoO se esperava.

Subtraccao

A ideia por detras do algoritmo habitual € a mesma do algo-
ritmo da adicdo: considerar que cada digito representa um certo
numero de unidades, dezenas, centenas, etc. Por exemplo, ao
fazer 275 — 32, fazemos

2 7 5
- 3 2
2 4 3

O primeiro niumero é a soma de 2 centenas, 7 dezenas e 5
unidades. Se a essas tirarmos 3 dezenas e 2 unidades, ficamos
com as mesmas 2 centenas, 4 dezenas e 3 unidades. Como se V§,
mais uma vez, podemos fazer as diferencas digito por digito.



Também aqui é possivel ilustrar este processo com blocos MAB:
retira-se 2 cubinhos e trés barras ao 275, e restam 243.

Surge um problema quando no aditivo, um digito € menor que
o correspondente digito no subtractivo. Isto acontece, por exem-
plo, ao fazer 152 — 35. Ha duas formas de resolver este problema:
ou usando empréstimos, ou adicionando a mesma quantidade ao

|\\

aditivo e ao subtractivo (o habitual “e vai um”), a que chamamos

o algoritmo com compensacéo.

Com empréstimo: Ao tentar retirar 5 unidades as 2 unidades
do aditivo, vemos que isso é impossivel. Entdo, retiramos uma
dezena as 5 dezenas do aditivo, passando entdo a contar com
12 unidades, e ficando com um 4 como novo algarismo das de-
zenas — diz-se que se “pediu emprestada” uma dezena; assim,
12-5=T7.

4 12
5
- 3
1
Este processo é também simples de ilustrar com blocos MAB.

No exemplo anterior, é preciso transformar uma barra em 10 cu-
binhos e junta-los aos 2 das unidades,
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para depois se poder tirar 5.

275 — 32 em blocos MAB: os
blocos a escuro representam
o subtractivo, 32. A branco
o resto, 243.

O numero 152 em blocos
MAB, com uma dezena con-

vertida em 10 unidades.




presentam a diferenca 152 —

Os blocos MAB a branco re-
35.

se mais complicado quando aparecem ze-

todo torna-

é

Este m

ros no aditivo.

suponhamos que queremos calcular 403 — 187.
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Por exemplo

O numero 403 representado

em blocos MAB

de fazer 3 — 7, nas unidades, tem que se pedir

ao se po

Comon

emprestada uma dezena. Como o algarismo das dezenas é zero,

tem de se pedir agora emprestada uma centena. Esta converte-se

em 10 dezenas,
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O numero 403, em blocos
vertida em 10 dezenas

das quais se toma agora uma para termos dez unidades, a

a la estavam.

es que j
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somar as

tr

cos MAB. Uma das dezenas

Ainda o nimero 403, em blo-
foi convertida em 10 unida-

des.
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Com compensacgao: Neste algoritmo, quando queremos calcu-
lar 152 — 35, o que fazemos para contornar a dificuldade de fazer
2 — 5, nas unidades, é acrescentar uma dezena tanto ao aditivo
como ao subtractivo. Isto é possivel pelo chamado principio de
invaridncia do resto, que enunciamos a seguir.

Principio de invaridncia do resto. Adicionando ao aditivo e ao
subtractivo o mesmo numero, a diferenga permanece igual.

Ilustramos com um exemplo, passando depois a formalizagdo.
Suponhamos que queremos tirar 7 bolas de um saco que tenha
12, obtendo assim um resto de 5 bolas. Formalmente, queremos
calcular 12 — 7.

Se ao principio pusermos no saco mais 6 bolas, concordando
em retirar também mais 6 no fim — isto &, retiramos 13 as 18 que
entretanto 1a ficaram — o resto permanece o mesmo, 5 bolas.
Formalizando, (124 6) — (7+6) =12 -7 = 5.

Voltando agora a 152 — 35, vamos usar este principio da se-
guinte forma: juntamos dez tanto ao aditivo como ao subtractivo,
mas no aditivo juntamos 10 unidades e no subtractivo juntamos

1 dezena:
1 5 12
— 3t 5
1 1 7

A descricdo oral desta conta é: “Cinco para doze, sete, e vai
um. Um e trés, quatro, para cinco, um. Zero para um, um.”

Note-se porém que esta descrigao de dizer “e vai um” é apenas
uma mnemonica, ao contrario do que acontece na adi¢do, pois ndo
ha aqui nenhum transporte de um digito para outro, mas sim uma




Note-se que neste processo
os digitos que vamos ob-
tendo no resultado sdo pro-
visorios. Podemos confir-
mar o algarismo das cen-
tenas quando passamos a
trabalhar com as dezenas
e o algarismo das dezenas
quando passamos a traba-
Ihar com as unidades. Este
processo pode complicar-
se, por exemplo, ao tentar

calcular 305 — 109.

compensagao.

O que fizemos foi adicionar 10 unidades ao aditivo (uma de-
zena) e adicionar também uma dezena ao subtractivo. Com blo-
cos MAB, isto corresponderia a juntar uma barra ao 35 e 10 cubi-
nhos ao 152.

Passando agora a outra subtracgdo que mencionamos, fica:

4 10 13
11 8t 7
2 1 6

Note-se que, ao contrario do que acontece com a adicao, aqui,
nunca pode “ir” mais do que um! Isto porque nunca temos que
adicionar mais do que um ao algarismo do aditivo para ficar com
um numero maior do que o correspondente algarismo do sub-
tractivo. Isto acontece mesmo que no subtractivo, um nove se
transforme em dez, por causa de algum “vai um”: com 412 — 199,

4 11 12
11 9l 9
2 1 3

Diz-se entdo: “Nove para doze, trés, e vai um. Nove e um,

”

dez, para onze, um, e vai um. Um e um, dois, para quatro, dois.

Quando se subtrai usando técnicas de calculo mental, os cal-
culos desenvolvem-se frequentemente da esquerda para a direita
(cf. pagina 86).

E perfeitamente legitimo adaptar este procedimento a um al-
goritmo de “conta em pé”. Por exemplo, para calcular 325 — 178,
podemos comecar pelas centenas e compensar as dezenas e as
unidades:

Comecgamos por subtrair as centenas e obtemos duas;
para continuar a conta “trocamos” uma centena em
dez dezenas e, seguidamente, trocamos uma dezena
em dez unidades.



Estes algoritmos para adigdo e subtracgao funcionam igual-
mente para nimeros decimais. Isto porque os algarismos depois
da virgula dizem respeito ao nUmero de décimas, centésimas, mi-
Iésimas, etc; e tal como com os algarismos da parte inteira, dez
milésimas formam uma centésima, dez centésimas uma décima
e dez décimas uma unidade.

Assim, se quisermos por exemplo somar 1,4 + 2,7, obtemos
4+7 = 11 décimas e 1+2 = 3 unidades. Tal como no algoritmo para
a adicao de inteiros, temos o transporte de 1 das décimas para
as unidades (dez décimas=uma unidade). Portanto basta que a
virgula das varias parcelas estejam alinhadas, que o algoritmo
habitual funciona, uma vez que assim os algarismos das décimas,
centésimas, milésimas, etc, ficardo alinhados. Outro exemplo:
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Para a subtraccdo, pela mesma ldégica, o algoritmo que expli-
camos para a adigdo inteira funciona também. Por exemplo,
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Multiplicacao

O algoritmo da multiplicacdo decorre da utilizacao da escrita
posicional em conjunto com propriedades da adigao e da mul-
tiplicacdo (como a comutatividade e a associatividade). Como




exemplo, calculemos 12 x 34.

12x34 = (I1x10+2x1)x34
= (Ix104+2x1)x(3x10+4x1)
= (I1x3)x10°4+(1x4+2x3)x10+(2x4)x1
= 300+ 100+ 8
= 408.

O algoritmo habitual consiste em representar esta sequéncia
de operacdes de outra forma:

3 4

X 2
8 2x4
6 0 2 x 30
4 0 10 x 4
3 00 10 x 30

0 8

Este algoritmo pode ser ilustrado pensando na multiplicagao
de 12 por 34 como a medida da area do rectangulo que tem essas
medidas de lados. Separando o rectdngulo em quatro outros rec-
tangulos mais pequenos, vemos que a area total, que é 12 x 34
€ dada como a soma desses quatro outros, que correspondem as
parcelas que encontramos.

2 2 x 30 2 x4
10 10 x 30 10 x 4
30 4

Usualmente, abrevia-se a notacao, pondo na primeira linha o
resultado de 2 x 34 e na segunda o de 10 x 34, pois, pela proprie-




dade distributiva,

12x34=(10+2) x 34 =10 x 34 + 2 x 34.
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Tal como na adicao, pode acontecer que o produto de dois
numeros de um digito ndo seja um numero de um digito. Por
exemplo, ao fazer 37 x 165, usando a propriedade distributiva,
decompomo-lo em

37 x 165 = (30 + 7) x 165 = 30 x 165 + 7 x 165.

Temos que 7 x 5 = 35, logo guardamos o algarismo 5 para as
unidades, e juntamos 3 as dezenas, dizendo “e vao trés”. Estas
vém a ser entdo 3+6x7 = 45. Novamente, vdo 4 para as centenas,
que ficam 4 +1 x 7 = 11. Aparece entdao na primeira linha do
produto o niUmero 1155. A segunda linha corresponde a 30 x 165,
e é calculado da mesma maneira. Somando ambos, obtemos o
produto, pois como anteriormente,

37 X 165 =7 x 165 + 30 x 165.
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Ha também um algoritmo que se deixou de usar, chamado da
gelosia, que usa as mesmas propriedades (distributiva, comuta-
tiva, associativa). Neste método, ndo importa a ordem em que se
fazem as contas, pois escrevem-se todos os algarismos — mesmo
os que “vao” no método anterior.

Em cada quadrado escreve-se entdo o produto dos elemen-




tos que se encontram a direita e em cima — o das dezenas em
cima, e o das unidades em baixo; depois somam-se as diagonais.
Repetindo entdo a conta anterior, temos o seguinte esquema.

1 6 5
0 1 1
3 8 53
0 4 3
6 7 2 57
1 0 5

Finalmente, uma palavra sobre a multiplicagdo de niumeros
decimais. Como calcular, por exemplo, 1,65 x 3,7, agora que ja
sabemos calcular 165 x 37? Bem, podemos escrever

165 =1, 65 x 100, 37=3,7x10
€ usar mais uma vez as propriedades comutativa e associativa:
6105 =165 x 37 =1,65 x 3,7 x 100 x 10 = (1,65 x 3,7) x 1000.

Portanto
165 x 37

1000
e é preciso deslocar a virgula trés posicdes para a esquerda no
nimero 6105 — obtemos 1,65 x 3,7 = 6, 105.
Vemos entdo que o numero de casas decimais do produto é a

1,65 x3,7=

soma do numero de casas decimais dos factores, como fica exem-
plificado neste caso: as 3 casas decimais de 6, 105 obtiveram-se
de 2+ 1, o nUmero de casas decimais dos factores 1,65 e 3, 7.

Em resumo, podemos fazer a multiplicagdo de niumeros deci-
mais usando o mesmo algoritmo e ajustando o nimero de casas
decimais no fim.

Divisao

Como os anteriores, o algoritmo da divisao assenta nas pro-
priedades das operacgdes e na escrita posicional.



Suponhamos que queremos encontrar o quociente e o resto
da divisdo de 137 por 3. Quer isto dizer que estamos a procura do
maior multiplo de 3 que seja inferior a 137.

A tabuada dos 3 da-nos os primeiros multiplos de 3. Como é
facil multiplicar por 10, 100, 1000, ..., esta tabuada também nos
permite obter produtos como, por exemplo, 20 x 3 = 60, ou que
700 x 3 = 2100; isto é, pode funcionar também para dezenas,
centenas, milhares, etc. De facto, para calcular 700 x 3 basta
saber quanto é 7 x 3 e acrescentar dois zeros.

Ora, queremos entdao um multiplo de 3 que ndo exceda 137.
Pensando em termos de dezenas, verificamos que 40 x 3 = 120, o
que ndo excede 137, mas 50 x 3 = 150 ja excede. Ilustrando,

([) 3{0 6{0 9[0 1 %O 1 1137

A figura sugere agora tentar encontrar o maior multiplo de
3 que possa caber na diferenca entre 137 e 120, isto &, tentar
encontrar o maior multiplo de 3 que ndo exceda a diferenca

137 — 3 x 40 =137 — 120 = 17.

Isto é simples, olhando para a tabuada: ele é 5 x 3 =15, uma
vez que 6 x 3 = 18 ja é maior que 17.

Passando agora a escrita, temos

137 = 3 x40+417
= 3x40+3x5+2
= 3x(40+5)+2
= 3x45+2.

Como 2 é menor que 3, encontrdmos o quociente e o resto
pretendidos: o quociente é 45 e o resto é 2.

Para caminharmos para a compreensao do algoritmo da divi-
sdo, procuremos o quociente, algarismo por algarismo, adaptando




0 que acabamos de explorar. Comegamos por notar que esse quo-
ciente ndao pode ter o algarismo das centenas: mesmo que esse
algarismo fosse 1, ao multiplica-lo por 3 obteriamos mais do que
3 x 100 = 300, que € maior que 134. Portanto o algarismo das
centenas do quociente tem de ser zero.

Vamos entdo a procura do algarismo das dezenas. Este alga-
rismo a tem de ser tal que (a x 10) x 3 seja ainda menor que o
dividendo — pela definigdao de divisdo. Temos de o encontrar por
tentativas. Verificando os varios algarismos possiveis, vemos que
40 x 3 =120 < 134, mas 50 x 3 = 150 > 134. Portanto o algarismo
das dezenas do quociente é 4.

Notamos que, neste caso, o algarismo das unidades do divi-
dendo, que é 7, ndo teve nenhum papel. O que fizemos foi ver
qual o quociente e o resto da divisdao de 13 por 3 — o quociente é
4eorestoél.

Retiramos entdo 40 x 3 ao dividendo, obtendo 17.

EN

4 7

_
=l w
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Isto quer dizer que

137 = (3 x 40) + 17.

A divisdo ainda ndo esta terminada, pois 17 > 3. Temos agora
de dividir 17 por 3. Como 5 x3=15<17, mas 6 x3 =18 > 17, 0
quociente pretendido é 5, e temos de retirar entdo ao dividendo
5 x 3 = 15. Continuando entdo o algoritmo anterior,

EN

4 5

Nt O

Isto significa que



137=(40x3)+17=40x3+5x3+2=45x 3+ 2.

Visto que 2 < 3, encontrdmos o quociente e o resto da divisao:
0 quociente é 45 e o resto é 2, como ja sabiamos.

O nosso algoritmo habitual consiste em abreviar esta versao
— em geral, fazem-se as subtracgdes sucessivas sem escrever
os subtractivos (no nosso caso, o0 120 e o 15). Vamos escrever o
resultado, e depois explicaremos 0s varios passos.

1 3 713
1 7 45
2

O algoritmo descreve-se tradicionalmente da seguinte maneira:
“Em 13, quantas vezes ha 3? Ha 4; 4 vezes 3, 12, para 13, 1. Baixa-
se 0 7. Em 17, quantas vezes ha 3? Ha 5; 5 vezes 3, 15, para 17,
2.”

Partimos entdo da esquerda de 137 para a direita, até atingir
um numero maior que 3 — no Nosso caso € 13. Podemos (ou nao)
marcar esse nimero, como aqui, com uma plica. Dividimos entdo
13 por 3, obtendo 4 como quociente e 1 como resto: 4x3+1 = 13.
Na verdade, ha 13 dezenas em 137, de modo que o que estamos
a fazer é dividir 130 por 3, e estamos a obter 130 = 40 x 3+ 10, o
que corresponde apenas a multiplicar a igualdade anterior por 10.
Entdo, ao “baixar o 7", estamos na realidade a somar 7 a ambos os
membros da igualdade que tinhamos, para obter 137 = 40 x 3+17.
Agora, fazemos o mesmo processo para o 17, obtendo 5 como
quociente e 2 como resto: 17 = 5 x 3 4+ 2. Substituindo entdo na
igualdade anterior, obtemos

137 =40 x 3+ (5x3+2) = (40X 3+5x3)+2=45 x 3+2,

obtendo portanto o quociente 45, digito por digito, e o resto 2.




Note-se que, entdo, na obtencao de cada digito do quociente,
estamos a procura do maior digito possivel tal que o produto desse
digito pelo divisor ndo exceda o dividendo que estamos, na oca-
sido, a considerar. Esse dividendo “na ocasiao” pode significar um
numero de dezenas, ou centenas — como acima, 13 significava o
numero de dezenas que havia em 137. O digito obtido no quoci-
ente, 4, representa exactamente essa ordem de grandeza — no
caso, o algarismo das dezenas.

E importante notar que, em cada passo do algoritmo, os nu-
meros que se obtém como restos parciais sdo de facto restos, e
portanto tém de ser menores que o divisor. Por exemplo, se na
conta anterior tivessemos obtido 4 ou 5 como resto parcial (antes
de baixar o digito seguinte), teriamos certamente cometido um
erro.

Usamos aqui um divisor com um digito apenas, mas o processo
funciona para qualquer divisor — pode é ser mais dificil de encon-
trar o digito que aparece no quociente. Calculemos o quociente e
o resto de 4238 : 56.

2385 6

T0x5 — — 3 9 2 7 5
31 8
5x56— — 2 8
38

Deixamos a cargo do leitor escrever as varias igualdades cor-
respondentes as divisGes parciais, tal como fizemos acima. Ob-
temos, no fim, 4238 = 75 x 56 + 38.

Aqui optamos por indicar explicitamente as duas subtracgdes
sucessivas. No primeiro produto, 70 x 56, o ultimo zero esta su-
bentendido, o produto devia ser 3920.

Notamos que os restos que obtivemos foram 31 e 38, ambos
menores que 56, como seria de esperar.

Quando aplicamos este algoritmo, pode acontecer que, mesmo



depois de baixado o algarismo seguinte, o resto continue a ser
menor que o divisor. Nesse caso, aparece um zero ho quociente,
como no exemplo seguinte.

NN
—| o =

Apos termos obtido o algarismo 1 nas centenas, obtemos 11
como diferencga 411 — 400:

411 -4 x100 =11 =10+ 1.

Ao fazermos agora a divisao de 11 por 4, obtemos 2 como
quociente e 3 como resto, 11 =2 x 4 4+ 3. Portanto

411 =100x44+11 =100 x4 +2x4+3 =102 x 4 + 3,

e o algarismo das dezenas é zero. O quociente é entdo 102 e o
resto é 3.

A versdo final do algoritmo é entdo:

Diz-se: “Em 4, quantas vezes ha 4? Ha 1. 1 vezes 4, 4, para
4, nada. Baixa-se o 1. Em 1, quantas vezes ha quatro? N&o pode
haver — e escreve-se zero no quociente. Baixa-se o0 1. Em 11,
guantas vezes ha 4? Ha 2. 4 vezes 2, §, para 11, 3.”

Finalmente, podemos constatar que este algoritmo funciona
também para nimeros decimais.

Retomemos a divisdo de ha pouco: 4238 : 56 = 75 com resto
38. Como encontrar agora, por exemplo, o quociente e o resto de
4,238 : 5,67

Para determinar valores
aproximados de um quoci-
ente, continua-se a divisao
acrescentando casas de-
cimais ao dividendo; por

exemplo,
411,00 | 4
011 102,75
30
20
0

Estamos, neste caso, a divi-
dir nUmeros decimais, tendo
em conta que todo o nu-
mero inteiro se pode escre-
ver como numero decimal
com a parte decimal nula.

&



Mais uma vez, basta destacarmos as milésimas, no dividendo,
e as décimas, no divisor. Temos que 4,238 = 4238 x 0,001, e
5,6 =56 x 0,1. Fazendo as contas, temos:

4,238 = 4238 x 0,001
= (56 x 75+ 38) x 0,001
= 56 x 75 x 0,001 + 38 x 0, 001
= (56 x0,1) x (75 x 0,01) + 38 x 0, 001
= 5,6x0,75+0,038

Assim, ha tantas casas decimais no resto como no dividendo
(neste caso, trés), e as casas decimais do quociente sdo as do
dividendo menos as do divisor (no nosso caso, 3 —1 = 2). No
resto, de facto, pode alinhar-se a virgula pela do dividendo.

Se, no inicio da divisdo, houver menos casas decimais no di-
videndo do que no divisor, torna-se necessario entdo acrescentar
zeros depois da virgula no dividendo, para haver pelo menos tan-
tos de um lado como de outro.

Mudanca de Base

No capitulo 2, definimos o que se entende por base de um sistema
de numeracdo e exemplificdmos como escrever o0 mesmo ndimero
em varias bases. Vamos agora descrever processos para passar
da escrita em qualquer base para a base dez e reciprocamente.

Para significar que um numero esta escrito numa base dife-
rente de dez, usa-se habitualmente figurar a base (por extenso)
em indice, por exemplo 134geis 0U 1201gs-

Notemos, para comecar, que para mudar de uma base qual-
guer, diferente de dez, para a base dez, basta escrever o nimero
tendo em conta o significado dos varios algarismos, de acordo
com a sua posi¢cdo no numero. Assim por exemplo,



134geis = 1 x 62 + 3 x 6' +4 x 6° = 58,
1201gas = 1 x 33 +2x 32 +0x 3" +1 x 3° = 46.
Vamos agora apresentar dois processos de fazer a conversao
ao contrario: passar de base dez para outra base.
Processo dos Restos
Vamos descrever este processo, escrevendo 59 em base 5. Co-

megamos por motivar o processo ilustrando-o com blocos MAB.

Temos entdo 59 cubinhos. Comecamos por agrupa-los em li-
nhas de 5, obtendo 11 barras e restando 4 cubinhos.

Agora, agrupamos essas 11 barras em grupos de 5, formando
assim placas. Obtemos 2 placas e resta 1 linha. Assim, obtemos
a representacdo em base cinco de 59: 214inco-

Formalizamos agora este processo. Comegamos por dividir 59
por 5, 59 : 5 =11, com resto 4. Temos entdao 59 = 11 x 5 + 4.

Continuamos agora o processo com o quociente 11, dividindo-o
por5, 11 :5 =2, comresto 1. Assim, 11 = 2x5+1, e substituindo
11 na igualdade anterior, obtemos

59 = 11x5+4
= (2x5+4+1)x5+4
= 2x524+1x5+4
= 214dinco

O numero 59 representado

em blocos MAB,

cinco: 214cinco

na base




que é a representacao de 59 em base 5. Os varios digitos foram
obtidos como os restos sucessivos.

Se quisermos obter o Ultimo digito, 2, como resto, fazemos
2:5=0, com resto 2.

Esquematizando,

Em conclusao:

0 processo consiste em fazer divisdes sucessivas pela
base, dos quocientes obtidos no passo anterior, e os
digitos sdo fornecidos pelos restos sucessivos, em que
0 primeiro resto aparece como o digito mais a direita.

Processo dos Quocientes

Podemos também obter estes digitos através de outro pro-
cesso, fazendo também divisdes sucessivas, desta vez obtendo
primeiro os algarismos de maior valor, isto é, os digitos da es-
querda para a direita.

Como exemplo, vamos de novo escrever 59 em base cinco,
ilustrando primeiro o processo com blocos MAB.

Em base 5, havera blocos de 1, 5, 25, 125, etc. Ora, para
escrever 54 ndo é preciso blocos de 125, comega-se com os de
25. Com 59 s6 se conseguem formar duas placas de 25 cubinhos,
sobrando 9 cubinhos.




Com esses 9 podemos formar uma barra de 5 cubinhos, so-
brando 4. Estes sdo entdo os correspondentes ao ultimo alga-
rismo, e obtemos novamente 59 = 214¢jnco-

Vamos agora formalizar este processo. Comegamos por en-
contrar a primeira poténcia de 5 que excede 59. Ora, 5! = 5,
52 = 25, 52 = 125, logo o primeiro algarismo a aparecer é o cor-
respondente a 52 = 25. Temos 59 : 25 = 2, com resto 9. Ent3o,
0 quociente, 2, vird a ser o primeiro algarismo. Para ja temos
59 =2x 25+ 9 =2 x5%+09.

Tomamos agora o resto 9, e dividimo-lo por 5! = 5. Obtemos
9:5 =1, resto 4. Substituindo na igualdade anterior, obtemos

50 = 2x5%2+9
= 2%x52+1x5+4
== 214cinco

Assim, o quociente 1 vem a ser o segundo digito, e o resto 4
o ultimo digito. Se quiséssemos obter 4 como ultimo quociente,
podiamos fazer 4 : 1 = 4, com resto 0.

Esquematizando: 5% = 125 é a primeira poténcia de 5 que
excede 59; assim, comecaremos por dividir 59 por 52 = 25.

59 | 25 9& 4&
92 41 0 4

Portanto

59%ez = 2 X 52 41 x5 +4x5% = 214c¢inco-

Em conclusao: o processo consiste em fazer divisdes sucessi-
vas pelas poténcias da base, comecando com a maior, obtendo os
digitos como quocientes sucessivos, em que o primeiro quociente
aparece como o digito mais a esquerda.







Operacoes com fraccoes







Operagoes com fracgoes

O que é uma fracgao?

Fraccdo é uma palavra que deriva do latim fractus e que significa
uma parte de um todo. Conforme referimos no capitulo 1, ja na
Antiguidade os Egipcios utilizavam nos seus calculos as fracgoes
unitérias (3, %, §,...) e a fracgéo 2.

As fracgbes fazem parte da linguagem de todos os dias. E
frequente usar a expressdo “uma fraccao de segundo” para de-
signar um intervalo de tempo muito pequeno e, por exemplo, a
designacao “um terco” como sindnimo de a terga parte, isto é, o
resultado de dividir uma unidade em 3 partes. Também quando
nos referimos a 20% de uma quantidade estamos a falar na frac-
cao % dessa quantidade; por exemplo, quando se diz que a taxa
de abstengdo numa votacgao foi de 20%, queremos dizer que em
cada 100 eleitores 20 ndao votaram, o que corresponde a dividir a
unidade em cem partes iguais e tomar vinte.

Pretendemos neste paragrafo fundamentar, de uma forma ele-
mentar, as operagdes com fracgdes. A escolha de representagdes
visuais das fracgOes facilita uma compreensao do seu significado e
constitui uma mais valia para o estudo das operagdes. Recorde-se
gue a extensdo das operacdes ao conjunto dos numeros racionais
deve ser feita de forma a conservar as propriedades das opera-
¢des com numeros inteiros.




O termo razao usa-se para
designar o quociente entre
dois entes matematicos, se-
jam eles expressGes numé-
ricas, medidas, numeros,
etc.

Por exemplo, o niumero 7 é
a razdo entre as medidas do
perimetro e do diametro de
qualquer circunferéncia.

Uma igualdade entre duas
fracgBes, como

também pode ser entendida
como uma proporgao: ™1
estd para 4 assim como 2
esta para 8”. Nesta propor-
¢do, 0os numeros 1 e 8 sdo
0s extremos e 2 e 4 sao os
meijos. Em qualquer propor-
¢ao, “o produto dos extre-
mos ¢é igual ao produto dos
meios”. Neste caso, 1 x 8 =
4 x 2.

Z: 1 quando a = b.

Matematicamente, o que é uma fraccdao? Uma fraccdo é uma
razdo de numeros naturais.

Estas razoes podem ser encaradas de diferentes formas, con-
soante o que se pretende significar — por exemplo:

e COmMoO quociente;

e como expressao de uma ou mais partes da unidade dividida
em partes iguais;

e como meio de comparacao de duas grandezas.
Por exemplo, a fracgdo §:

e pode ser encarada como representativa do niumero decimal

0,25. Este nimero pode igualmente ser representado por

2 3 4

muitas outras fraccoes: Ir 15+ 160 €tC.

e pode ser usada para referir a quarta parte de um todo (e. g.
a quarta parte dos alunos de uma turma)

e no exemplo acima referido de uma eleigdo em que 20% dos
eleitores nao votaram, i representa a razdo entre o nimero
de eleitores que se abstiveram e o nimero de eleitores que
votaram.

Numa fracgdo 7, o numero a (acima do trago de fraccdo) designa-
-se por numerador e o numero b (abaixo do trago de fraccdo)
designa-se por denominador.

Uma fracgdo ; diz-se prdpria se a < b e diz-se imprdpria se
a>b.

No caso das fracgbes impréprias é habitual evidenciar na sua
escrita a parte inteira. Por exemplo, usa-se a notacao 2% para a
fracgao %

Observemos que estas notagdes podem ser usadas para signi-
ficar um mesmo nimero em contextos diferentes. Por exemplo,
consideremos uma barra dividida em 10 partes, 7 das quais com

sombreado escuro e 3 com sombreado claro.




A fracgao % traduz a relagao entre a parte escura e a parte

clara da figura. Se tomarmos como unidade a parte clara da fi-
gura, a parte escura correspondera a duas unidades e um terco:
2%. Se tomarmos como unidade a parte escura, a parte clara
corresponderd a 2.

As fracgOes constituem representagdes de nimeros racionais,
sendo cada numero racional representado por uma infinidade de
fraccbes. Em particular, qualquer nimero natural se pode escre-
ver como uma fracgdo cujo denominador é igual a 1.

Consideremos as fraccdes % e % Enquanto % se pode escre-
ver como a fraccao decimal %, gue representa o numero deci-
mal 3,5, a fraccao % nao se pode escrever como fraccao deci-
mal: representa o nimero 0,3333..., uma dizima periddica de

periodo 3.

Operacoes com fraccoes

Pretendemos neste paragrafo fundamentar, de uma forma ele-
mentar, as operagdes com fraccdes. A escolha de representagdes
visuais das fraccdes facilita uma compreensao do seu significado
e constitui uma mais-valia para o estudo das operagoes.

Como se realizam operacbes com fraccoes?

A extensdo das operagfes ao conjunto dos nimeros racionais
positivos deve ser feita de forma a conservar as propriedades das
operagdes com numeros naturais. Assim, as operacgoes de adi-
¢ao e multiplicacdo devem gozar das propriedades comutativa e
associativa, a multiplicagdo deve ser distributiva relativamente a
adicdo e, para qualquer numero racional a, devemos ter 0+a = a,
lxa=aelOxa=0.

Anteriormente ja analisdmos os algoritmos operatdrios no con-
junto dos nimeros decimais, isto €, os que podem ser represen-
tados por fraccdes decimais. Entdao, para operar com fracgoes,
e desde que elas se possam escrever como fracgdes decimais, é
suficiente operar com os numeros decimais que elas representam.

Por exemplo, para calcular £+ 2, basta atender a que § é igual

Por exemplo,

1 3 315
05=5=5 630

Para representar um nu-
mero racional, é comum
usar uma fracgdo irreduti-
vel, i. e.,, em que 0 nume-
rador e o denominador nao
tém factores comuns. Por
exemplo, a fracgao irredu-
tivel que representa o nu-
mero 0,175 é 5, que pode
ser obtida de = dividindo
o0 numerador e o denomina-
dor por 25 (que é o maximo
divisor comum entre 175 e

1000).




Quando reduzimos as duas
fraccbes a um mesmo de-
nominador, o denominador
que procuramos € o minimo
multiplo comum dos deno-
minadores das fracgdes.
Neste exemplo, é 6, porque
é o menor numero que é
multiplo de 2 e de 3.

a fracgdo decimal -5 e £ é igual a fracgdo decimal 5 e assim 1 + 2
representa o niumero decimal 0,5+0,6 = 1, 1 e podemos escrever
+i= 4

Analogamente, 3 x 2 representa o nimero decimal 0, 3 que é
o produto de 0,5 por 0, 6.

Mas este procedimento nem sempre é possivel. Por exemplo,

1 =2 =0,5 mas % ndo é redutivel a fracgdo decimal: trata-se

de uma dizima infinita periddica com periodo 3: % =0,333....
Ent&o 1 + £ representa uma dizima infinita periddica com periodo
3: §+3=0,833....

Qual a fracgdo que representa essa dizima, isto €, que fracgao
representa a soma 3 + £?

Suponhamos uma barra com seis quadrados, como a repre-
sentada na figura. Cada quadrado representa % da barra e expri-

mimos a unidade (i. e., a totalidade da barra) como %

T T T T

= 1,1
Qual a porgao da barra representada por 5 + 57

Como | | \ representa metade (i. e., %) da barra
original e % = %; m representa a terca parte (i. e., %)

da barra original e § = 2; e cada quadrado representa ¢ da barra

original, temos que

_|_

L2.5
6

N =
L =
W
N

Assim, para calcular a soma %Jr %, exprimimos ambas as frac-
cOes a custa da fraccao %, isto &, reduzimos as fracgdes ao mesmo
denominador.

Também poderiamos ter considerado os quadrados da barra
inicial divididos ao meio, cada metade representando um doze-
-avos da barra. Neste caso, exprimiriamos a unidade como doze
doze-avos: 1 = 13,



Entdo

representaria 3 da barra original, ou ;

representaria + da barra original, ou -5;

e obteriamos
1 1 6 4 10
2 T3 TR TR R
Neste caso, estariamos a reduzir ambas as fraccdes ao deno-
minador 12, o que ndo tem qualquer vantagem relativamente a

utilizagdo do denominador 6.

Vejamos mais um exemplo: para calcular % + %, precisamos
de determinar um multiplo comum de 4 e 6. Podemos considerar
o produto 4 x 6, obtendo

1+5_ 6 Jr20_26_13
46 24 24 24 12

Para somar um numero inteiro (natural) com uma fraccdo o
processo é o mesmo. Por exemplo, para calcular 2 + %, basta
atender a que 2 = g e, assim,

Resumindo,

Para somar fracgées, comegamos por reduzi-
-las ao mesmo denominador; entdao, a soma é a
fracgdo com o mesmo denominador e cujo nume-
rador é a soma dos numeradores das parcelas:

a b a+b
+
c c

Para subtrair fracgdes, o processo é analogo.
Retomemos a barra com seus quadrados e interpretemos £ —1:

Note-se que menor multiplo
comum de 4 e 6 éigual a 12,
mas podemos usar qualquer
multiplo comum.




} I \ representa 3 da barra original e 1 = 2

representa 1 da barra original e 1 = 2 e, assim,

E representa 3 — 3. Entdo,

Para subtrair fracc6es, comegamos por reduzi-
las ao mesmo denominador; entdo, a diferenca é
a fraccdo com o mesmo denominador e cujo nu-
merador é a diferenca dos numeradores:

Vejamos agora o produto de fracgdes. Comecemos por ana-
lisar o produto de um numero inteiro (natural) por uma fracgao.

E natural interpretar 3 x 1 como 1 + 1+ 1 = 2. Para que
a propriedade comutativa se mantenha, devemos ter também
ix3=3.

Para interpretar o significado deste produto podemos conside-
rar 3 barras com 2 quadrados

T T T

cada uma delas representativa de uma unidade, pelo que as trés

barras representam o numero 3.
Podemos representar 2 a custa da divis§o de cada barra ao

meio, isto &,

i

representa 3.

Entdo, 5 x 3 representa % de 3.

Analogamente, interpretamos 3 x 2 como 3 de 2. Como 3 é
3 x 1, pretendemos interpretar trés vezes um meio de 2. Como
calcular § de 2?

Se considerarmos uma barra com 5 quadrados



T

representando a unidade, entao 3 quadrados da barra

T

representam %; metade desta barra ﬁ repre-

senta um meio de £ e 3 de £ ¢ representado por 3 barras iguais

a esta ultima. | | I

Mas se a barra inicial for dividida ao meio

cada rectangulo representa llo da barra unitaria e 6 rectangulos

representam a fracgao %, isto &, % =

Sle

I N
Metade desta barra ﬁ corresponde a 3 rectan-

gulos, isto €, a 1%. Finalmente, as trés barras representativas de

2 x 2 correspondem a 9 rectangulos, isto &, a 5. Observamos,

10"
assim, que

3 x3
2x5

X

DN W
o] w

O que observamos neste exemplo é valido em geral:

O produto de duas fraccoes é igual a uma frac-
c¢do cujo numerador é o produto dos humerado-
res dos factores e cujo denominador é o produto
dos denominadores dos factores:

axc
bxd

X

ol
Qo




Finalmente, vejamos como dividir fracgoes.

Comecemos por interpretar em que consiste dividir uma uni-
dade por uma fracgdo unitaria, por exemplo, em que consiste di-
vidir 1 por % Relembremos a divisdo de niumeros inteiros (natu-
rais): dividir 8 por 4 consiste em determinar o nimero que mul-
tiplicado por 4 é igual a 8 (neste caso, 2). Uma vez que preten-
demos estender a operacgao as fracgdes, dividir 1 por % consiste
em determinar o nUmero que multiplicado por % é igual a 1. Vol-

temos a uma barra representando uma unidade, dividida em 3

quadrados:

Cada quadrado representa % e cada quadrado cabe trés vezes
na barra, pelo que 1 a dividir por % é igual a 3:

1:-=3
3

Para dividir 1 por %, ha que ter em conta que % cabe em 1

metade das vezes que % cabe em 1, pelo 1 a dividir por % é igual

3.
a§.

2 3
l: =~
3 2

Uma vez que pretendemos que a divisao de fracgdes mantenha

as propriedades da divisdo no conjunto dos nimeros naturais, e

.2 _3 4 .3 _ 2. i .a_b

como 1: 3 =3, também 1: 35 = 3; e, genericamente, 1: § = 2.
Vejamos, agora, por exemplo, como dividir % por g.
Umavezque £ =2 x1el:%=23, concluimos que

7T 5 35

= — X - = —

3 6 18

[SURRN |
(G2 N>

Para dividir a fraccdo ; pela fracgdo 5, multi-
plica-se a fracgdo ; pela fraccao %:

axd

bxc

ola
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Os nuameros racionais na recta graduada

No capitulo anterior, fizemos referéncia a posicao dos numeros
numa recta graduada com uma origem. Analisemos agora, mais
em detalhe, a marcacao dos nimeros racionais positivos.

Como ordenar numeros racionais expressos como fraccoes?

Basta referir essas fracgdes a uma mesma unidade, isto €,
reduzi-las ao mesmo denominador. Por exemplo, comparemos %
e %. Notando que 30 é multiplo comum dos denominadores (neste
caso € o menor multiplo comum), e que podemos escrever % = %,
5 = 2 concluimos que 2 < 2.

5

Para marcar aproximadamente ¢ e g na recta graduada, e

3
5
tendo em conta que, na maioria dos casos, recorremos ao centi-
metro (ou a multiplos do centimetro) como unidade de medida,
podera ter vantagem recorrer a sua representagdo decimal.

Temos que £ =0,6 e 2 =0,833333... = 0, 8(3).

Quanto a %, trata-se de uma dizima finita, mas % representa
uma dizima infinita periddica. Se pretendermos uma aproximagao
com uma casa decimal (até as décimas), temos que % esta entre
0,8 € 0,9. Caso se pretenda uma aproximagao com duas casas
decimais (até as centésimas) temos que % esta entre 0,83 e 0, 84.

Se tomarmos 10 centimetros para unidade de medida obtemos
a representagao seguinte:

[el[e)]

<

o —
oo

I _
=

(>
~
—_ —

0,83 ‘0,84

Se duas fraccbes tém o
mesmo numerador, € maior
a que tiver menor denomi-
nador porque, ao dividir a
unidade num numero me-
nor de partes, cada parte é
maior.

5
0<=<1
6

5
0,8<-<0,9
6
5
0,83 <6 <0,84
0,833 <% < 0,834

0,8333 <% < 0,8334







Estratégias de calculo mental






Estratégias de cdlculo mental

Apesar de toda a gente precisar e usar o calculo mental na sua
vida diaria, a verdade é que este conceito pode ser pouco claro.
Sera que o calculo mental s6 pode ser feito de cabeca? N&o se
pode usar papel e l1apis? Quando se usa de cabega um algoritmo,
isto é calculo mental?

O que é o calculo mental?

Algumas caracteristicas do calculo mental — tal como indicadas,
por exemplo, em Heuvel-Panhuizen (2001) — parecem-nos bas-
tante esclarecedoras:

¢ trabalha-se com nimeros e ndo com digitos;

e usam-se propriedades elementares e relagbes tais como:

a propriedade comutativa
(e.g. 15424 =24+15; 29 x 3 =3 x 29)

a propriedade distributiva (e.g. 24 x 7=20x7+4 X T7)

relagdes inversas
(53 — 49 = 4 porque 49 + 4 = 53; 420 : 7 = 60 porque
7 x 60 = 420)

relagbes que resultam de combinagdes das varias rela-
cOes e propriedades




e apoia-se no uso de intuigdes e conhecimentos sélidos sobre
factos numéricos;

e ¢é possivel anotar passos intermédios mas desenvolve-se so-
bretudo mentalmente.

Embora seja importante que os alunos dominem os algoritmos
das operagdes — por outras palavras, sejam capazes de fazer a
vulgarmente chamada “conta em pé” — e os apliquem com cor-
recgao, convém que eles utilizem desde cedo o calculo mental.

O calculo mental é gerador de familiaridade com os nimeros
e potencia a capacidade para reconhecer e comparar grandezas,
formular estimativas e criticar resultados.

O uso do calculo mental faz realcar o papel das proprieda-
des das operacgbes (distributividade, associatividade e comutati-
vidade), que de facto justificam os algoritmos.

E fundamental que o calculo mental tenha um lugar proemi-
nente e precoce na Matematica que os alunos praticam, desde o
primeiro ano. O seu uso deve preceder claramente a introdugao
dos algoritmos.

Formas basicas de calculo mental

Para desenvolver o calculo mental é fundamental ter um conheci-
mento profundo dos nimeros e das operacdes. Para atingir este
estadio, € importante realizar um trabalho de progressiva pratica
com relacgdes e propriedades numéricas, de desenvolvimento do
sentido das operacgdes, de analise de contextos variados, etc.

Numa primeira analise, o facto de os niumeros terem uma or-
dem natural faz com que eles possam ser sugestivamente repre-
sentados numa linha, a recta numérica. Também a representagdo
decimal dos numeros sugere naturalmente a sua decomposigao
em unidades, dezenas, etc. Estas propriedades dos nlimeros ou
da sua representacao que, em geral, sao facilmente interiorizadas
pelos alunos, permitem desenvolver algumas abordagens simples
ao calculo mental.



Outro aspecto a ter em conta neste longo caminhar para de-
senvolver o calculo mental é o de que ndo sdo indiferentes os
nimeros com que trabalhamos. Os multiplos de 10 sdo nimeros
basilares. Mas também o sdo nimeros como 12, 15, 24, 25, 48 ou
75, devido a facilidade com que os podemos decompor em pro-
dutos de varios factores. Os alunos tém toda a vantagem em ad-
quirir familiaridade com estes numeros, habitualmente designa-
dos numeros de referéncia, e em reconhecer certas relagdes que
ocorrem frequentemente, tais como 25 + 25 = 50, ou 4 x 12 = 48.

Muitas operagdes ficam facilitadas quando nos reportamos a
um numero de referéncia mais proximo, por exemplo, 27 + 28 =
25+ 2+ 25+ 3 = 55.

Para além de exercicios como a decomposicédo dos numeros em
ordens e classes, como se ilustra na Figura, € Gtil que os alunos
Ihes associem outras decomposicdoes como, por exemplo, 26 =
25+1 e 39 =40 —1, que predispdem os alunos para estruturar os
nimeros de forma a facilitar os calculos a realizar. A construcdo
de aranhas, sobretudo no 1° ano, € um O6ptimo exercicio para
desenvolver esta atitude.

21056 | vinte e um milhares e cin- | duas dezenas de milhar,
quenta e seis unidades uma unidade de milhar,
cinco dezenas e seis uni-

dades

Decomposicao de um numero em ordens e em classes

\@ /

N

14+1

Uma “aranha” do nimero 15




Os multiplos de 10 e das
suas poténcias sdo frequen-
temente usados para obter
estimativas. Por exemplo,
quando o euro entrou em vi-
gor, era muito comum a fa-
zer a conversao para a mo-
eda antiga; uma vez que
um euro equivalia a 200, 482
escudos, um valor aproxi-
mado de 200 escudos per-
mitia uma rapida e ade-

quada estimativa.

A pratica do calculo mental ndo é sujeita a processos rigidos.
Decide-se, caso a caso, qual o procedimento mais vantajoso para
determinar o resultado. Conforme ilustrado anteriormente, cada
operagdo ndo € encarada como algo indivisivel, devendo ser de-
composta em etapas simples de realizar.

Ha algumas ideias basicas ou “conceitos-ancora” que, quando
presentes no nosso espirito, facilitam grandemente a escolha des-
sas etapas:

e Ordenacdo e representagdo dos nimeros

e Associatividade e comutatividade da adicdo e multiplicagao
¢ Distributividade da multiplicagdo em relacdo a adigdo

e Dobro/metade, multiplo/submultiplo

e Numeros proximos de multiplos de 10 (20, 30, 500,...) ou
poténcias de 10 (100, 1000, ...)

e Compensagdes

Apresentamos em seguida alguns exemplos simples que ilus-
tram a aplicacao destes “conceitos-ancora”.

Calculo mental usando estratégias variadas

E importante que os alunos desenvolvam as suas préprias técni-
cas de célculo e ndo fiquem limitados a processos pré-definidos.
Essa “liberdade” desenvolve a capacidade para a resolugao de pro-
blemas, criando nos alunos uma maior autonomia para escolher
caminhos conducentes a sua solugdo. Mas para fazer uma esco-
Iha ha que ter por onde escolher. A opgdo por uma estratégia
passa pela interiorizacdo dos “conceitos-ancora” que acabamos
de enunciar.

Os exemplos seguintes pretendem ilustrar estratégias variadas
para a realizagdo das quatro operagdes com recurso ao calculo
mental.

I\\

Uma das estratégias utilizadas é a do calculo mental “em li-

4

nha”. Imaginamos os numeros colocados na recta numérica e



as operacgoes sao interpretadas como movimentos ao longo dela:
avancgar (+), recuar (-), avancar repetidamente (x). Pressupo-
mos a recta ndo graduada, ndo havendo qualquer vantagem em
marcar os diversos nimeros numa escala rigorosa, mas é impor-
tante o aluno compreender que um numero maior surge sempre
a direita de um ndmero menor.

Exemplo 1. Para calcular 53 + 27, marcamos o numero 53 na
recta numérica. Podemos comegcar por adicionar 7 a 53, obtendo
60, e em seguida, adicionar 20; ou, em alternativa, comecgar por
adicionar 20, obtendo 73 e, em seguida, adicionar 7.
+20 . 47 +20
53 73 S0 53 60 80

Exemplo 2. Para calcular 53 + 27:

53 =50+ 3
21=20+7
504+20="70
3+7=10

70410 =80

Neste processo, 0s niumeros sao vistos na sua estrutura deci-
mal e as operacdes sao feitas a partir da decomposicdo decimal
e, posteriormente, do agrupamento das varias decomposigoes.

Exemplo 3. Para calcular somas de nimeros recorre-se frequen-
temente aos multiplos de 10 (em particular as poténcias de 10):

21 +18=20+10+7+8=30+15=40+5=45 (i)

Neste caso calculou-se em primeiro lugar a soma das dezenas
exactas.

135+72=130+70+ 5+ 2 =200 + 7 = 207 (i)




Neste caso calculou-se em primeiro lugar a soma que conduz
a um numero exacto de centenas.

Em ambas as situagdes se recorreu aos numeros de referéncia,
e as operacgOes foram realizadas da esquerda para a direita: em
(i) observamos que 20 mais 10 é igual a 30 e que 7 mais 8 é igual
a 15; em (ii) observamos que 130 mais 70 é igual a 200 e que 5
mais 2 é igual a 7. Esta técnica, presente em muitas situagdes
de calculo mental, pode ser adaptada a “conta em pé”, como se
referiu no capitulo anterior.

Exemplo 4. Para calcular 100—49, podemos fazer intervir a nogao
de dobro (ou metade), bem como a ideia de um ndmero “préximo
da dezena” (49 é muito proximo de 50, mas é mais facil fazer
contas com 50 do que com 49):

100 é o dobro de 50 (ou 50 é metade de 100), logo
100 — 50 é 50; 100 — 49 é 51 (pois 49 + 1 é 50)

Exemplo 5. Podemos calcular 802 —297, raciocinando do seguinte
modo: 297 é muito préximo de 300; sei que 802 —300 = 502; como
subtrai trés unidades a mais (porque 297 sdo 3 a menos do que
300), obtenho

802 — 297 = 505

Observe-se que, nos exemplos 4 e 5, além de se usarem nu-
meros de referéncia, fizeram-se compensacbes: no exemplo 4, o
resultado foi compensado somando ao resultado o valor 1 que ti-
nha sido acrescentado ao subtractivo, e no exemplo 5 o resultado
foi compensado somando o valor 3 que tinha sido acrescentado
ao subtractivo. Este mecanismo de compensacao esta presente
no Exemplo 8, onde se compensam o aditivo e o subtractivo de
forma a nao alterar o resultado.

As compensacoes também pode estar presentes no calculo de
somas, como se ilustra em seguida.

Exemplo 6. Para calcular 29+ 43, podemos observar que 2941 =
30 e 43+ 2 = 45, pelo que se compensam ambas as parcelas (com
1 e 2), e ao resultado devemos subtrair 3 e, assim,



29443 =30+45-3="75-3="T2

Para uma mesma operagao podemos usar estratégias que con-
duzam a compensar ou descompensar o resultado:

Exemplo 7. Para calcular 60-17 podemos, por exemplo, ter em
conta que 17 4+ 3 = 20. Se adicionarmos 3 ao subtractivo teremos
de compensar o resultado com 3:

60-17 = (60-20) + 3 = 43
Também poderiamos ter em conta que 17 =10+ 7, e assim
60-17 = (60-10)-7 = 50-7 = 43

Com a primeira estratégia ha que compensar o resultado, e com
a segunda estratégia é necessario “descompensar” o resultado.

Vejamos mais algumas situagdes que ilustram diferentes tipos

de compensagoes:
No Exemplo 8, estamos a ti-

Exemplo 8. Para calcular 498-183, podemos comecar por obser- rar partido do principio de
var que 498 + 2 = 500; se adicionarmos 2 ao aditivo temos de invaridncia do resto, que
adicionar 2 ao subtractivo: enuncidmos na pagina 37.

498-183 = 500-(183 + 2) = 500-185
Como 185 + 15 = 200, obtém-se finalmente
498-183 = 500-(183 + 2) = 500-185 = (500-200) + 15 = 315

Exemplo 9. (i) Para calcular 220-35, podemos observar que
35 =30+ 5 ou 35 = 40-5, e assim

220-35 = (220-30)-5 = 190-5 = 185

ou
220-35 = (220-40) 4+ 5 = 180 + 5 = 185




(ii) Para calcular 400-172, podemos calcular 400-180 e compen-
sar somando 8: 400-172 = 400-180 + 8 = 220 + 8 = 228. Em
alternativa, podemos ir aproximando 172 de 400: partindo
de 172, faltam 28 para chegar a 200 e a 200 faltam 200 para
chegar a 400. Assim, partindo de 172, falta 28 + 200 para
chegar a 400, isto &,

400-172 = 28 + 200 = 228

Este processo consiste em completar o subtractivo até che-
gar ao aditivo. Podemos também subtrair a 400 diversas
quantidades até retirar 172, por exemplo:

400-2 = 398
398-70 = 328
328-100 = 228

Como 2+ 70 4+ 100 = 172, temos que 400-172 = 228.

Em todos os exemplos anteriores, as propriedades comutativa
e associativa da adicdo estiveram presentes. Nos exemplos se-
guintes é fundamental a propriedade distributiva da multiplicagdo
relativamente a adigdo.

Exemplo 10. Para o calculo de 3 x 54 podemos, aplicando a pro-
priedade distributiva da multiplicagdo em relagdo a adicdo, multi-
plicar 50 por 3 e somar 3 x 4 ao resultado:

3xb4=3x50+3x4=150+12=162

Exemplo 11. Para o calculo de 8 x 27 podemos, aplicando a pro-
priedade distributiva da multiplicagcdo em relagdo a subtraccao,
multiplicar 27 por 10 e subtrair 2 x 27 ao resultado:

8§ x 27 =10 x 27-2 x 27 = 270-54 = 270-50-4 = 216

Quando o calculo a efectuar envolve a divisdo pode ser conve-
niente recorrer a decomposigdo decimal do dividendo, mas nem



sempre essa estratégia é adequada, como acontece nos dois ca-
S0s seguintes.

Exemplo 12. (i) Para dividir 396 por 3, e tendo em conta que
396 = 30049046, podemos aplicar a propriedade distributiva
da divisdo em relagdo a adigao:

396:3=300:3+90:3+6:3=100+30+2 =132

(ii) A estratégia anterior ndo é aplicavel, por exemplo, quando
se pretende dividir 321 por 3. De facto, 321 = 300 + 20 + 1
e nem 20 nem 1 sdo divisiveis por 3. Neste caso existe uma
estratégia evidente: 321 = 300 + 21 e assim

321:3=300:3+21:3 =100+ 7 = 107

Também se poderia observar que 321 + 12 = 333 e 333 :
3 = 111. Como se estd a compensar o dividendo com 12,
ao resultado deve ser subtraido 12 : 3 = 4. Aqui estamos
a aplicar a propriedade distributiva da divisdo em relagdo a
subtracgao:

321:3=(333—-12):3=1333:3-12:3 =111-4 = 107

(iii)
Para efectuar uma divisdao pode proceder-se a simplificagdes
sucessivas:

Exemplo 13. Para calcular 480 : 96 podem dividir-se simultanea-
mente o dividendo e o divisor por factores comuns. Por exemplo,

480 : 96 = (480 :48): (96:48) =10:2=5

O recurso a numeros de referéncia pode constituir uma estra-
tégia util, como se ilustra em seguida.

Exemplo 14. Para calcular 3600 : 25, podemos lembrar-nos de
que 4 x 25 = 100, para dividir 3600 por 100 e multiplicar o resultado

No caso da divisdo, a propri-
edade distributiva s6 é ver-
dadeira quando se decom-
poe o dividendo, e nao o di-

visor! Por exemplo,

280 :7#280:5+280:2




por 4:
3600 : 25 = (3600 : 100) x 4 =36 x 4

Para calcular 36 x 4, basta recorrer a decomposicdo decimal:
36 x4=(304+6) x4 =120+ 24 =144

As varias situagGes assinaladas mostram como o calculo men-
tal ndo é nenhum tratado tedrico que exige longos anos de estudo.
As suas estratégias sdo obtidas através da familiaridade adquirida
com os numeros, as operacdes e as suas propriedades. Aquilo que
devemos incutir nos nossos alunos pode resumir-se na seguinte
maxima:

Estar sempre a espreita de um calculo mais simples.



Desafios com humeros







Desafios com ndmeros

Vivemos num mundo em que cada vez mais é necessario ter sen-
sibilidade para interpretar o que significam os nimeros usados na
descricdo de uma dada situagdo ou conseguir identificar e explorar
padroes e regularidades numéricas. Existem inimeras situagdes
numeéricas que constituem optimas oportunidades para cultivar a
curiosidade cientifica e o prazer de procurar caminhos para res-
ponder a uma questao.

Neste capitulo apresentamos exemplos deste tipo de situagdes
a que genericamente chamamos desafios com nimeros. Trata-se
de diferentes tipo de propostas cuja exploragao faz apelo ao uso
de relagbes numéricas e de processos de calculo, proporcionando
uma analise critica de raciocinios e processos numéricos.

Alguns destes desafios enquadram-se na chamada Matematica
Recreativa, um ramo da matematica se ocupa de fendmenos arit-
méticos e geométricos que, independentemente da sua utilidade,
sao divertidos.

Ndameros e regularidades

Um aspecto bastante importante do trabalho dos matematicos
consiste na descoberta de regularidades, procurando a ordem e
estrutura no caos e na desordem. E neste sentido que alguns
autores definem matematica como sendo a ciéncia dos padroes.
Ilustramos em seguida algumas situagdes envolvendo padrodes e
regularidades numéricas.




A tabela dos 100

A exploracdo da tabela formada pelos primeiros 100 nimeros na-
turais proporciona uma grande variedade de situagdes que per-
mitem analisar diferentes padrdes e regularidades.

1 2 3| 4| 5| 6| 7| 8] 9| 10
1111213 |14 15|16 |16 |18 | 19| 20
2112212224125 |26|27|28(29| 30
311323313435 |36|37|38]39| 40
41142 143 144 |45 |46 | 47148 49| 50
51 |52 |53 |54 |55 |56 |57 |58]59 | 60
6162|6364 |65|66|67|68|69| 70
71|72\ 73| 74|75 |76 |77 7879 80
81|82 |83 |84 |85 |86 |87 83|89 | 90
911929319495 |96 |97 |98 1|99 100

Calcular a soma de cada uma das trés primeiras linhas da ta-
bela. O que se observa? Como se explica que isto aconteca? Sem
fazer calculos, indicar a soma das linhas seguintes.

Observar o que se passa com a soma das linhas da tabela
conduz a analise de um conjunto de relagdes:

Soma 12 linha - 55
Soma 22 linha - 155
Soma 32 linha - 255

Cada linha tem mais 100 que a anterior pois cada numero tem
mais 10 do que o que lhe estd imediatamente a cima na tabela
(11 tem mais 10 que 1; 12 tem mais 10 que 2; ...). Sendo assim,
a soma das linhas a partir da terceira sera 355, 455, 555, 655, 755,
855, 955.

Sera que em relacdo a soma de cada coluna da tabela também
é possivel estabelecer alguma relacdo?

Neste caso a soma de cada coluna adiciona-se 10 e obtém-se
a soma da coluna seguinte pois a cada niumero soma-se 1 para
obter o niUmero que esta a sua direita.



Sdo estes padrdes relativos as linhas e colunas da tabela do
100 que justificam os procedimentos que se podem usar para so-
mar e subtrair nGmeros com a tabela dos 100: por exemplo, para
calcular 21 + 35 parto do 21 e desco 3 linhas(para somar 30) che-
gando ao 51. Falta somar 5 e por isso da-se 5 saltos para a direita
do 51, chegando-se assim ao 56.

A tabela dos 100 pode ainda ser usada como suporte para a
resolucdo de outras questdes e problemas que envolvem a explo-
racao de regularidades. Por exemplo:

- Somar dois multiplos de 5. Em que coluna(s) se
encontra essa soma? Porqué?

- Em que coluna(s) estdo os nimeros que sdo mul-
tiplos de 2 e de 5? Porqué?

Partindo da tabuada

As tabuadas, para além de serem um suporte do calculo numé-
rico, contém muitas regularidades e padrbes. Vejamos algumas
observacdes que podem ser feitas a partir da tabuada do 3 e do
9:

Quando se multiplica 3 (ou 9) por um nimero par o produto é
par; quando se multiplica por impar o produto é impar.

O algarismo das unidades do produto repete-se de 10 em 10
sempre pela mesma ordem.

Na tabuada do 9, o algarismo das unidades do produto de-
cresce de nove até zero, e assim sucessivamente. O algarismo
das dezenas cresce em sentido contrario.

A soma dos algarismos do produto, até ao 10 x 9, da sempre 9.
Serd que esta propriedade se mantém nos produtos seguintes?

O algarismo das centenas é 0 até 11 x 9, é 1 até 22 x 9, é 2 até
33 x 9.

Sabe-se quanto &, por exemplo, 45 x 9, pois o algarismo das
centenas € 4 (até 44 x 9 era 3), o das unidades é 5, logo o das
dezenas é 0 (a soma dos algarismos é 9).

1x3=3

2x3=6

3x3=9

4x3=12
5x3=15
6 x3=18
7Tx3=21
8x3=24
9x3=27
10 x 3 =30
11 x3=233
12x3=36
13 x3=239
1x9=9

2x9=18
3x9=27
4x9=236
5x9=45
6 x9=>54
7Tx9=063
8§x9="72
9x9=281
10 x9 =90
11 x9=99
12 x 9 =108
13 x9 =117

5



As escadas que se montam

As escadas que se montam é um dos muitos exemplos de situa-
¢Oes que permitem compreender relagdes entre padrées geomé-
tricos e numéricos.

Existem no mercado conjuntos compostos por ripas de ma-
deira e pecas metalicas de unido que permitem a construgdo de
escadas do tipo das da figura ao lado.

Para construir uma escada com um degrau, sao precisas cinco
ripas e duas pecas metalicas.Para construir uma escada com dois
degraus, sdo precisas oito ripas e quatro pegas metalicas.

Para construir uma escada com trés degraus de quan-
tas pecas metalicas preciso? E se a escada tiver 9 de-
graus?

Como conseguir calcular o numero de pecas meta-
licas necessdrias para construir uma escada de que se
sabe o numero de degraus?

Qual o numero de ripas necessario para construir
uma escada com 6 degraus? E com 207

Neste exemplo pode-se associar o nimero de pecas metalicas
ao numero de degraus (€ o dobro). Também se pode, por exem-
plo, perceber que cada degrau a mais exige 3 ripas, conseguindo
deste modo perceber que para fazer uma escada de n degraus
preciso de 3n + 2 ripas.

Mais regularidades em torno dos nimeros na-
turais

Os nUumeros e as operacles constituem um contexto quase ines-
gotavel para a exploracao de diferentes tipos de regularidades.
Para além dos exemplos anteriores desafiamos o leitor a analisar
0S que a seguir se apresentam.

o Completar e descobrir a igualdade seguinte, de acordo com
0 padrdo numérico observado



7+ 34 = 88 + 33 =

TT7 + 3334 = 888 + 333 =
TTT7 + 3334 = 8888 + 3333 =
9-7= 8- 3=

89 — 67 = 78— 23 =
889 — 667 = 778 — 223 =
8889-6667 = 7778 — 2223 =

e Observe a seguinte regularidade e complete

I1x1=1
11 x 11 =121
111 x 111 = 12321
1111 x 1111 =

11111 x 11111 =

e Calcular
12 x 42 46 X 96
21 x 24 64 x 69

Indique outros pares de numeros que verifiquem esta regu-
laridade. Ela é sempre valida?

e Observe as igualdades seguintes

33 x 8547 = 111111
66 x 8547 = 222222

Qual a regra de formacgdo destes numeros e porqué?




As capicuas

A associacdo dos numeros a sorte e ao azar tem raizes muito an-
tigas. Enquanto os nimeros 3 e 7 simbolizam, respectivamente,
o divino e a plenitude dos tempos, o numero 13 &, desde ha mui-
tos séculos, considerado o nimero do azar. Também se associa o
factor sorte as capicuas, isto €, os nimeros em que a disposicao
dos algarismos é simétrica.

Por exemplo, em base 10 existem nove capicuas de um alga-
rismo, 1, 2, ..., 9, e outras nove com dois algarismos, 11, 22, 33,

Por exemplo, . 99.
Base 10 Base 2
99 1100011 e Quantas capicuas havera com trés algarismos? E com qua-

tro? E com vinte?

Base 10 Base 3

512 21219 e Construa capicuas na base 10 e converta-as noutras bases.

Sera que a simetria se mantém?

Explorando sequéncias

Pensar como se pode continuar uma dada sequéncia descobrindo
o modo como ela podera ser construida € uma actividade bastante
interessante e que envolve o uso de diversos conhecimentos ma-
tematicos.

Os exemplos que apresentamos em seguida envolvem, por
exemplo, a multiplicacéo e a adicdo de numeros inteiros e deci-
mais - a soma de nimeros impares consecutivos, a multiplicagdo
por 0,1; 0,01 ou 0,001 — e a exploragao de conceitos como os de
quadrado perfeito ou de nimeros triangulares.

e Descobrir uma regra geradora e completar os espagos assi-
nalados de acordo com essa regra, em cada uma das sequén-
cias:

0,2 2 20

3000 300 30
4 8 13 19

1 1 2 3 5 8




Qual o décimo termo de cada uma das sequéncias anterio-
res?

e Observar a seguinte sequéncia de figuras:

Indicar uma regra de formacdo para esta sequéncia e de-
senhar a quinta figura. Quantos pontos tem essa figura? E
guantos tera a oitava?

e Continuar as trés sequéncias, de forma a conservar os res-
pectivos padrbes numéricos

0x9+1=1 9x9+7=88 1x8+1=9
1x9+2=11 98 x 9+ 6 = 888 12x842=98
12x9+4+3=111 987 x9+5=8888 123 x 8+ 3 =987

Observemos que, na formulacao destas questdes, se teve o
cuidado de clarificar que se pretende descobrir uma regra e nao
a regra para as continuar. Por exemplo, se for posta a questao

Sera o numero 333 um termo da sequéncia 11, 22,
33,44, 55, ... 7?7

a informacgado dada no enunciado é insuficiente para permitir uma
resposta. Seria preciso indicar qual a regra que esta subjacente
a escrita da sequéncia apresentada. Se cada termo da sequén-
cia for obtido do anterior adicionando 11, o nimero 333 ndo é
termo da sequéncia. Mas se interpretarmos a sequéncia como
sendo formada pelos nimeros compostos por algarismos todos
iguais, entdo 333 sera um dos seus termos. Se observarmos que
a sequéncia assim construida tem 9 termos com 2 algarismos,
outros 9 com 3 algarismos e assim sucessivamente, 333 é o 120
termo da sequéncia.




Conta-se que Gauss, com
apenas 10 anos, quando
confrontado pelo seu pro-
fessor com esta soma, deu
o resultado de imediato. Ele
terd usado essencialmente o
raciocinio que aqui explicita-
mos.

Progressoes

As progressdes sdo um tipo especial de sequéncias em que cada
termo é gerado a partir do anterior através da adicdo de uma
parcela ou da multiplicacao por um factor constante.

As duas situagOes seguintes envolvem progressdes e desti-
nam-se a descobrir padrées na adicdo de um numero finito dos
seus termos que conduzam a formulagdo de regras.

e Calcular

a) 1+24+3+4+5+---+98+99+ 100
b) 1+2+3+4+---+998+ 999
c) 24+44+64+8+...4+96+ 98 + 100

Para calcular a soma proposta em a), comecemos por calcular
o resultado da adicgdo 1+2+3+4+54+6+7+8+9+10:

Observemos que 1+10=11,2+9 =11, 3+8 =11,
447 =11,5+6 = 11. Entdo a o resultado pretendido é
igual a 5 x 11 = 55, uma vez que adicionamos 5 vezes,
obtendo sempre o resultado 11.

Da mesma forma, para calcular 14+24+3+4+54...4+98+99+100,
basta ter em conta que 14+ 100 =101, 2+99 =101, ..., 50+ 51 =
101. Entdo,

14+24+34+44+5+...4+98+99+ 100 = 50 x 101 = 5050.

No caso da alinea b), estamos a adicionar um nimero impar
de parcelas, 999.

Comecemos por observar que para calcular1+2+3+4+5+
6+ 7+ 8+9 podemos ter em conta que 1 +9 = 10, 2 + 8 = 10,
3+ 7=10,4+6 =10, mas sobra a parcela 5.

Entao,

14+2434+4+5+6+7+8+9=5+4x10=45.

Resta agora adaptar o raciocinio anterior a longa adigdo pro-
posta.



Temos que 1+999 = 1000, 24998 = 1000, ..., 499+ 501 = 1000
e sobra o nimero 500.
Entao,

1+24+34+44---4998 + 999 = 500 + 499 x 1000 = 499500.

No caso da alinea c), estamos a adicionar um ndmero par de
parcelas, 50, e observamos que

2+100=102,4+498 =102,6 + 96 = 102, .. ., 50 + 52 = 102.

Entdo2+4+6+8+ ...+ 96 + 98 + 100 = 25 x 102 = 2550.

Observemos que nos trés casos considerados estamos a adi-
cionar parcelas que gozam de uma propriedade especifica: cada
uma resulta da anterior adicionando sempre o mesmo nimero (1
nos primeiro e segundo casos e 2 no terceiro caso). Exprime-se
este facto dizendo que as parcelas estdao em progressao arit-
mética e designa-se por razdo o numero que se adiciona a cada
parcela para obter a seguinte.

Por exemplo, comecemos com o numero 1 e adicionemos se-
qguencialmente 5. Obtemos a progressao aritmética, de razdo 5,

1,6,11,16, 21, 26, . ..

Ao calcularmos, por exemplo, 1 + 6 + 11 + 16 4+ 21 + 26 + 31,
podemos observar que se trata da soma de um nimero impar de
termos, 7 termos, em que

1+31=64+26=11+21 =32

sobrando o numero 16, que é o termo médio da sequéncia
1,6,11,16, 21, 26, 31.

Entdo, 1+6+11+16+214+26+31 =16+ 3 x 32 = 112.

Observemos que o raciocinio efectuado para calcular a adicao
sequencial de termos da progressédo 1, 2, 3, 4, 5, 6, ... foi analogo
ao utilizado para a progressao 1, 6, 11, 17, 22, ... Mais precisa-




mente, para calcular 1+2+434+4+5+6+7 ou 1+6+11416+21+26+31
usamos a mesma estratégia: no primeiro caso temos em conta
que1+7=246 =345 e, no segundo caso que 1+31 =6+26 =
11+21. No entanto, no primeiro caso, a diferenga entre uma par-
cela e a anterior é igual a 1 e no segundo caso é igual a 5. Porque
sera que a estratégia se mantém?

Observemos que nocaso 1+2+3+4+5+ 6+ 7 temos que
2=14+1e6=7-1, pelo que

246=01+1)+(7T-1)=1+7,

uma vez que +1—1 = 0. Analogamente, 3+5= (24+1)+(6—1) =
2 + 6.

Para1+6+ 11 +16+ 21426+ 31 temosque 6 =1+5 e
26 =31—-5, peloque 6426 = (1+5)+ (31 —5) =1+ 31, uma vez
que +5—5 = 0. Analogamente, 11+21 = (6+5)+ (26 —5) = 6+ 26.

Tendo em conta que todas as consideragdes anteriores se man-
tém se em vez de 5 tomarmos outra razdo qualquer, podemos
concluir que a estratégia utilizada “funciona” porque as sequén-
cias consideradas tém em comum o facto de serem progressoes
aritméticas.

Retomemos a adicao 1 + 6+ 11 + 16 + 21 + 26 + 31.

Observemos que 16 € a semi-soma de 1 com 31, isto &, 16 = 3—22,

pelo que

32
1+6+11+16+21+26+31:16+3x32:?+3x32

C32+6x32  7x32
o 2 )

A expressdo do termo médio de uma sequéncia finita de ter-
mos de uma progressao aritmética com um ndimero impar de ter-
mos em fungdo dos seus primeiro e Ultimo termos resulta exclu-
sivamente do facto de cada termo se obter do anterior somando
uma quantidade constante. No caso particular que estamos a es-
tudar temos que



1+ (1+6x05)

16=1+3%x5, 31=1+6x5 e 5

=14+3x%x5

Se n é impar, o termo médio de uma sequéncia finita com n
termos de uma progressdo aritmética, ai, as, a3, ..., an, isto &, o
termo de ordem 3!, é igual a 242,

Anteriormente estuddamos estratégias para calcular a soma de
uma sequéncia finita de termos de uma progressao aritmética.

Genericamente, dada uma sequéncia finita de termos de uma
progressao aritmética, ay, as, a3, . . ., a,, calculemos a; + ay + ag +
e ap.

Se n é par, asoma a; +as +as +-- -+ a,, de n parcelas, é igual
a a; + a, multiplicado por metade do nimero de termos, isto €,
(a1 +an) X 3.

Se n é impar, asoma a; +as+as+- - -+ap, de n parcelas, é igual
a a1 + a, multiplicado por metade do niumero de termos menos 1,
a que se adiciona o termo médio, isto &, o termo correspondente
ao indice ”%1 Como esse termo é igual a alTJ“’”, obtemos

n—1 ai+ a,

altata+---+a,=(ar+an x 5 5

n
:(al+a,7)><§

Assim, obtemos a féormula

ai+a+a+---+ap=(ar+an x

NS

qualquer que seja o valor de n.

No caso em que o primeiro termo e a razao sao numeros po-
sitivos, esta expressao pode ser obtida de forma muito simples
com algumas consideracbes de caracter geométrico. Para sim-
plificar consideremos a adicdo de 5 parcelas aj, as, as, a4, a; de
uma progressao aritmética com razao r. Temos que a; = a; + 1,
a3 = as + r, ... e podemos representar os termos da progressao
como as areas dos rectangulos que formam os degraus de uma
escada em que a medida da profundidade dos degraus é cons-
tante e igual a r e a altura é igual a 1, conforme se ilustra na




a T ay
az T az
as T as
ay r a4 H
as ‘ as
(a) (b)

Figura 6.1: Soma de termos de uma progressao aritmética

Figura 6.1. Assim, calcular a soma a; + a» + a3 + a4 + a5 equivale
a calcular a area da figura plana representada na Figura 6.1 (a).

Esta “escada” é ajustavel com outra igual (a sombreado na
Figura 6.1 (b)) e a figura resultante é um rectédngulo com lados
ar +as ed.

Sendo a figura inicial e a figura sombreada iguais, a area de
qualquer uma delas é metade da area do rectangulo com lados
a1 + as e 5. Entao

(a1+as5) x5

aptax+---+a5= 5

Este raciocinio mantém-se com qualquer niumero de degraus
na escada, pelo que

(a1 +an) X n

a+a+t+---+ap= 5

e Calcular

a) 1+2+448+16+324+ 64+ 128

b) 1+3+9+427+81+ 243+ 729

Para resolver a), observemos que



2=1+1
4=(1+2)+1
8=(1+2+4)+1

16=(1+2+4+8)+1

32=(1+2+4+8+16)+1

e assim sucessivamente. Entdo, por exemplo, 1+2+4+8+ 16 =
32 — 1 = 31. Observando que cada parcela é o dobro da anterior,
seremos levados a admitir que

14+2+44+8+416+ 32+ 64+ 128 = 256 — 1 = 255

A mesma igualdade, tendo em conta que 4 = 22, 8 = 23, 16 =
24, etc., pode escrever-se na forma

14+2+224+23 1944951969798 _ 1

No caso b), temos

1=1
3=1x2+1
9=(1+3)x2+1
27=(1+3+9)x2+1
8l=(1+3+9+27)x2+1
243 =(1+3+9+27+81)x2+1
729 = (1+3+9+27+81+243) x 2+ 1
2187 =(1+3+9+27+81+2434+729) x 2+1

e assim sucessivamente. Entdo

2187 -1
1+3—|—9+27+81+243—|—729:721093

Tendo em conta que 9 = 32, 27 = 33, 81 = 3%, etc., a expressdo

O leitor mais atento descon-
fiara de que ha aqui um pa-
drdo geral. De facto, para
qualguer nimero inteiro po-
sitivo n, tem-se a igualdade

1+2+422 4. 42" =21

como veremos mais adi-
ante.

De novo, ha aqui um padréo
geral. Qual?

&



anterior toma a forma

7

3 —
1+3+32+33+‘3>4+‘3F’+‘36:T

Nestes dois casos adicionamos parcelas que gozam de uma
propriedade especifica: cada uma resulta da anterior multipli-
cando-a sempre pelo mesmo numero (2 no primeiro caso € 3 no
segundo caso). Exprime-se este facto dizendo que as parcelas
estdo em progressao geomeétrica e designa-se por razéo o nu-
mero pelo qual se multiplica cada parcela para obter a seguinte.
Na alinea a) pretendemos adicionar termos de uma progressao
geométrica com razdo igual a 2 e na alinea b) com razao igual a
3.

Os resultados obtidos mostram que os valores obtidos para as
somas sequenciais de termos dependem da razao. Representando
por r a razao, pode demonstrar-se que

rn+1_1
Lbrdridris = ——

Puzzles numeéricos

Os puzzles estdo presentes nas paginas de passatempos de jor-
nais e revistas. A sua origem remonta ao século V quando os
chineses determinaram o primeiro quadrado magico, isto €, um
quadrado em que as somas dos algarismos, de 1 a 9 sem repeti-
coes, que estao nas linhas verticais, horizontais e diagonais, sao
iguais. Vejamos um exemplo muito simples:

e Completar o seguinte qua-

drado mégico:




A resolugao deste puzzle

pode ser feita por tentati- a b 9
vas. Mas raciocinios elementa-
res conduzem a determinagdo 3 5 c
univoca dos algarismos que de-
vem ser colocados no lugar das d € 6

letras.

Com efeito, tendo em conta que a soma dos nimeros de 1 a 9
é igual a 45, a soma dos numeros das linhas horizontais, verticais
e diagonais € igual a 15 (porque 45 : 3 = 15). Assim, ¢ = 7
(porque 34+ 5+ c =15), a=4 (porque a+5+6 =15)e d =8
(porque 2 + 54+ d = 15). Resta determinar b e e, para o que
basta terem contaquea+b+2=44+b+2=15,logo b=9, e
d+e+6=8+4+e+6=15, logo e=1.

Neste exemplo explorou-se um quadrado magico do tipo 3 x 3.
No caso de se tratar de um quadrado magico do tipo 4 x 4, po-
deremos usar todos os nimeros de 1 a 16. E possivel também
pensar em quadrados magicos do tipo 5 x 5 (nUmeros de 1 a 25),
6 x 6 (nUmeros de 1 a 36), etc.

e Um quadrado magico com numeros inteiros

Habitualmente os quadrados magicos incluem apenas nume-
ros naturais. Mas podem usar-se também outros niumeros, como
se ilustra no exemplo seguinte:

Complete o quadrado ma-

gico usando os numeros 10, 7,
4,1, —5, =8, —11, —14.




O factorial de um numero
natural a (que se representa
por a!) é o produto de a por
todos os numeros naturais
inferiores a a. Por exemplo,
41 =4x3x2x1.

A caracteristica de um nu-
mero x (que se repre-
senta geralmente por |x|,
ou ainda por [x] ou C(x)) é
0 maior inteiro ndo superior
a x.

Por exemplo, [2,78] = 2 e
|—2,78] = —3.

Quebra-cabecas numéricos

Quatro quatros

e Escrever os numeros de 0 a 20 com 4 quatros usando as
qguatro operacbes fundamentais, a raiz quadrada e o factorial
de 4.

Por exemplo, podemos escrever 0, 3 e 4 da seguinte forma:

0=4—-444—4
3=(4+4+4):4
4=(4:V4) x (4:V4)

E interessante continuar este desafio até 100, tentando desco-
brir quais os nimeros que ndo se conseguem escrever a custa de
4 quatros usando apenas as quatro operacdes elementares, a raiz
quadrada e o factorial. Se a estas ferramentas acrescentarmos,
por exemplo, a caracteristica de um nlmero, ja se conseguem
escrever todos os numeros até 100 usando quatro e sé quatro
algarismos 4.

Sera interessante também trabalhar o desafio andlogo com 5
cincos. A titulo de exemplo, temos 7 =5+ (5 : 5) + (5 : 5) e
6=5+4+(5:5)x(5:5).

Nameros autodigitais

Chamam-se numeros autodigitais os que se escrevem a custa dos
seus algarismos usando as operagdes fundamentais, as poténcias,
os factoriais e as raizes quadradas.

Por exemplo, os numeros 121, 127 e 9025 sdo numeros auto-
digitais, porque

121 =112 127=-1+27 9025 = (90 + 5)?



e Justifigue gque os seguintes numeros sdo autodigitais:

153, 216, 289, 343, 347, 625, 1530, 2187, 3125,
4374, 4624, 5120, 6144, 7928, 8192, 11664, 759375

Letras por nimeros

e Substitua as letras A, B, C, D, E e F pelos digitos 2, 3, 4,
5, 6, 8 na diferenca ABC — DEF de forma a obter a maior
diferenca possivel e a menor diferenca possivel

Colocando no primeiro nimero os maiores algarismos possi-
veis, da esquerda para a direita e no segundo 0s menores possi-
veis também da esquerda para a direita, obtém-se a maior dife-
renca possivel: 865 — 234.

Para obter a menor diferenca possivel e de modo a que ela
seja positiva, é preciso que ABC seja maior do que DEF, minimi-
zando a diferenca. Para isso, escolhemos os digitos da esquerda
proximos: podemos pensar em escolner A=3e D=2, 0uA=14
e D = 3. No entanto, como a diferenca das centenas é sempre
100, em qualquer dos casos é preciso que, com os algarismos que
restam, se possam formar nimeros o menor € o maior possiveis,
para estreitar ao maximo essa diferenca inicial de 100. A solugdo
é entdo 523 — 486.

e Substituir as letras pelos algarismos adequados de forma a
tornar valida a operacao

a 1
x 3 c
d 3
3 g 2 h
I 2 4 5
1 k m 3 0

Outros numeros autodigi-
tais:

145 =114 4! + 5!

25 = 52
126 = 6 x 21
625 = 5572




4 1 5
3 8 2
8 3
3 2 0
1 2 )
1 5 5 3 0

Pela observagdo da ultima linha (resultado da operagdo), é
imediato que f =0 e h = 0. Quanto a b, ele sera tal que multipli-
cado por 2 dd um nimero que termina em 0 e que multiplicado por
3 da um namero que termina em 5, pelo que b = 5. Como o pro-
duto de ¢ por 15 é um namero acabado em 20, tem-se que ¢ = 8.
Como o produto de 8 por a € um numero comegado por 3, tem-se
que a = 4 e assim g = 3. Para obter os restantes algarismos basta
agora completar o algoritmo.

Charadas

O gosto pelas charadas remonta a antiguidade. Os gregos foram
os primeiros a formula-las, mas apenas no campo da geometria
(por exemplo, o problema da duplicacdao do cubo, que se sabe
hoje ndo ter solugdo). No campo da aritmética, ja surgem cha-
radas num papiro egipcio datado de 1650 a.C. (o bem conhecido
papiro de Rhind comprado em meados do século XIX em Luxor
pelo escocés Henry Rhind). Uma delas é a que segue, associada
as progressoes aritméticas:

Cinco pessoas repartem entre si cem medidas de
trigo de tal modo que a segunda recebeu mais do que
a primeira tanto quanto coube a terceira mais do que
a segunda, a quarta mais do que a terceira e a quinta
mais do que a quarta. Além disso, as duas primeiras
receberam sete vezes menos do que as trés restantes.
Quanto recebeu cada uma?

Observemos que existe uma diferenca constante entre a quan-
tidade recebida por cada um e pelo anterior, isto &, as quantida-
des recebidas por cada um estdo em progressdo aritmética (um
tema que analisdmos na pagina 81). Supondo que a primeira
coube uma quantidade a, a segunda tera recebido a+r, a terceira
a+2r,aquarta a+ 3r e a quinta a+ 4r. A soma destes termos é
igual a 100, isto &,

a+(a+4r)

5 =100
5 X



ou seja

a+2r =20 (6.1)

Como as duas primeiras pessoas receberam sete vezes menos
gue as restantes, temos que

[(@+2r)4+ (a4 3r)+ (a+4r)]

| =

a+(a+r)=

ou seja

11a = 2r

Substituindo 2r por 11a na equagao (6.1), obtemos a+11a = 20

e, assim, a= 3. Uma vez que 11a = 2r, obtemos r = 112 = 2,

Concluimos que o trigo foi repartido como se segue:

2,043, 245 245 54 U0 oy, simplificando,
5 65 175 115
305020, 5, 3

Associada as progressGes geomeétricas esta a célebre histoéria
da recompensa ao inventor do xadrez. Esta historia teria sido
contada pela primeira vez por Ibn Kallikan em 1256.

O inventor do xadrez, Sissa ben Dahir, pediu ao rei
indiano Shirham que o recompensasse nos seguintes
termos:

"Majestade, dai-me um grao de trigo para colocar
na primeira casa, dois na segunda, quatro na terceira,
oito na quarta e, desta forma, 6 meu Rei, permiti-me

cobrir cada uma das sessenta e quatro casas do tabu- .

leiro” .

Serd que Sissa ben Dahir fez um bom negdcio?

Comecemos por pensar num tabuleiro com 4 casas: dupli-
cando o numero de graos quando passamos de uma casa para a
seguinte, ficamos com

1+2+22423=2%_1=15 grdos de trigo




Num tabuleiro com 6 casas, ficamos com

ose | son | 14+2422 423428 425 =25 — 1 grios de trigo
®e® | ceee .fffo

Num tabuleiro de xadrez com 64 casas, obteremos

1+24+224+284+...42% =925 _ 1 grdos de trigo
Esta quantidade daria para

produzir pdo capaz de ali- Podemos concluir que ele teria feito um éptimo negdcio. Com
mentar toda a populagdo efeito, ele teria recebido — se os celeiros do rei pudessem com-
m,“”dia' durante mais de um portar tamanha quantidade! — algo como 31 x 10'? alqueires de
seculo! trigo.

Associada as progressdes geométricas esta a velocidade de
propagacao de uma noticia, extremamente rapida nos nossos dias
fruto da tecnologia e dos meios de comunicagao social. Mas mesmo
através da comunicagdo boca a boca, a comunicacdo pode ser
muito rapida, como ilustra a questao seguinte:

Suponhamos que alguém transmite as 8 horas uma
noticia a 3 pessoas. Se cada uma dessas pessoas trans-
mitir, no quarto de hora seguinte, a mesma noticia a 3
outras pessoas, ao fim de duas horas quantas pessoas
conhecerdo a noticia?

Comecemos por construir uma esquema que ilustra o que se
passa nos primeiros 45 minutos.
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conhecem a noticia 40 pessoas. Podemos continuar o processo




e as correspondentes contagens, o que se revela pouco pratico.
Tentemos exprimir com nimeros e operacdes o avanco da difusdo
da noticia ao longo da primeira hora:

15 min... 14 3 pessoas

30 min... 143+ (3 x 3) pessoas

45 min... 1+ 3+ (3 x 3)+ (3 x 3) x 3 pessoas

60min... 14+34+(3x3)+(3x3)x3+4+((3x3)x3)x3 pessoas

ou, mais simplesmente,

15min...1+3=4

30min... 1+3+(3x3)=4+9=13

45min... 1434+ (3 x3)+(3x3)x3=13+27=40

60 min... 1+3+(3x3)+(3%x3)x3+((3x3)x3)x3=40+81=121

Observemos a relacdo que existe entre o nUmero de quartos
de hora e o numero de factores da Ultima parcela correspondente:
ao fim de 1 quarto de hora a ultima parcela é 3, ao fim de 2 quartos
de hora a ultima parcela é (3 x 3), ao fim de 3 quartos de hora a
Ultima parcela é (3 x 3 x 3), e assim sucessivamente.

Como em duas horas existem 8 quartos de hora, ao fim de
duas horas o nimero de pessoas que conhecem a noticia é dado
por

14+34(3%x3)+(3x3x3)+...+(3x3x3x3x3x3x3x3) = 9841 pessoas.

Claro que a difusdo é tanto mais rapida quanto maior for o
numero de pessoas informadas em cada quarto de hora.

Esta capacidade de difusdo pode levar os menos prudentes a
cair no conto do vigario. E muito frequente ser-se solicitado para
participar em cadeias do tipo:

Quer enriquecer depressa? Mande 5 euros ao pri-
meiro nome constante da lista anexa e envie a 3 ami-
gos esta mensagem acompanhada de nova lista em
que suprime o primeiro nome e acrecenta o seu em ul-
timo lugar. Se a cadeia ndo for quebrada vai receber
num curto espacgo de tempo os seus 5 euros acrescidos
de muitos zeros a direita.




De acordo com os calculos anteriores, ao fim de 8 passagens
estariam envolvidas 9841 pessoas. Se a cadeia envolver 5 pes-
soas em cada volta, ao fim de 6 passagens estariam envolvidas
19531 pessoas. Se a cadeia envolver em cada passagem mais
pessoas, em poucas voltas todos os habitantes de Portugal estao
envolvidos. Vemos, pois, que a cadeia sai rapidamente do circulo
de pessoas conhecidas, sendo cada vez mais dificil encontrar pes-
soas diferentes, pelo que a cadeia desaparece, sendo beneficiados
apenas os fundadores.

Este exemplo mostra como o raciocinio matematico e o calculo
aritmético nos podem levar a poupar alguns euros e, sobretudo,
a nao fazer figuras tristes!

Mas nem sé as progressées suscitaram charadas aritméticas.
A seguinte foi formulada pelo indiano Brahma-Sphuta-Siddhanta
no século VI.

e Uma mulher foi ao mercado vender ovos, mas um cavalo
passou-lhe por cima do cesto, tendo-lhe partido os ovos. O
dono do cavalo quis pagar-lhe os prejuizos e perguntou-lhe
qguantos ovos foram partidos, mas ela ndo se lembrava do
numero exacto. No entanto, recordava-se de que quando
havia tirado os ovos dois a dois |he havia sobrado um no
cesto e gue o mesmo havia acontecido quando os tinha ti-
rado trés a trés, quatro a quatro, cinco a cinco e seis a seis.
Mas quando ela os havia tirado sete a sete do cesto ndo lhe
tinham sobrado ovos. Qual o menor numero de ovos que a
mulher podia ter no cesto?

Temos de procurar os nimeros que sao multiplos de sete e
gue, quando subtraidos de uma unidade, sdo simultaneamente
multiplos de 2, de 3 e de 5, isto €, sdo multiplos de 30. Resta de-
pois escolher o menor que, subtraido de uma unidade, também é
multiplo de 4. Esta condigdo é considerada em segunda instancia,
porque o conjunto dos multiplos de 4 é subconjunto do conjunto
dos multiplos de 2. Quanto ao facto de o numero subtraido de
uma unidade ser multiplo de 6, ele é redundante, uma vez que se



exige que ele seja multiplo de 2 e de 3.

Consideremos entdo multiplos de 7 superiores a 30 para selec-
cionar os que, quando subtraidos de uma unidade, também sao
multiplos de 30:

35 42 49 56 63 70 77 84 91 98 105 112
119 126 133 140 147 154 161 168 175 182 189 196
203 210 217 224 231 238 245 252 259 266 273 280
287 294 301 308 315 322 329 336 343 350 357 364
371 378 385 392 399 406 413 420 427 434 441 448
455 462 469 476 483 490 497 504 511 518 525 532
539 546 553

Observemos que destes numeros podemos eliminar imediata-
mente os que nao terminem em 1 uma vez que subtraidos de uma
unidade tém que ser multiplos de 5 e de 2. A lista anterior vai ficar
consideravelmente reduzida:

91, 161, 231, 301, 371, 441, 511,...

Desta lista, retemos em primeira aproximagdo apenas os nu-
meros 91, 301 e 511, porque 90, 300 e 510 sdo multiplos de 30. Uma
vez que 90 ndo é multiplo de 4 e 300 é multiplo de 4, a resposta
procurada é 301, isto €, a mulher levava 301 ovos.

Indicamos em seguida algumas charadas simples, do estilo
das que surgem como passatempos nas secgdes recreativas de
jornais e revistas:

e Trés amigos vao jantar fora. A conta é 25 euros, e cada
um da uma nota de 10 euros para pagar. Quando chegaram
0s 5 euros de troco, eles decidem dar 2 euros de gorjeta,
dividindo os restantes 3. Quando vdo a sair do restaurante
um deles diz que as contas ndo estdo certas. Argumenta
que afinal cada um pagou 9 euros, uma vez que soé recebeu
1 euro de troco da nota de 10, pelo que o preco total do
jantar foi 27 euros. Como deixaram 2 euros na mesa para
gorgeta, onde esta o euro que falta para atingir os 30?

Os numeros que sdo si-
multaneamente multiplos
de 2 e de 3 sdo precisa-
mente os multiplos de 6.




Em 2020 (porqué?).
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Observe que 99 é a metade
de 198.

A resposta é ndo (porqué?).

Analisando bem a situagdo percebe-se que nao falta nenhum
euro. Os dois euros de gorjeta sdo parte dos 27 euros pagos
pelos trés amigos, pelo que nado faz sentido adiciona-los a esses
27 euros, mas sim subtrai-los.

e A Maria nasceu no dia em que o seu pai completava 25 anos.
Sabendo que em 2000 a idade da Maria era um sexto da idade
do pai, em que ano é que a Maria tera metade da idade do
pai?

e Em meados do século XX o médico Portugués Egas Moniz re-
cebeu o prémio Nobel da Medicina. Em 1998 passaram sobre
esse acontecimento tantos anos quanto o numero formado
pelos dois ultimos algarismos do ano em que ele ocorreu.
Que ano foi esse?

Tendo em conta que o acontecimento ocorreu no século XX,
basta observar que 98 tem que ser dividido em duas partes iguais.
Ent3o o ano foi 1949.

Sera que é necessario indicar que a atribuicdo do prémio foi
no século XX?

A resposta € sim: repare-se que 1899 também seria solugdo
do problema, ja que 1998 — 1899 = 99. Como se tera chegado a
esta solucao?

Sera que poderia também ser no século XVIII?



e Nos Estados Unidos um jovem pedia dinheiro ao pai envi-
ando-lhe a charada ao lado.

Atribuindo a cada letra um algarismo diferente, qual o mon-
tante (MONEY em céntimos) que ele esta a pedir?

Comecemos por observar que o valor maximo da soma de nu-
meros com 4 digitos é 19998. Uma vez que o resultado da soma
tem 5 digitos, a letra M deve corresponder o algarismo 1. Daqui
resulta necessariamente que S =9 e O = 0. Olhando agora para
as centenas, e como NN tem de ser diferente de £, vemos que
N = E + 1, e que, portanto, tem de haver transporte na adicao
das dezenas. Se E = 2 ou 3, nao conseguimos transportes na
adicao das unidades nem das dezenas, pois Y ndo pode ser nem
0 nem 1. Com E =5, obtemos N =6, e vém depois R =8, D=7
eY =2. Com E =4, 6 ou 7 vém sempre a aparecer os algarismos
0 ou 1 na adicao das unidades ou das dezenas, de modo que a
solugdo é Unica:

MONEY = 10652 (céntimos).

O pai em resposta enviou-lhe um determinado montante tam-
bém acompanhado de uma charada... Quanto dinheiro (em cén-
timos) é que o pai lhe enviou?

Para resolver esta segunda charada segue-se um raciocinio
parecido mas, neste caso, a solugdo ndo é Unica.
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Algumas hotas sobre o uso de
CalCuladoras







Algumas notas sobre o uso de

calculadoras

Existe um grande desconhecimento acerca do que é a Matema-
tica e do que fazem os matematicos. Ha muito quem ache que a
Matematica se resume a fazer contas. Existe um ramo da Mate-
matica, a Aritmética, que estuda os algoritmos operatérios e as
suas propriedades nos diferentes conjuntos de nimeros, mas ha
muita Matematica para além da Aritmética. A Matematica neces-
sita de calculos, assim como a fisica necessita de calculos, as-
sim como a economia necessita de calculos, etc. As calculadoras
sdo instrumentos auxiliares de calculo, cuja utilidade ndo deve
ser menosprezada. Embora cada dia mais poderosas, elas nao
raciocinam — apenas executam algoritmos para os quais foram
programadas.

Pode pensar-se que a invengao das calculadoras se situa algu-
res no século XX. De facto, as calculadoras de bolso inundaram
o mercado nacional a partir de 1970 e, desde entdo, o seu uso
generalizou-se. Mas ha muitos anos que os matematicos ansia-
vam por uma maquina que os ajudasse nos longos calculos que
tinham de executar, permitindo-lhes maior disponibilidade para se
ocuparem com outros problemas. A primeira maquina de calcular
foi obra de Blaise Pascal (1623-1662) que, em meados do século
XVII, inventou uma maquina capaz de calcular somas. Também
Gottfried Leibniz (1646-1716) sonhou com uma maquina capaz

Gottfried Leibniz




de processar algoritmos. Fez algumas tentativas nessa direcgdo,
inventando uma maquina para efectuar as quatro operacoes ele-
lemtares e, em 1674, construiu uma maquina capaz de resolver
equacbes. Outros matematicos, como Charles Babbage (1791-
1871), construiram também instrumentos auxiliares de calculo e
estas tentativas sucederam-se até ao nascimento dos computa-
dores na década de 40 do século XX.

As calculadoras podem acompanhar o estudo da Matematica
nos varios ciclos de ensino desde que a sua utilizacdo se faca de
uma forma sensata. O uso da calculadora ndo pode substituir
sistematicamente o uso dos algoritmos das quatro operacgdes ele-
mentares nem tolher o calculo mental. O aluno deve ser levado a
seleccionar as situacdes em que, perante a necessidade de efec-
tuar um calculo, o uso da calculadora é o método mais adequado.
Deve ser confrontado com situagdes em que, através do calculo
mental, consegue chegar a solugdo mais rapidamente do que se
estivesse a carregar nas teclas da calculadora. Por exemplo é na-
tural e aceitavel que o aluno se socorra da calculadora para, por
exemplo, calcular 256 x 1513. Ja perante o calculo de, por exem-
plo, 10 x 75, qualquer aluno deveria reconhecer mentalmente o
resultado, 750.

Saliente-se que numa fase precoce da aprendizagem numé-
rica os alunos resolvem a maior parte das questdes que Ihes sdo
propostas recorrendo a processos individuais adaptados a cada
situacdo. Nestes processos socorrem-se simultaneamente de di-
ferentes meios, tais como desenhos, contagens e calculos suces-
sivos. O recurso a calculadora nesta fase pode constituir um obs-
taculo ao raciocinio do aluno, uma vez que o incita a procurar
obter imediatamente o resultado.

Apresentamos algumas situagdes em que um uso acritico da
calculadora pode constituir um entrave ao raciocinio do aluno, e
realgamos outras em que a calculadora constitui uma mais-valia
na aprendizagem, nomeadamente na identificagdo de padrdes e
regularidades.



A calculadora e a divisao inteira

Quando usamos a calculadora para calcular o quociente de dois
numeros, e na situagdo em que o dividendo ndo é multiplo do di-
visor, a divisdo ndo tem resto zero. A calculadora nao permite co-
nhecer o resto e limita-se a apresentar uma aproximacao do valor
do quociente. A utilizacdo acritica da calculadora pode compro-
meter a prépria definicdo de divisdo: dividir A por B é determinar
quantas vezes B “cabe” em A.
Consideremos, por exemplo, a seguinte questao:

Como dividir igualmente 400 gramas de rebugados
por quatro pacotes?

Se a questdo dissesse respeito a aglcar e tivéssemos uma ba-
langa, a tarefa seria facilmente exequivel: cada pacote ficaria com
100 gramas. Provavelmente o ultimo pacote a encher ficaria com
um pouco mais, ou um pouco menos, mas as diferengas seriam
irrelevantes. Ja no caso dos rebugados a pesagem pode conduzir
a um numero diferente de rebucados em cada pacote. Num caso
como este tem mais sentido dividir os rebugados em quatro lotes,
cada um com o mesmo numero de rebucados. Supondo que os
400 gramas correspondem a 46 rebugados, quantos rebucgados
deve ter cada pacote? Ora em 46 cabem 11 vezes 4, sobrando 2,
pelo que a resposta sera: cada pacote tem 11 rebucados. Note-se
que nada se pergunta sobre as eventuais sobras. Um aluno que
ndo tenha sido ensinado a usar a calculadora com sentido critico,
introduz os dados e apresenta a solugao: cada aluno recebe 11,5
rebucados. O problema ndo esta no uso da calculadora, mas na
resposta irreflectida, dada pela leitura directa do resultado apre-
sentado pela calculadora. O aluno pode concluir que o quociente
da divisdo inteira é igual a 11; como o produto de 11 por 4 é igual
a 44, sobram 2 rebugados.




O numero real resultado
desta divisdo exacta é uma
dizima infinita (os digitos
216 repetem-se indefinida-
mente).

Analisemos outra situagdo com o cdlculo da divisdo inteira de
1229 por 37.

Utilizando a calculadora, obtemos como resultado 33.216216.
Para obtermos o quociente da divisao inteira, temos apenas de
considerar a parte inteira deste resultado, i. e., 33. O resto sera
1229 — 33 x 37 = 8.

A calculadora e as sequéncias

As calculadoras podem ser uma mais-valia para criar sequéncias
de nUmeros ou para procurar a forma como uma dada sequéncia
de numeros foi gerada. Mas também neste caso se deve acau-
telar que o uso da calculadora nao esvazie o sentido da tarefa a
executar.

Exemplo:

a) Partindo de 11 gerar uma sequéncia em que cada termo se
obtém do anterior somando 11 e reproduzir no caderno diario
0 processo utilizado para obter os primeiros cinco termos.

b) Sera que o nimero 1100 pertence a sequéncia?
¢) Em que lugar aparece?
d) Que termo esta no lugar 49?

O aluno facilmente reconhece que os 5 primeiros termos da su-
cessao sao 11, 22, 33, 44, 55 e que a regra de formagdo dos termos
se mantém até ao nono termo. Tendo em conta a regularidade
que se manifesta, deve ser encorajado a efectuar mentalmente
os calculos.

Para responder ao resto da pergunta o aluno que estd com
preguica de pensar vai carregando nas teclas e, depois de car-
regar em mais de cem teclas, talvez consiga concluir que 1100
pertence a sequéncia. Mas, compreensivelmente, ndo consegue
contar os passos intermédios, pelo que ndo responde a alinea c).
Para responder a d) recomega a carregar nas teclas e a contar...



No fim ficou, provavelmente, com um calo no dedo e a gostar um
pouco menos de Matematica.

Um aluno mais atento percebe que, partindo de 11 e somando
sempre 11, qualquer termo da sequéncia tem de ser multiplo de
11. Entao, divide (mentalmente) 1100 por 11. Como verifica que a
divisdo é exacta, 100, conclui que 1100 pertence a sequéncia. Em
seguida olha para o segundo termo, 22, e verifica que € igual a
2 x 11, o terceiro, 33, é igual a 3 x 11 e conclui que 1100 é o termo
que esta no lugar 100. Para obter o termo que esta no lugar 49,
e tendo em conta o raciocinio anterior, faz 49 x 11 (a mao ou na
calculadora).

E interessante explorar um exercicio andlogo mas comecando,
por exemplo, com 3 e adicionando sucessivamente 11. Em que
lugar esta o numero 124?

Este tipo de questdes requer cuidado na sua formulacdo. O
enunciado pode conduzir a varias respostas, e o professor tem
de ter em conta essa diversidade. Pode acontecer que ndo seja
possivel dar uma resposta, como se ilustra no exemplo seguinte.

Serd o numero 333 um termo da sucessdo 11, 22,
33, 44, 55, ... ?

Esta pergunta ndo tem resposta. O conjunto de termos apre-
sentado é insuficiente para deduzir uma unica lei de formacdo,
como vimos na pagina

A calculadora na resolucao de




e Dispor os algarismos 4, 5, 6, 7 € 8 em numeros de dois e
trés algarismos de forma a que o produto deste nimeros
seja maximo.

e Partindo do nimero 18 no ecra da calculadora e usando ape-
nas as teclas [+], [x], [=], [2], e sem apagar, chegar ao
ndmero 332.

O primeiro problema resume-se a procurar dois nimeros intei-
ros cuja soma seja 13 e com o produto maior possivel. Observe-se
gue sO é preciso testar seis casos.

No segundo, se um aluno se limitar a experimentar as varias
possibilidades, tem de efectuar 120 multiplicacbes. Em vez disso,
ele devera constatar que, para obter um resultado elevado, de-
vera testar nUmeros em que o algarismo da esquerda seja o maior
possivel, i. e., 7 ou 8. Mesmo que ndo faca mais consideragoes, ele
reduz o numero de casos a testar para obter a solucdo a apenas
12. Com uma analise mais cuidada, o niumero de multiplicagoes
a realizar pode ser reduzido para 6 (por exemplo, ndo tem sen-
tido testar 746 x 85, porque o resultado é certamente menor que
764 x 85).

No terceiro problema, supondo o nimero 18 ja no ecra da
calculadora, e tirando partido da tecla [=] para efectuar somas e
produtos iterados, é possivel chegar a 332 carregando apenas em
11 teclas.

Calcular com a calculadora

E amplamente difundida a ideia que uma calculadora efectua qual-
guer calculo. Para um uso consciente da calculadora, os alunos
devem ser confrontados com situagdes em que ndo é possivel ob-
ter de forma imediata o resultado correcto do calculo. E o que
sucede, por exemplo, quando é ultrapassado o numero de digitos
gue comporta o ecra da calculadora.

Pensemos na multiplicacdo e consideremos os numeros 342123
e 997. O produto tem mais de oito digitos: basta observar que



o produto de 340000 por 997 tem mais de 8 digitos. Numa cal-
culadora cujo ecrd comporte oito digitos, um resultado como o
anterior pode originar a indicacao de erro, ou usar a notagao ex-
ponencial, completamente inadequada para alunos do 1° ciclo.
Esta limitagdo do uso directo da calculadora coloca um problema
aos alunos, cuja resolucdo os leva a utilizar os seus conhecimen-
tos sobre numeros, operacdes e algoritmos operatorios.
Neste caso sera de observar que

342123 x 997 = 342123 x 1000-3 x 342123

Assim, como 342123 x 1000 = 342123000, basta subtrair a este va-
lor o resultado, 1026369, da operagao 3 x 342123 (eventualmente
obtido com o auxilio de uma calculadora). Observe-se que ndo
se pode usar a calculadora para efectuar directamente a dife-
renca em questdo, uma vez que continuam a estar envolvidos
mais de 8 digitos; mas pode ser usada a calculadora para ob-
ter a diferenca 2123000 — 1026369 = 1096631 e, dai, concluir que
342123000 — 1026369 = 341096631.
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