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Regras de derivacéao

Os teoremas de derivacao da soma, produto, quociente e composicao de
funcbes diferenciaveis sao abordados no 11.° ano de escolaridade, no
dominio FRVR11 (7.5, 7.6, 7.7, 7.8).

Pretende-se que os alunos saibam deduzir a féormula de derivacao da
soma de duas funcdes diferenciaveis, e pelo menos, uma de entre as
formulas para o produto e para o quociente.

Relativamente a composicao de funcbes, trata-se de um objetivo
facultativo:
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. Provar, dado um conjunto D < R e fungdes reais de varidvel real f:D - R, g:D = R
diferenciaveis num ponto a de D e um numero real k, que as fungdes f + g e kf sao
diferencidveisem a e que setem (f +g)'(a) = f'(a) + g'(a) e (kf)'(a) = kf'(a).

. #Provar, dado um conjunto D < R e fungdes reais de variavelreal f:D - R, g:D = R
diferenciaveis num ponto a de D, que a funcdao fg é diferenciavel em a e que

(fg9)'(a) = fl(a)g(a) + f(a)g'(a).

. #Provar, dado um conjunto D C R e fungOes reais de variavelreal f:D - R, g:D = R

diferenciaveis num ponto a de D, com g(a) # 0, que a fungao g é diferenciavelema e

flla)gla)-fla)g'(a)
aue (7 ) @=""G@z=

. +Provar, dada uma fungao f: D — R diferenciavel num ponto a € Dy e uma fungao real

de variavel real g:D, — R tal que Df c D, , diferenciavel em f(a), que a fungao

composta gof é diferencidvel em a e que (_gofj’(ﬁ.) = f'(a) x g'(f(a)).




Calculo das derivadas das funcdes de referéncia

FRVR11
6.0perar com derivadas

As Metas Curriculares estabelecem um certo conjunto de funcoes, ditas
«de referéncia». Os alunos devem saber deduzir uma expressao para as
respetivas derivadas, memorizando o resultado final:

9. Calcular, utilizando a definicdo, uma expressao analitica para os valores das funcoes
derivadas das «funcoes de referéncia (para o calculo de derivadas)» definidas por

l r -
x,x%,x3 = e+/x, ou constantes, e saber de memoria estes resultados.
X

10. Provar, dado um numero naturaln (respetivamente dado um nuUmero inteiron
negativo), que uma fun¢ao real de variavel real f de dominio R (respetivamente de
dominio R\{0}) definida porf(x) =x™ ¢é diferencidvel e que, para todo ox €
Df, f'(x) = nx"~*, considerando também estas fun¢des como «fungdes de referéncia
(para o calculo de derivadas)» e saber de memoria este resultado.

11. +Provar, dado um numero natural par n (respetivamente dado um numero natural
impar n > 1), que uma func3o real de variavel real f de dominio R* (respetivamente de

dominio R\{0}) definida por f(x)=%Yx é diferencidvel e que, para todo o
eD;, f(x) = ———
X Fr X T pVxmT
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A estas funcbes vém juntar-se, no 12.° ano, as derivadas das funcodes
exponenciais, logaritmicas e trigonomeétricas.

Note-se que o calculo da derivada da fungao definida em R por f(x) = x™ néao
obriga ao conhecimento da formula conhecida por «bindmio de Newton»
(tratada no 12.° ano), podendo os alunos simplesmente reconhecer, a partir da
propriedade de distributividade, que tem lugar uma igualdade do tipo

(x + h)™ = x™ + nhx™ ! + h?P(x, h),

onde P(x, h) designa um polinédmio de variaveis x e h, obtendo-se entao,
para todo o x,

fx+h)—fx)
h

! — |1 —_ 13 n-—1 — n-1 — n-1
f'(x)= }Eli)no = %ll)nﬂ(nx + hP(x, h)) =nx""' 4+ 0P(x,0) = nx" ",

N\
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Relativamente ao calculo da derivada da fun¢ao raiz n-ésima, em R se n for
impare em R, se n for par, podera observar-se que, para A e B reais,

A — B = (A _B)(An—l _|_An.—ZB +A”_382 + ___+ABn.—2 + Bn.—l).

Temos assim, tomando A = Vx + he B = Vx:

Nx+h=4%x 1 x+h—x
h ~ B A"-1 1 An-2B t A"-3B2 t ... 4 AB"-2 4 Bn-1
1

= An—l + ATI—ZB + AH—3BZ 4+ ... 4 ABH.—Z + Bn—l ’

cujo limite quando h tende para 0 é obviamente igual a - —
n ()

Note-se que esta demonstracdo, estando assinalada
com o simbolo «+» nas Metas Curriculares,

s . o
corresponde a um nivel de desempenho mais elevado "\
e facultativo. Metas Curriculares



Fica assim demontrado que a “formula” (x%)’ = ax%~1, vélidaparaa = n € N,
ran 1
permanece valida para valores de a da formaa = —.

~ . - 1 .
A expressao derivada da fungao inversa f(x) = ~ X #0,que facilmente se
calcula,

1
_ fx+h)—-fx) . Xx¥nh
A, h = pm, h  nh>50 (x+h)x  x2’

combinada com o teorema de derivacao da funcao composta, permite
estender o resultado ao caso a € Q.
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A relacao entre o sinal da derivada de uma fungao num dado intervalo, e a
respetiva monotonia, € abordada no dominio FRVR11, no objetivo geral

8. Aplicar a nogéao de derivada ao estudo de fungées.

« E trivial, a partir da definicdo de derivada, observar que se uma funcdo f
diferenciavel é crescente/decrescente num dado intervalo I, entdo f’' é nao
negativa/nao positiva nesse mesmo intervalo (ver descritor 7.3).

« A implicacao reciproca, mais delicada, pode ser justificada do Teorema de
Lagrange, cuja validade se admite, ainda que se solicite ao aluno uma
interpretacdo geomeétrica conveniente desse resultado:

2. Saber, dada uma fun¢ao real de variavel real f continua em [a,b] , (a <Db), e

diferencidvel em J]a,b[ que existe c €]a,b[ tal que f'(c) :%, interpretar

geometricamente este resultado e designa-lo por «Teorema de Lagrange».
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O Programa prevé aplicacdes da Matematica ao mundo real devidamente
fundamentadas. E o caso da aplicacéo do conceito de derivada ao estudo
do movimento de um ponto material:

FRVR11

- Taxa média de variacao de uma funcao; interpretacao geomeéetrica;

- Derivada de uma fun¢dao num ponto; interpretacao geomeétrica;

- Aplicagao da nog¢ao de derivada a cinematica do ponto: fun¢des posicao, velocidade
meédia e velocidade instantanea de um ponto material que se desloca numa reta;
unidades de medida de velocidade;

FRVR12

- Interpretacao cinematica da derivada de segunda ordem de uma fun¢ao posicao:
aceleracao média e aceleracao; unidades de medida de aceleracao;
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FRVR11 6. Aplicar a nocao de derivada a cinematica do ponto

6.1e6.2
Eixo temporal, de origem 7, e unidade de medida T;

Ponto material P que se desloca numa reta numérica r de unidade de
medida L.

L P
-—— o >
0 p(t r
«Fungao posicao» p: Ic R — R
t — p(t),
abcissa do ponto P |t| unidades de tempo T
depois (set > 0) /antes (se t < 0) de 1,. N\
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FRVR11 6. Aplicar a nocao de derivada a cinematica do ponto

6.1e6.2
— 1
—_ O O >
T t t t
0 1 2
L P
o 0— >
0 p(t r

Dados dois instantes t; e t, (t; < t,) define-se a
« «velocidade média de P no intervalo [t;, t;] na unidade L/T» por

p(tz) —p(ty)
t, — 4

Define-se também a «velocidade instantanea de P no instante t na

unidade L/T» por P
p'(t) —7 N\

(se esta derivada existir). Metas Curriculares



Os professores poderao notar a seguinte ambiguidade terminoloégica:
Dada uma grandeza p(t) indexada por um parametro continuot € [t_1,t_2 ],

a definicao de «p médio no intervalo [t;, t,]» mais natural seria

Pmédio =

ft :zp(t)dt.

b — 4

Trata-se de uma passagem ao limite do caso em que a grandeza é
indexada por um parametro que toma um numero finito N de valores.
Nessa situacao, note-se que € usual confudir-se a quantidade «p médio»
com a quantidade «média dos p», dada por

1 N
sz(ti)'
i=1

Por exemplo, «a média das alturas dos portugueses» ou «a altura média
dos portugueses» designam na linguagem corrente a mesma tidade.
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Na presente situacdo, e tal como é tradicional, comeca-se por definir a
nocdo de «velocidade meédia» antes de se definir o que significa
«velocidade».

Note-se no entanto que um calculo simples permite verificar que a
velocidade média definida nas Metas Curriculares corresponde de facto ao
valor médio da grandeza velocidade, no sentido referido:

ftzpf(t)dt _p(t) —pt)
ty

tp —t4

tp — t4 2 — U

t2
f v(t)dt =
ty t

Uma observacao similar pode ser feita a proposito da nocéao de «aceleracao
media», introduzida no 12.° ano.

P~
p
X
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FRVR11 9. Resolver Problemas

2. +Resolver problemas envolvendo fung¢oes posicao, velocidades médias e velocidades
instantaneas e mudancas de unidades de velocidade.

Exemplo (Caderno de Apoio)

2. Um projétil foi lancado verticalmente e a respetiva altura a (medida em metros da altura do
projétil acima do solo) é dada, em funcdo de t, (medida em segundos do tempo decorrido
apos o instante inicial t = 0) por a(t) = —4,9t% + 39,2t + 1,6.

2.1.Qual a altura do projétil no instante em que foi lancado?
2.2.Determine a velocidade média nos dois primeiros segundos.
2.3.Determine a velocidade no instante t = 3.

2.4.Qual a altura maxima atingida pelo projétil?
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FRVR12
4. Relacionar a derivada de segunda ordem (com o sentido da concavidade do
grafico de uma funcao €) com a nocéao de aceleracao

T

4.9 "

v

‘o]
To
L
>
O
0

. .
p(t T

Define-se (quando todas as quantidades mencionadas existirem):
~ 'OiT . . . L
« a «aceleragao média de P no intervalo na unidade [tq, t;] na unidade —t

como a taxa de variacdo média de p’ nesse intervalo:
p'(ty) —p'(t1)

lp — 44
~ s ~ . . L
* a «aceleracao instantanea de P no instante t na unldadeﬁ por p"'(t).
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FRVR12 9. Resolver Problemas

4. +Resolver problemas envolvendo fungoes posicao, velocidades médias e velocidades
instantaneas, aceleracoes médias e aceleracoes instantaneas e mudancas de unidades
de aceleracao.

Exemplos (Caderno de Apoio)

4. *Uma particula a é introduzida num acelerador linear de particulas e submetida desde o
instante inicial a uma aceleracao constante de tal forma que a respetiva velocidade sofre
um acréscimo de 1000m/s para 5000m/s em 0,001 segundos, instante em que choca com
a parede do acelerador. Determine:

4.1 a aceleracao da particula.
4.2 o espaco percorrido pela particula no referido periodo de 0,001 segundos.
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