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FUNCOES 10.2 ano - Programa 2001

Funcoes e Graficos de Fung¢des; Fungcoes polinomiais ; Funcao
Modulo

Funcao; grafico e representacao grafica;
* Estudo intuitivo de propriedades das funcoes e dos seus graficos, tanto a
partir de um grafico particular como usando calculadora grafica:

- fung¢ao quadratica*

- fungdao maddulo *

- fungoes polinomiaisde grau3 e 4 *

- Decomposicao de polindmios em factores (regra de Ruffini)
- Resolucao de problemas.

* analise dos efeitos das mudancgas de parametros nos graficos das
familias de fungoes definidas por

] [ | : -:- ! . '! ! - : r- -:. 1 . ! L
y = f(z) + a. i If_..! + a), y = !'If r)
y = flax), v = |f(x)],
com a positivo ou negativo, descrevendo o resultado com recurso a
linguagem das transformag¢oes geomeétricas.



FUNCOES 10.2 ano - Programa 2001

Funcgoes e Graficos de Fungoes; Func¢oes polinomiais ; Fungao Maddulo

Funcao; grafico e representacao grafica;

* Estudo intuitivo de propriedades das fung¢oes e dos seus graficos, tanto a
partir de um grafico particular como usando calculadora grafica:

As propriedades sugeridas sdo: dominio, contradominio, pontos
notaveis (intersecc3o com os eixos coordenados), monotonia, con-
tinuidade, extremos (relativos e absolutos), simetrias em relacdo ao
eixo dos YY e a origem, limites nos ramos infinitos. Os estudantes
devem determinar pontos notaveis e extremos tanto de forma exacta
como de forma aproximada (com uma aproximacdo definida a priori)

a partir do grafico tracado na calculadora grafica ou computador.



O raciocinio matematico é por exceléncia o raciocinio
hipotético-dedutivo,

embora o raciocinio indutivo desempenhe também um papel
fundamental na atividade matematica, uma vez que preside,
em Matematica, a formulacao de conjeturas.

Os alunos devem ser capazes de estabelecer conjeturas, em
alguns casos, apos a analise de um conjunto de situacoes
particulares, nomeadamente pela exploracao das
potencialidades dos recursos tecnolégicos.

As conjeturas formuladas mas nao demonstradas tém um

interesse limitado, devendo os alunos ser alertados para este
facto e incentivados a justifica-las a posteriori.



102 ano (Topicos do Programa)

Generalidades acerca de fungodes

- Produtos cartesianos de conjuntos;

- Graficos de funcdes;

- Restricoes de uma funcao;

- Imagem de um conjunto por uma funcao;
- Funcdes injetivas, sobrejetivas e bijetivas;

- Composicao de funcoes:
- Funcdo inversa de uma funcao bijetiva.

Generalidades acerca de funcdes reais de variavel real

- Funcoes reais de variavel real; funcoes definidas por expressoes analiticas;
- Propriedades geométricas dos graficos de funcoes;

- Paridade; simetrias dos graficos das funcoes pares e das fungoes impares;

- Relacdo geométrica entre o grafico de uma funcao e o da respetiva inversa;

- Relacdo entre o grafico de uma funcdo f e os graficos das fungdes af (x), f(bx),

flx+c)efix)+d, a b, c, dnimerosreais, a e b ndo nulos.
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102 ano (Topicos do Programa)

Monotonia, extremos e concavidade

- Intervalos de monotonia de uma funcao real de variavel real; caso das funcoes afins e
caso das funcoes quadraticas;
- Vizinhanca de um ponto da reta numeérica; extremos relativos e absolutos;

- Sentido da concavidade do grafico de uma funcao real de variavel real.

Estudo elementar das fungdes quadraticas, raiz quadrada, raiz cubica e modulo e de
funcdes definidas por ramos

- Extremos, sentido das concavidades, raizes e representacao grafica de funcoes
quadraticas;

- Func¢oes definidas por ramos;

- Estudo da funcio x = alx — b| +c¢, a = 0;

- As funcdes x — +/x e x = {x enquanto func¢Bes inversas;

- Dominio e representacao grafica das funcoes definidas analiticamente por
flx) = avx—b+c,a=0 e flx)= aNx—b+c, a=0;

- Estudo de funcoes definidas por ramos envolvendo fungdes polinomiais, modulos e
radicais.
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102 ano (Topicos do Programa)

Resolucio de problemas

- Equacoes e inequacgoes envolvendo as funcoes polinomiais, raiz quadrada e raiz cubica,
e a composicao da funcao maodulo com funcdes afins e com funcdes quadraticas;

- Resolucao de problemas envelvendo as propriedades geomeétricas dos graficos de
funcoes reais de variavel real;

- Resolucado de problemas envolvendo as funcgoes afins, quadraticas, raiz quadrada, raiz
cubica, modulo, funcdes definidas por ramos e a modelacao de fenomenos reais.

ALG10

Polinédmios

- Divisgo euclidiana de polinomios e regra de Ruffini;

- Divisibilidade de polindmios; Teorema do resto;

- Multiplicidade da raiz de um polinémio e respetivas propriedades;

- Resolucido de problemas envelvendo a divisao euclidiana de polinomios, o Teorema do
resto e a fatorizacao de polindmios;

- Resolucdo de problemas envolvendo a determinacdo do sinal e dos zeros de
polinémios.




102 ano — FRVR (Objetivo Geral 2)

11. Designar, dado um plano munido de um referencial ortogonal e um ndmero 0 <= a < 1
(respetivamente a = 1), por «contracdo vertical (respetivamente dilatacdo vertical) de
coeficiente a» a transformacdo ¢ do plano que ao ponto P(x,v) associa o ponto ¢(P)
de coordenadas (x, av). o

12. Reconhecer, dados uma funcdo real de variavel real f, um ndmero 0 <a <1

(respetivamente a = 1) e um plano munido de um referencial ortogonal, que o grafico
cartesiano de uma funcao g definida em Df por g(x) = af(x) é a imagem do grafico

cartesiano de f pela contragdo vertical (respetivamente pela dilatacao vertical) de

coeficiente a.

13. Designar, dado um plano munido de um referencial ortogonal e um ndmero 0 < a < 1
(respetivamente a > 1), por «contracdgo horizontal (respetivamente dilatacao
horizontal) de coeficiente a» a transformacao ¢ do plano que ao ponto P(x, v) associa
o ponto ¢ (P) de coordenadas (ax, y).

14. Reconhecer, dados uma funcao real de variavel real f, um numero 0 <a <1
(respetivamente a = 1) e um plano munido de um referencial ortogonal, que o grafico

cartesiano de uma funcdo g definida em Dg= E X € Df} por g(x) = f(ax) € a

imagem do grafico cartesiano de f pela dilatacao horizontal (respetivamente pela

rJ - - - 1
contracao horizontal) de coeficiente —.
a
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102 ano - FRVR

Monotonia, extremos e concavidade

- Intervalos de monotonia de uma funcao real de variavel real; caso das funcoes afins e
caso das funcoes guadraticas;

- Vizinhanca de um ponto da reta numérica; extremos relativos e absolutos;
- Sentido da concavidade do grafico de uma funcao real de variavel real.

Objetivo Geral 3

8. Demonstrar que uma fungdo afim definida por f(x) = ax + b é estritamente crescente
(respetivamente decrescente) em R se e somente se a = 0 (respetivamente a < 0).

9. Demonstrar que, dada uma funcéo quadratica da forma f(x) = ax? sea > O entdo f é

decrescente em | — o, 0] e crescente em [0, +co[ e que, se a < 0, entao [ € crescente
em | — o, 0] e decrescente em [0, 4-oo].
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102ANO - Estudo da concavidade do grafico

Identificar, dada uma funcao real de variavel real f, o grafico de f como «tendo a

concavidade (estritamente) voltada para cima» (respetivamente como «tendo a

concavidade (estritamente) voltada para baixo») num dado intervalo I © Dy se dados

quaisquer trés pontos P, @ e R do grafico, de abcissas em [ tais que xp < xp < Xxp, 0

declive da reta PQ é inferior (respetivamente superior) ao da reta JR.

A
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102ANO - Estudo da concavidade do grafico

Saber que uma funcido real de variavel real tem a concavidade (estritamente) voltada

para cima (respetivamente para baixo) num dado intervalo I C Df se e somente se

dados quaisquer dois pontos P e @ do grafico, de abcissas em [, a parte do grafico de [
de abcissas estritamente situadas entre as abcissas de P e (@ ficar “abaixo”
(respetivamente “acima”) do segmento de reta [PQ].

A
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102ANO - Estudo da concavidade do grafico

8. +Reconhecer, dado um ndmero real nao nulo a, que o gréafico da funcao f definida pela
expressdao f(x) = ax?® tem, em ]—oo, +oo[, a concavidade voltada paracimasea > 0 e
voltada para baixo se a < 0.

1. Considere a funcio definida em R pela expressdo f(x) = 7x2.
1.1 Calcule as ordenadas dos pontos P, Q e R do grafico de f, sabendo que as
respetivas abcissas sao 0, 2 e 5.
1.2 Compare o declive das retas PQ e R.
1.3 Repita o exercicio da alinea anterior escolhendo trés pontos arbitrarios P, Q e R
do grafico de f, de abcissas respetivamente xp < x5 < xg e conclua quanto ao

sentido da concavidade do grafico de f.

2 a = 0. Considere ainda

2. *Considere a funcdo f definida, em R, pela expressdo f(x) = ax
pontos P, @ e R pertencentes ao grafico de f e tais que, num referencial cartesiano, as
respetivas abcissas verificam a condicdo: xp < xp < xp.

2.1 Exprima em funcdo das abcissas de P e de @ o declive da reta PQ.
2.2 Exprima em funcdo das abcissas de ¢ e de R o declive da reta QR.
2.3 Considere a = 0 e compare os declives das retas PQ e QR.
2.4 Considere a < 0 e compare os declives das retas PQ e QR.

2.5 Conclua qual a relagao entre o sinal de a e o sentido da concavidade do grafico de f.
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112ANO (Tépicos do Programa)

* FuncoOes Trigonométricas (TRI11-7.,8.e9.)
e Sucessoes

- Generalidades;

- Principio de inducao;

- Progressoes aritméticas e geométricas;
- Limites de sucessoes.

* Funcgoes reais de variavel real

- Limites segundo Heine de funcdes reais de variavel real
(...) FungOes racionais (2.6),4.1,4.4 e 4.5
- Derivadas de funcoes reais de variavel real ;



A nocdo de limite € introduzida de forma cuidada. Uma abordagem puramente intuitiva dos limites
leva rapidamente a insuficiéncias concetuais graves. E pois exigida, em situacBes muito simples, a

justificacdo da convergéncia de certas sucessdes recorrendo diretamente & definicio. E também

desenvolvida, de forma bastante completa, a algebra dos limites, incluindo uma analise das situacoes
ditas indeterminadas, devendo os alunos justificar igualmente alguns destes resultados.

No dominio Funcoes Reais de Variavel Real, do 11.2 ano, utilizam-se os conceitos introduzidos no

dominio Sucessoes, para, pelo processo atribuido a Heine, ficar definida a nocdo de limite de uma funcao,
num dado ponto ou em mais ou menos infinito.

A definicdo de limite segundo Heine — que ja é comum no Ensino Secundario — permite, de forma

bastante imediata estender ao caso de funcdes reais a algebra de limites estudada a propodsito das

sucessoes, bem como os teoremas de convergéncia por comparaciao, como o Teorema das funcoes
enguadradas, que € uma consequéncia direta, com esta abordagem, do Teorema das sucessGes
enguadradas e que sdo estudados no 12.2 ano. Apresenta-se em seguida a nocao de continuidade e,

como uma aplicacdo da nocdo de limite de uma funcao, o estudo das assintotas, em particular no caso do
grafico de uma funcao racional.




Continuidade de funcoes

- Fungdo continua num ponto e num subconjunto do respetivo dominio;

- Continuidade da soma, diferenca, produto, quociente e composicdo de funcoes
continuas;

- Continuidade das funcoes polinomiais, racionais, trigonométricas, raizes e poténcias de
expoente racional.

Assintotas ao grafico de uma funcio

- Assintotas verticais e assintotas obliquas ao grafico de uma funcao;
- Resolucdo de problemas envolvendo a determinacao das assintotas e da representacao

grafica de funcdes racionais definidas analiticamente por f(x) = a + i (a,b,c € R);

- Resolucdo de problemas envolvendo a determinacao de assintotas ao grafico de
funcoes racionais e de funcoes definidas pelo radical de uma funcao racional.



3. Definir assintotas ao grafico de uma funcdo

1.

Identificar, dado um referencial cartesiano, uma funcao real de variavelreal fea € R, a
reta de equacdo x = a como « assintota vertical ao grafico de f» quando pelo menos
um dos limites laterais de f no ponto a for infinito.

Designar, dada uma funcado real de variavel real f e um referencial cartesiano, a reta de
equacao v = mx + b (i, b € R) por «assintota ao grafico de f em +co» (respetivamente
por «assintota ao grafico de f em —oo») se lim (f(x)—(mx+ b)) =0

X—+t oD
(respetivamente se lim (f(x) — (mx+ b)) = 0) e designa-la, quando m = 0, por
X——o0
wassintota horizontal».
flax)

Provar, dada uma funcdo real de variavel real f, que a condicago lim —=m
r—=4on X
- ' f[lr} _ F Fom o . w u
(respetivamente lim - = m) € necessaria (mas nao suficiente) para que exista uma
X—— 00

reta de declive m que seja assintota ao grafico de f em + oo (respetivamente em —a0).

4. Resolver problemas

1.
2.

+Resolver problemas envolvendo o estudo de funcoes racionais.

+Calcular, por meios algébricos, limites de funcoes reais de variavel real em situacdo de
indeterminacdo e referir um desses calculos como um «levantamento da
indeterminacdon.

+Resolver problemas envolvendo a nocao de limite e de continuidade de uma funcao
real de variavel real.

+Resolver problemas envolvendo a determinacao das assintotas e da representacao

grafica de funcdes racionais definidas em R\ {c} por f(x) = a + i.

+Resolver problemas envolvendo a determinacao de assintotas ao grafico de funcoes
racionais e de funcoes definidas pelo radical de uma funcado racional.



Utilizacao da Tecnologia

Os professores e os alunos tém ao seu dispor, por exemplo, um vasto conjunto de recursos que
facilitam o calculo, as representacoes geométricas e a representacdo grafica de funcgoes, mas importa que
os alunos adquiram capacidade critica para reconhecer as situacoes em que a tecnologia ndo permite so

por si justificar a adequacdo dos resultados encontradas ao problema proposto ou ilustrar devidamente os

conceitos e procedimentos matematicos envolvidos.

A utilizacdo da tecnologia ndo_pode, pois, substituir a compreensdao_conceptual, a proficiéncia no
calculo e a capacidade de resolver problemas. Assim, os alunos devem dominar procedimentos como

operar com polinomios, efetuar representacoes de graficos de funcoes, resolver equacoes, calcular limites
e derivadas sem necessitarem de utilizar recursos tecnoldgicos (calculadoras, computadores, etc.) que
substituam algumas das capacidades matematicas inerentes a esses procedimentos. Apenas a
memorizacdao e a compreensdo cumulativa de conceitos, técnicas e relacdes matematicas permitem
alcancar conhecimentos progressivamente mais complexos e resolver problemas progressivamente mais
exigentes.

Em particular o professor deve alertar os alunos para as limitacoes das calculadoras e computadores,

sublinhando sempre a importancia de relacionar quer as representacoes graficas observadas, quer os

valores encontrados, com o conhecimento tedrico que permite atribuir o devido significado a essas
representacoes e valores.



grafico da funcdoe™
Grafico da fungdo In|x-1]
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Funcdo [ definida por f(x) = LS
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Tem um minimo para X = €
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E um erro grave,

» Pensar que se pode provar a irracionalidade de um numero através da
calculadora.

» Concluir que uma funcao definida numa infinidade de pontos é mondtona
através da calculadora que sé da o valor (com aproximacao) da funcao num
subconjunto finito de pontos.

» Averiguar se uma sucessao é convergente através unicamente da
calculadora.

ou mais geralmente,

»Deduzir qualquer propriedade do grafico de uma funcdo que necessite
do conhecimento dos valores da funcao numa infinidade de pontos.



Como € evidente, a calculadora grafica pode sempre ser utilizada para ilustrar propriedades de

graficos de funcdes adequadamente escolhidas pelo professor, ou para que o aluno teste o resultado de
variacoes de parametros em classes de funcoes de que ja tenha algum conhecimento tedrico e, de maneira

geral, para uma abordagem experimental ao estudo de funcdes, desde que devidamente controlada e

acompanhada de uma analise critica da validade de conjeturas que essas experiéncias possam induzir,

Neste sentido, considera-se que no Ensino Secundario a tecnologia, e mais especificamente a
calculadora grafica, deve ser utilizada em sala de aula e consequentemente em certos instrumentos de
avaliacdo [na resolucdo de problemas requerendo calculos de valores aproximados de solucbes de
determinado tipo de equacdes ou de funcoes envolvendo, por exemplo, razbes trigonomeétricas,
logaritmos, ou exponenciais) mas que se deve evitar a sua utilizacdo em outras provas de avaliacdo em que

os conteudos e capacidades envolvidas claramente o nao justifiquem ou mesmo o desaconselhem.




