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O estudo das funções exponenciais permitiu-nos assim identificar exactamente a classe 
de funções com a propriedade notável de terem derivada proporcional à própria 
função. Como se pode suspeitar, esta propriedade torna estas funções particularmente 
adequadas ao estudo de determinados fenómenos naturais; neste programa privilegia-
se o estudo de modelos matemáticos devidamente fundamentados pelo que se 
prescreve explicitamente o estudo de alguns desses modelos (FEL12-5):  
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5. Estudar modelos de crescimento e decrescimento exponencial 
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Decaimento radioactivo 

Consideremos, para começar, o problema que consiste em determinar a evolução ao 
longo do tempo da massa de determinada substância radioactiva.  

Embora apenas se requeira que os alunos tenham conhecimento de que os fenómenos 
referidos no descritor FEL12-5.1, entre outros, podem ser modelados através de uma 
equação diferencial da forma aí indicada, esse conhecimento implica obviamente uma 
descrição adequada desses fenómenos. Além disso é conveniente, tanto quanto 
possível, com base nessa descrição, motivar o referido modelo. Os textos que se 
seguem, destinados aos professores, também poderão servir de base a apresentações 
devidamente adaptadas aos alunos a que se destinem.  
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Decaimento radioactivo 

Como, no entanto, a massa de cada átomo é muito reduzida relativamente à massa total 
em estudo, podemos tentar aproximar a função massa por uma função diferenciável, 
pois, por exemplo, para intervalos de tempo reduzidos, mas significativos do ponto de 
vista experimental, temos a percepção de que a variação de massa será também 
reduzida, o que pelo menos justifica a hipótese de continuidade. 
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Caso se verifiquem discrepâncias notáveis com os resultados da experiência, dever-se-ão 
reexaminar os pressupostos que lhes serviram de base, procurando eventualmente 
aproximá-los mais da realidade observada.  

Repete-se então o processo de desenvolver a teoria matemática, resultante agora dos 
novos pressupostos, e de confrontar com a realidade os resultados teóricos obtidos, 
podendo prosseguir-se do mesmo modo indefinidamente, o que constitui, no fundo, o 
progresso normal das ciências envolvendo processos de matematização. 

De qualquer modo, os pressupostos que se fazem ao procurar adoptar um modelo 
matemático para estudar determinado fenómeno têm sempre algum grau de 
arbitrariedade, correspondendo a certa simplificação da realidade. Uma vez 
desenvolvidas as consequências matemáticas do modelo adoptado e confrontados os 
resultados com a realidade em estudo, pode-se aferir o grau de precisão do modelo. 
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Neste como noutros problemas semelhantes, é, em geral, mais interessante nesta fase 
que os alunos consigam desenvolver em cada caso o processo que conduz do modelo 
diferencial à expressão analítica das soluções, nomeadamente na forma que acabámos 
de obter (ficando explícita uma condição inicial prescrita), em vez de aplicarem 
simplesmente uma fórmula já conhecida. 
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e obtemos também, em função da semivida: 
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Decaimento radioactivo 

pelo que a fórmula anterior para o lapso de tempo que se procura conhecer pode 
exprimir-se na forma: 

Como, em geral, o que se mede directamente são as taxas de decaimento e não as 
massas subsistentes de substância radioactiva, podemos ainda notar que, da própria 
equação resulta imediatamente que: 
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Decaimento radioactivo 

Esta fórmula pode ser directamente usada no chamado método de datação pelo 
Carbono 14. Para uma descrição mais pormenorizada do método cf. o texto de apoio ao 
descritor FEL12-6.4. 

Crescimento populacional 
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Crescimento populacional 

Neste caso, porém, considerando populações constituídas por “grande número” de 
indivíduos, relativamente à variação que nessas populações ocorre em “pequenos” 
intervalos de tempo, podemos conjecturar que a aproximação por funções 
diferenciáveis será adequada, pelo menos em certos casos. 
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Crescimento populacional 

As soluções podem portanto ser todas expressa na forma: 
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Crescimento populacional 

Este modelo, dito “Malthusiano”, em homenagem a Malthus, eclesiástico inglês que, na 
viragem do século XVIII para o século XIX, apresentou este modelo, fazendo, a partir dele, 
previsões catastróficas para o futuro da Humanidade, tem, evidentemente, fortes 
limitações, pois não leva em conta a limitação dos recursos, a imigração e emigração, as 
variações das taxas de natalidade e mortalidade, os conflitos, etc. 
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Crescimento populacional 

Para uma análise de outros modelos de crescimento populacional (nomeadamente o 
logístico) cf. o texto de apoio ao descritor FEL12-6.4. 

Lei de Newton do arrefecimento/aquecimento 

Finalmente, consideremos a lei de Newton do arrefecimento/aquecimento que 
estabelece que a taxa de variação instantânea da temperatura de um corpo é 
directamente proporcional à diferença entre a temperatura ambiente e a temperatura 
do corpo.  
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Lei de Newton do arrefecimento/aquecimento 

Note-se que poderíamos ter passado por uma dedução da equação mais cuidadosa, a 
exemplo do que se fez para a desintegração radioactiva, começando por exprimir a lei de 
Newton do arrefecimento primeiramente não em termos da taxa de variação instantânea 
da temperatura (o que faz desde logo intervir uma derivada) mas da variação da 
temperatura em “pequenos” intervalos de tempo. 
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Lei de Newton do arrefecimento/aquecimento 

Teremos então: 


