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Modelos exponenciais

A notavel propriedade da funcao exp de coincidir com a prépria derivada tem como
consequéncia que qualquer funcdo da forma Ce™ tem derivada directamente
proporcional a prépria fungdao (com constante de proporcionalidade real qualquer).

Alias é facil concluir que ndao ha outras funcdes reais definidas em intervalos de R com
esta propriedade, ja que se uma funcao real f definida num intervalo I de R (ndo
degenerado) tiver esta propriedade, ou seja, se existir k € R tal que paraxem [ :

f1(x) = kf(x)
entao podemos transformar esta equagcao de modo a concluirmos que determinada

funcdo tem derivada identicamente nula, multiplicando ambos os membros por e ~**
(obtém-se uma equacio equivalente, ja que se tem sempre e ** > 0):

f'(@)e™ = kf(x)e ™ & e f!(x) — ke X f(x) = 0 & (e f(x))' = 0.
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A Ultima equacdo desta cadeia garante que a fungdo e ®* f(x) é constante em I, ou
seja, que existe C € R tal que, paratodoo x € I:

e *f(x) = C,

ou ainda:

f(x) = Ce**.

O estudo das fungcdes exponenciais permitiu-nos assim identificar exactamente a classe
de funcdes com a propriedade notavel de terem derivada proporcional a prdpria
funcao. Como se pode suspeitar, esta propriedade torna estas fungdes particularmente
adequadas ao estudo de determinados fendmenos naturais; neste programa privilegia-
se 0 estudo de modelos matematicos devidamente fundamentados pelo que se
prescreve explicitamente o estudo de alguns desses modelos (FEL12-5):
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5. Estudar modelos de crescimento e decrescimento exponencial

1. Saber que a evolugao de determinadas grandezas, como a massa de uma
substancia radioativa, a temperatura de alguns sistemas ou o numero de
individuos de certas populagdées, pode ser modelada por uma «equagao
diferencial de 1.2 ordem» da forma f’ = kf, que traduz o facto de, em cada
instante, a taxa de variacao ser aproximadamente proporcional a quantidade de
grandeza presente.

2. Justificar, dado um ndmero real k, que as fun¢des f(x) = ce**, onde ¢ é uma

constante real, sdo solu¢des em R da equacdo diferencial f' = kf e que todas as
solugdes desta equacdo sdo dessa forma, mostrando que dada uma qualquer
solugdo f, tem derivada nula a fungdo e ~**f(x).
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Embora apenas se requeira que os alunos tenham conhecimento de que os fendmenos
referidos no descritor FEL12-5.1, entre outros, podem ser modelados através de uma
equacao diferencial da forma ai indicada, esse conhecimento implica obviamente uma
descricdao adequada desses fendmenos. Além disso é conveniente, tanto quanto
possivel, com base nessa descricao, motivar o referido modelo. Os textos que se
seguem, destinados aos professores, também poderao servir de base a apresentacoes
devidamente adaptadas aos alunos a que se destinem.

Decaimento radioactivo

Consideremos, para comecar, o problema que consiste em determinar a evolu¢ao ao
longo do tempo da massa de determinada substancia radioactiva.

Desde a descoberta da radioactividade que se sabe que determinadas substancias
emitem continuamente particulas a@, f e y, o que corresponde a alteracdes da
respectiva estrutura atémica, de tal modo que ao longo do tempo os atomos da
substancia inicial se vao transformando em atomos de outras substancias (sofrem o
chamado «decay», «decaimento» ou «desintegracao radioactiva»), numa cadeia
caracteristica de cada elemento radioactivo.
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Decaimento radioactivo

Da substancia inicial sobra sempre uma porc¢ao, correspondente aos atomos que ainda
nao se desintegraram, e que, evidentemente, diminui progressivamente com o tempo.
Designando por m(t) a medida em dada unidade da massa de substancia que ainda
ndao se desintegrou em determinado instante t (proporcional ao nimero de atomos
que ainda nao sofreram o chamado decaimento radioactivo), o problema esta em obter
informacdes acerca da fungao m(t) em dado intervalo de tempo.

A anadlise do fendomeno fisico que preside a variacdo de m com o tempo sugere que a
probabilidade de um atomo de determinada substdncia iniciar o processo de
desintegracao radioactiva durante um periodo de uma unidade de tempo é constante,
ou seja, em cada um desses periodos a massa de substancia que sofre desintegracao é,
em média, uma percentagem fixa da massa existente.

Assim, obtém-se a massa total que se desintegra entre os instantes t e t + At (At > 0)
multiplicando por At essa percentagem da massa existente; este postulado esta
formulado com certo grau de imprecisdao, uma vez que a massa devera variar entre os
instantes t e t + At, pelo que se pode p6r a questdo de saber exactamente de que massa
se deve considerar a percentagem.
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Decaimento radioactivo

Podemos comegar por supor gue sera da massa considerada em certo instante
intermédio ¢ € [t,t + At |; teremos entdo, para certa constante k > 0:

m(t + At) = m(t) — km(&)At

Ou seja,

m(t + At) — m(t)
= = —km(§)

Para podermos supor que a funcao m é solucao de alguma equacao diferencial, teremos
de fazer a hipotese de se tratar de funcao diferencidvel. Esta hipotese tem,
evidentemente, algum grau de irrealismo, ja que, em certo intervalo de tempo, o
numero de atomos que comecou a desintegrar-se é inteiro, pelo que a variacao de m se
faz por multiplos inteiros da massa de um atomo da substancia, tratando-se portanto
sempre de fungao “em escada”, logo descontinua em muitos instantes, e portanto
certamente ndo diferenciavel.
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Decaimento radioactivo

Como, no entanto, a massa de cada atomo é muito reduzida relativamente a massa total
em estudo, podemos tentar aproximar a funcao massa por uma func¢ao diferenciavel,
pois, por exemplo, para intervalos de tempo reduzidos, mas significativos do ponto de
vista experimental, temos a percepcao de que a variacao de massa sera também
reduzida, o que pelo menos justifica a hipdtese de continuidade.

Formalmente, poderiamos até justificar a continuidade através da equacdo acima, pois
dela resulta que, para cada t, m(t + At) é decrescente como funcdo de At, pelo que
poderiamos majorar |m(t + At) — m(t)| = m(t) — m(t + At) por km(t)At que tende
para zero quando At — 07.

Analogamente, substituindo na referida equagdo, t por t— At, obtemos m(t) =
m(t — At) — km(&)At, para & € [t — At, t |, donde se deduz que |m(t — At) — m(t)]
tende para zero quando At — 07, ou seja, |[m(t + At) — m(t)| também tende para
zero quando At — 07, o gue mostra que m é de facto continua em todo o t.
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Decaimento radioactivo

De qualquer modo, os pressupostos que se fazem ao procurar adoptar um modelo
matematico para estudar determinado fendmeno tém sempre algum grau de
arbitrariedade, correspondendo a certa simplificagdo da realidade. Uma vez
desenvolvidas as consequéncias matematicas do modelo adoptado e confrontados os
resultados com a realidade em estudo, pode-se aferir o grau de precisao do modelo.

Caso se verifiguem discrepancias notaveis com os resultados da experiéncia, dever-se-ao
reexaminar os pressupostos que lhes serviram de base, procurando eventualmente
aproxima-los mais da realidade observada.

Repete-se entao o processo de desenvolver a teoria matematica, resultante agora dos
novos pressupostos, e de confrontar com a realidade os resultados tedricos obtidos,
podendo prosseguir-se do mesmo modo indefinidamente, o que constitui, no fundo, o
progresso normal das ciéncias envolvendo processos de matematizacao.
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Decaimento radioactivo

No caso sobre o qual nos estamos a debrugar, feita a hipotese de continuidade de m,
podemos passar ao limite quando At — 0% no segundo membro da Ultima equacdo
acima, pois essa continuidade garante que esse limite é igual a m(t) , ja que,
independentemente da escolha de ¢ para cada At, ter-se-a sempre ¢ — t quando
At — 0%, pois, por construcdot < & < t + At. Obtemos assim:

m(t + At) — m(t
lim ( ) ©) = —km(t)
At—0+ At

Raciocinio idéntico pode ser levado a cabo relativamente a cada intervalo [t — At, t ], o

gue permite obter também:

 m(t+ At) —m(t) ~ m(t —At) —m(t) ~ m(t) —m(t — At)
lim = lim = lim
At—0~ At At—0+ —At At—07 At

= —km(t).
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Decaimento radioactivo

A igualdade destes dois limites garante que a funcao m é diferenciavel e:
m'(t) = —km(t)

A analise atras efectuada da classe de fun¢des que satisfazem a uma condicao como esta,
ou, como podemos agora dizer, que sao solugdes desta equacao diferencial em
determinado intervalo de tempo, ja nos garante que existe uma constante real C tal que:

m(t) = Ce "t

Ainda podemos notar que, se conhecermos o valor m; da massa em certo instante ¢,

entao teremos:

my = m(ty) = Ce *to = C = myerto,
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Decaimento radioactivo

Portanto existe uma e somente uma solucao da equacao considerada que, num dado
intervalo de tempo (que neste caso pode ser, por exemplo, [ty, +o0[ ou mesmo R), é
dada por:

kto g ~k(t—ty)

m(t) = myeFfoe ¥ = mye

Neste como noutros problemas semelhantes, é, em geral, mais interessante nesta fase
gue os alunos consigam desenvolver em cada caso o processo que conduz do modelo
diferencial a expressao analitica das solucdes, nomeadamente na forma que acabamos
de obter (ficando explicita uma condicdao inicial prescrita), em vez de aplicarem
simplesmente uma formula ja conhecida.
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Decaimento radioactivo

Outro método que pode ser utilizado para se obter esta forma geral para as solucdes da
equacao inicial, apos a abordagem do dominio «Primitivas e Calculo Integral», consiste

r
em partir da equagao (m(t)ekt)t = 0 e integrar ambos os membros num intervalo
genérico da forma [t,, t]. Utilizando a férmula de Barrow obtemos imediatamente:

t
0= f (m(s)e*s) ds = m(t)ekt — m(ty)ekto = m(t) = mye*(t=to),
to

Para que a solucao a que se chegou possa ser utilizada para a resolugao de problemas
praticos, € necessario conhecer a constante k, caracteristica de cada substancia. A
propria forma das solucdes permite-nos chegar a um processo exequivel para a
determinacdao de k; com efeito, supondo conhecida a massa da substancia radioativa
presente em determinada amostra em dois instantes t;, e t;, se designarmos por m; a
massa no instante t; teremos:
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Decaimento radioactivo

my = m(t;) = mpe kK1t = | = — In—,
L= m(ty) = m, i

ou seja, podemos agora escrever a solugao apenas em funcao de ¢y, t{, mgp e my:

t—t,

t=ty , My t,—t
_ _ — In— ml 1 0
m(t) = mge k(t—tg) — mﬂetl—tg my — my (m_) .
0

. . . . m
Estas formulas permitem também notar que, no caso particular em que my = —
obtemos:

’

1 1 In 2 In 2
In = -
tl - to 2 tl - to
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Decaimento radioactivo

Em particular, o tempo t; — t, que a massa leva a reduzir-se a metade, designado por
«half-life» («semivida»), ndao depende da massa inicial e € uma quantidade caracteristica
da substanciaradioactiva em questao. Se designarmos a semivida por t;, teremos entdo:

. _ln2(:)k_ln2
Tk Tt

e obtemos também, em funcao da semivida:
_t=te
m(t) =my2 tn.

E nesta formula que se baseia o processo de data¢do de objectos dito “pelo Carbono
14”; com efeito, podemos resolver esta equagao em ordem a t —ty, para tigual
determinado instante t;, designando m(t;) por m; (ou partir directamente da férmula

‘ . ~ - In 2
atras obtida para k em fungao de t,, t;, my e my e substituir k por I;—):
h
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Decaimento radioactivo

b = th nm’(to)
0" 2 m'(ty)

Como, em geral, o que se mede directamente sdao as taxas de decaimento e nao as
massas subsistentes de substancia radioactiva, podemos ainda notar que, da proépria
equacao resulta imediatamente que:

m'(t,) _ m(t,)
m'(t;) m(ty)’

pelo que a formula anterior para o lapso de tempo que se procura conhecer pode
exprimir-se na forma:

_ tp | m’(to)
= n
In 2 m’(tl)

tl _to
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Decaimento radioactivo

Esta formula pode ser directamente usada no chamado método de datacao pelo
Carbono 14. Para uma descricdo mais pormenorizada do método cf. o texto de apoio ao

descritor FEL12-6.4.

Crescimento populacional

Pensemos na evolugdao de determinada populacao, por exemplo de seres humanos
nacionais de determinado pais. Designando por P(t) o numero de individuos existentes
em dado instante t, pretendemos estudar a evolu¢ao da funcao P(t), procurando fazer
hipoteses tao realistas quanto possivel acerca da populacao de modo a podermos, no
entanto, supor que P(t) é solu¢do de determinada equacao diferencial. Tal como para o
caso da desintegracao radioactiva, também é claro agora que a populacao so
aproximadamente se pode considerar como fung¢ao diferenciavel do tempo, ou mesmo
continua, uma vez que sO pode tomar valores inteiros, e uma fun¢ao continua so
tomando valores inteiros em dado intervalo seria necessariamente constante.
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Crescimento populacional

Neste caso, porém, considerando popula¢des constituidas por “grande numero” de
individuos, relativamente a variacao que nessas populacdes ocorre em “pequenos”
intervalos de tempo, podemos conjecturar que a aproximag¢ao por funcgoes
diferencidveis sera adequada, pelo menos em certos casos.

Comecemos por supor que a variacdao de P ao longo do tempo é apenas consequéncia
das mortes e nascimentos que vdo ocorrendo (ou seja supOe-se que a emigragao e
imigracdo se compensam); em primeira aproximacao é razoavel supor que o niumero de
mortes que ocorre por unidade de tempo é proporcional a populagao total existente,
com certa constante de proporcionalidade M > 0 (M diz-se taxa de mortalidade média
por habitante), bem como o numero de nascimentos, com certa constante de
proporcionalidade N > 0 (taxa de natalidade média por habitante).

Teremos entdo o seguinte calculo aproximado para a populagdao no instante t + At,
dada a populagao no instante t:
P(t+ At) — P(t)

P(t + At) = P(t) + NAtP(t) — MAtP(t) = N

= (N —M)P(t)
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Crescimento populacional

Note-se que poderiamos comegar por fazer uma analise “mais fina” destas hipoteses a
imagem do que se fez como decaimento radioactivo, substituindo (N — M)P(t) por
(N —M)P(§), com & € [t,t + At | e seguindo o raciocinio atras desenvolvido. Com a
hipotese de diferenciabilidade, teremos em cada instante t, por passagem ao limite
guando At — 0:

P'(t) = (N — M)P(t)

equagdo ja nossa conhecida, pois é, mais uma vez, da forma f' = kf. Muitas vezes
designa-se N — M por «taxa de crescimento médio por habitante».
As solucdes podem portanto ser todas expressa na forma:

P(t) — Pne(N_M)(t_tO)‘

onde P, é a populagdo no instante t;.
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Crescimento populacional

Assim, se a taxa de natalidade (média por habitante) for superior a taxa de mortalidade,
a populacdo tera crescimento exponencial, ao passo que no caso N < M a populacao
tendera exponencialmente para a extingao.

Este modelo, dito “Malthusiano”, em homenagem a Malthus, eclesiastico inglés que, na
viragem do século XVIII para o século XIX, apresentou este modelo, fazendo, a partir dele,
previsdes catastroficas para o futuro da Humanidade, tem, evidentemente, fortes
limitacOes, pois nao leva em conta a limitacao dos recursos, a imigracao e emigracao, as
variacoes das taxas de natalidade e mortalidade, os conflitos, etc.

Tal como no caso do decaimento radioactivo, também agora, podemos dispensar o
conhecimento prévio da constante N — M, desde que se tenha acesso a censos da
populacdo em dois instantes diferentes; assim, refazendo os calculos acima efectuados no
caso do decaimento obtemos, para valores P, e P; da populagdo em instantes
respectivamentet, e t;:

1 lpl_lnpl_lnpo

N—-—M= n—=
ti —ty Py t1 — &
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Crescimento populacional

e portanto:

t—t,
In P;—=In P,

P, \ti—to i _
p) =y () e R

Para uma analise de outros modelos de crescimento populacional (nomeadamente o
logistico) cf. o texto de apoio ao descritor FEL12-6.4.

Lei de Newton do arrefecimento/aquecimento

Finalmente, consideremos a lei de Newton do arrefecimento/aquecimento que
estabelece que a taxa de variacdao instantanea da temperatura de um corpo é
directamente proporcional a diferenga entre a temperatura ambiente e a temperatura
do corpo.
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Lei de Newton do arrefecimento/aquecimento

Representando por T(t) a temperatura do corpo no instante t e por T, a temperatura
ambiente, suposta constante, teremos entao, para certa constante k > 0:

T'(t) = k(T, = T(1));

Embora esta equacao nao seja exactamente da mesma forma das anteriores, se
definirmos f(t) =T, — T(t) teremos:

1) =-T"(t) = —k(Tq = T(t)) = —kf (2).

Note-se que poderiamos ter passado por uma deducdao da equacao mais cuidadosa, a
exemplo do que se fez para a desintegracao radioactiva, comecando por exprimir a lei de
Newton do arrefecimento primeiramente ndao em termos da taxa de variacao instantanea
da temperatura (o que faz desde logo intervir uma derivada) mas da variacao da
temperatura em “pequenos” intervalos de tempo.
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Lei de Newton do arrefecimento/aquecimento

Teremos entao:
Ty —T(t) = (Ty — To)e *tto),

sendo T,y a temperatura do corpo no instante ;.

Portanto:
T(t) = Ty — (T, — To)e KE-to) = Tyek(t=to) 4 T, (1 — e~*(t=t)),

ou seja, a temperatura em cada instante € uma média pesada entre a temperatura
inicial do corpo e a temperatura ambiente, de modo que o “peso” associado a
temperatura do corpo tende para zero exponencialmente e o “peso” associado a
temperatura ambiente tende para 1 também exponencialmente. Tal como nos
modelos anteriores, também se poderia determinar o valor de k conhecendo o valor T,
e T; datemperatura em instantes, respectivamente t; e t;:

1 T,—T;

k=— ] .
1 — nTa—To
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