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Trigonometria e Fungoes Trigonométricas

O estudo da Trigonometria comeca no ensino basico, mais concretamente no 92 ano
de escolaridade, com a definicao, propriedades elementares e algumas aplicacdes das
principais razoes trigonométricas (GM9-11):

1. Construir, dado um angulo agudo 6, triangulos retangulos dos quais & € um dos
angulos internos, tracando perpendiculares de um ponto qualquer, distinto do
vértice, de um dos lados de @ para o outro lado, provar que todos os triangulos que
assim se podem construir sdo semelhantes e também semelhantes a qualquer
triangulo retangulo que tenha um angulo internoigual a 6.

2. Designar, dado um angulo agudo @ interno a um triangulo retangulo e uma unidade
de comprimento, por «seno de 8» o quociente entre as medidas do comprimento
do cateto oposto a & e da hipotenusa e representa-lo por sin(@), sin@, sen(8) ou
send.

3. Designar, dado um angulo agudo @ interno a um tridngulo retangulo e uma unidade
de comprimento, por «cosseno de @ » o quociente entre as medidas do
comprimento do cateto adjacente a 6 e da hipotenusa e representa-lo por cos(6)
ou cosf.
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4. Designar, dado um angulo agudo 6 interno a um triangulo retangulo e uma unidade
de comprimento, por «tangente de » o quociente entre as medidas do
comprimento do cateto oposto a € e do cateto adjacente a 6 e representa-lo por
tan(@), tan@, tg () outgh.

5. Designar seno de 6, cosseno de 6 e tangente de 6 por «razdes trigonométricas» de
8.

6. Reconhecer, fixada uma unidade de comprimento e dados dois angulos 6 e 8’ com a

mesma amplitude 8 = 8’, que o seno, cosseno e tangente de 8 s3o respetivamente
iguais ao seno, cosseno e tangente de 6’ e designa-los também respetivamente por

seno, cosseno e tangente de 4.

7. Justificar que o valor de cada uma das razdes trigonométricas de um angulo agudo 6
(e da respetiva amplitude) é independente da unidade de comprimento fixada.

8. Reconhecer que o seno e o cosseno de um angulo agudo sao numeros positivos
menoresdo que 1.

9. Provar que a soma dos quadrados do seno e do cosseno de um angulo agudo é igual
a 1 e designar este resultado por «formula fundamental da Trigonometria».
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10. Provar que a tangente de um angulo agudo é igual a razao entre os respetivos seno
e cosseno.

11. Provar que seno de um angulo agudo é igual ao cosseno de um angulo
complementar.

12. Determinar, utilizando argumentos geométricos, as razoes trigonomeétricas dos
angulos de 45°, 30° e 60°.

13. Utilizar uma tabela ou uma calculadora para determinar o valor (exato ou
aproximado) da amplitude de um angulo agudo a partir de uma das suas razoes
trigonométricas.

Estes conceitos e respetivas propriedades eram depois utilizados para a resolucao de
diversos tipos de problemas (GM9-12):

1. Resolver problemas envolvendo a determinagdao de distancias utilizando as razoes
trigonomeétricas dos angulos de 45°, 30° e 60°.

N\
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2. Resolver problemas envolvendo a determinacao de distancias utilizando angulos
agudos dados e as respetivas razoes trigonométricas dadas por uma maquina de

calcular ou por uma tabela.

3. Resolver problemas envolvendo a determinacao de distancias a pontos inacessiveis
utilizando angulos agudos e as respetivas razdoes trigonométricas.

No novo programa do Secundario reforga-se o estudo da Trigonometria relativamente ao
gue se preconizava no programa em vigor, seguindo-se, em particular também neste
tema, o que consta das opcgdes curriculares presentes no TIMSS-Advanced.
Nomeadamente recupera-se a utilizacao da Trigonometria na resolucao de triangulos,

com o Obvio interesse para as aplicacoes.

Também no novo programa, com o objetivo de promover o conhecimento da forma
como a Matematica vai sendo construida, procurou-se justificar, em certas situacoes, a
escolha de algumas definigdes consagradas desta disciplina.

E exactamente o caso da extensdo das definicdes das razbes trigonométricas estudadas
no Ensino Basico a angulos retos e obtusos, intimamente ligada, neste programa, a
extensao da Lei dos senos e do Teorema de Carnot, que permitem resolver tridngulos de
forma simples e sistematica, actividade essa que constitui o propdsito primitivo da

Trigonometria. Este estudo inicia-se no 112 ano (TRI11-1): /\ A
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1. Provar, dado um triangulo acutangulo [ABC] de angulos internos @ = BAC, B = ABC

ey = ACB e de lados de medida a = BC, b = AC e ¢ = AB, fixada uma unidade de

sin a sin sin
comprimento, que = bﬁ = cy} e designar estas igualdades por «Lei dos
senos» ou «Analogia dos senos».

2. Estender a definicao do seno aos angulos retos, tomando sin @ = 1 quando o angulo a

é reto, reconhecendo que esta definicao é a Unica possivel por forma a estender a Lei
dos senos a triangulos retangulos.

3. Estender a definicdo do seno aos angulos obtusos tomando, para um angulo a obtuso

!
sin a@ = sin a, onde a’ é suplementar a a, reconhecendo que esta definicdo é a tnica
possivel por forma a estender a Lei dos senos a tridngulos obtusangulos.

4. +Provar, dado um triangulo [ABC], de lados de medida a = BC, b = AC e ¢ = AB,
fixada uma unidade de comprimento, e sendo agudo o angulo interno em A, que, se

a = BAC, a® = b? +c? —2bccosa, e designar este resultado por «Teorema de
Carnot» ou «Lei dos cossenos».
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5. Estender a definicao do cosseno aos angulos retos, tomando cos a = 0 quando o
angulo a é reto, reconhecendo que esta definicdo € a unica possivel por forma a
estender a Lei dos cossenos ao caso de um angulo interno reto, reconhecendo que
neste caso se reduz ao Teorema de Pitagoras.

6. +Estender a definicao do cosseno aos angulos obtusos tomando, para um angulo «a
obtuso, cos @ = —cos a’, onde a’' é suplementar a a, reconhecendo que esta
definicao é a unica possivel por forma a estender a Lei dos cossenos ao caso de um
angulo interno obtuso.

7. Estender a todos os angulos convexos a propriedade segundo a qual, dados angulos « e

a' com a mesma amplitude @ = ', o0 seno e o cosseno de a sdo respetivamente iguais
ao seno e ao cosseno de a’ e designa-los também respetivamente por seno e cosseno de
a.
No caderno de apoio do 112 ano podem encontrar-se sugestoes e exemplos que
permitem cumprir o que é requerido nos descritores anteriores. Tal como acontecia no
dominio Geometria Analitica, trata-se de uma ocasidao privilegiada para aplicar os

conhecimentos de Geometria Euclidiana sintética adquiridos no Basico.

Relativamente a Lei do senos, temos: A
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Dado um triangulo acutangulo [ABC], desighamos os angulos internos de vérticeem A,B e C
exatamente por essas letras, e por a,b e ¢ as medidas de comprimento dos lados opostos,
respetivamente, aos angulos A, B e C.

Sendo h a medida da altura relativa ao vertice C, & imediato verificar, por definicdo do seno,
que
h=asinB = bsinA,
donde, em particular,
sin4 sinB

a b

(Note-se que esta igualdade permanece valida em triangulos retangulos e obtusangulos em C.)

Desta forma, em triangulos acutangulos, repetindo o raciocinio relativamente a um outro
vertice, facilmente se conclui que

sind simB sinC

a b C

Entdo, quanto a extensao do seno:
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Dado um triangulo [ABC] retangulo em B, e designando ’
respetivamente por a, b e c as medidas de comprimento BC, AC e
AB e os angulos internos de vértice em 4, B e C exatamente por
essas letras, as equacgdes b 3
sindAd x sinC
a b c
90°
sao equivalentesa x = 1, umavezque sin 4 = %esint’: :%. A c ?

Para que a Lei dos senos se possa aplicar a este triangulo devemos assim atribuir a sin B o

valor 1.

E pois esse o valor que se deve tomar para o seno dos angulos retos de modo que a Lei dos
senos se verifique em triangulos retangulos.

E, agora para angulos obtusos:
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1. Considere um tridngulo [ABC] tal que o angulo de vértice em A é obtuso. Designe BC, AC e
AB respetivamente pora,b e c e os dngulos de vértice em A, B e C exatamente por essas

letras, seja C’ a projec3o ortogonal do ponto C sobreareta ABe h = cc'.

Justifique que o ponto A fica estritamente
situado entre os pontos C' e B e, supondo que

sin A se encontra definido de tal modo que
sinA _ sinB

S . _h D
— = justifiqgue que sinAd = I
concluindo que sin A = sin (180° — A).

Quanto a lei dos cossenos (Teorema de Carnot):

1. Considere um triangulo [ABC] tal que os angulos
internos de vertice em A e B sdo agudos e de lados
de medida de comprimento a =BC, b=AC e
c=AB. Seja a = CAB a amplitude do angulo
interno de vertice em A, considere a projecdo
ortogonal C' do ponto C sobre AB esejah = CC’. A

1.1. Justifique que o ponto C’ fica estritamente situado entre os pontos Ae B e
mostre, aplicando o Teorema de Pitagoras aos triangulos [AC'C] e [BC'C], que
h? =Db?— (bcosa)? = a? — (c — bcosa)?.

1.2. Deduza da alinea anterior que a? = b? + ¢? — 2bccos a.
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Agora, quanto a extensao do cosseno:

1. Considere um triangulo [ABC] em que o
angulo interno em A e obtuso. Sejaa =
BC,b = AC c = AB, @ o angulo interno
associado ao vértice A, C' a projeccdo
ortogonal do pontoCna retadBea' o - - — ¢ — — =
angulo externo C'AC, suplementar de a. © A

1.1 Justifique que o ponto A fica estritamente situado entre os pontos C' e B e,
utilizando o teorema de Pitagoras relativamente aos triangulos retangulos
[CC'Ale [CC'B], justifique que h? = b? — (bcosa')? = a? — (bcosa’ + ¢)?.

1.2 Conclua da segunda igualdade da alinea anterior que a? = b? + ¢? + 2bccos a’.

1.3 *Pelo teorema de Carnot, sabe-se que, num triangulo [ABC] e com as notacdes
habituais, se os angulos internos de vértice em 4 e B forem agudos, a? = b? +
c? — 2bccosa. Deduza da alinea anterior que para este resultado se poder
estender a angulos internos obtusos se deve definir, para um angulo « obtuso,
cosa = —cosa’, onde @’ € um angulo agudo suplementar de «a.

Ou, para um nivel de desempenho mais elevado:
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2.**Considere um triangulo [ABC] em que o angulo interno em A é obtuso. Sejaa = BC,
b = AC, c = AB, @ o angulo interno de vértice em 4 e @’ um angulo externo suplementar

de a.
2.1 Utilizando uma construgdo analoga a utilizada na demonstracdo do Teorema de

Carnot para angulos internos agudos, mostre que a? = b? + c? + 2bccosa’.
2.2 Proponha um valor para o cosseno do angulo obtuso a de tal modo que o
Teorema de Carnot se estenda a angulos internos obtusos.

Estas extensdes das razoes trigonométricas mais basicas bem como das leis dos senos e
cossenos podem agora ser utilizadas para a chamada “resolucgao de triangulos” (TRI11-
1):

8. Determinar, dado um tridngulo [ABC], fixadas unidades de comprimento e de
amplitude de angulos e conhecidas as medidas dos comprimentos dos trés lados
(LLL), as medidas do comprimento de dois dos lados e da amplitude do angulo
interno por eles formado (LAL) ou as medidas do comprimento de um dos lados e das
amplitudes dos dois angulos internos que lhe sao adjacentes (ALA), as medidas dos
comprimentos dos restantes lados e as medidas das amplitudes dos restantes
angulos internos do triangulo, designar este procedimento por «resolu¢ao do
triangulo [ABC» e obter valores aproximados destas medidas na forma de dizimas
finitas até uma dada ordem, utilizando uma maquina de calcular. P
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Ao dominarem este instrumento os alunos ficardao aptos a resolver inumeros novos
problemas, em situacdes eventualmente mais complexas do que as abordadas ja no
final do Ensino Basico como aplicacbes mais elementares da Trigonometria. Para o
efeito sera importante que adquiram alguma desenvoltura no uso das técnicas de
Trigonometria atras referidas. Assim é conveniente que, para além da exploracao
situacdes concretas, seja também devidamente praticada a resolugcao de triangulos,
com diversos exemplos, como se sugere no texto do caderno de apoio relativo a este
descritor (TRI11-1 .8):

1. Tendo em conta unicamente os dados da figura em que a medida do comprimento dos
lados esta expressa numa dada unidade, resolva cada um dos seguintes triangulos [ABC],
apresentando, quando necessario, valores aproximados a decima de grau, para a amplitude
dos angulos e aproximados a decima da unidade para os comprimentos dos lados.

1.1. © 1.2

st 4 \
. &

Metas Curriculares



Trigonometria e Fungoes Trigonométricas

1.3 1.4.

[

1.5. 1.6. c

(]

A —\?D e A & B

K|

E claro que a aquisicio de uma certa desenvoltura no uso da Trigonometria deve ser
acompanhada da analise e resolucao de problemas de natureza variada, como se
preconiza no programa (TRI11-9):

1. +Resolver problemas envolvendo a resolugao de tridangulos.

2. +Resolver problemas envolvendo a determinacao de distancias utilizando angulos e as
respetivas razoes trigonométricas.
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Como é habitual, no caderno de apoio apresentam-se alguns exemplos correspondentes
a diferentes niveis de desempenho, como por exemplo (TRI11-9.1):

1. Nas seguintes figuras estdo representados poligonos regulares de lado 2, numa dada
unidade. Determine, em cada um deles, a medida c assinalada.

13*#

o @ 9

2. ** Na figura esta representado um triangulo isosceles
obtusangulo [ABC] (AB = AC) e o ponto D, projecio
ortogonal de C sobre a reta AB. Tem-se ainda que
DC = 2. Sendo BAC =8 e CBA = a e sabendo que

2\2 : 42 :
cosa =——, prove que sin 8 = — © determine o

perimetro do triangulo [ABC].
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3. Nas seguintes figuras estdo representados um tridngulo equilatero [ABC] de lado 4 e um
triangulo isdsceles [EFG] de base EF = 8. Em cada um deles foi inscrito um circulo,
respetivamente, de centro 0 e O'. Tem-se ainda EGF = 120°.

C

G

3.1.Determine a medida de OD, raio do circulo inscrito em
[ABC].

3.2. *Determine um valor aproximado as centésimas da medida de W, raio do circulo
inscrito em [EFG].

7 N\
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Ou (TRI12-9.2):

1. Tendo em conta as condi¢coes da figura, em que D B
pertence ao lado [CA] e, numa dada unidade, BC = 2,4,
BD =27 , BDC =60° e BAD = 30° resolva o
triangulo [ABC] .

2. *Na figura seguinte o triangulo [ABC] e retangulo
em C e D pertence ao lado [AC]. Sabe-se ainda que
AD =4 cm, BAC =30° e BDC = 50°. Determine
as medidas de BC e DC, com aproximac3o as
décimas.
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**Suponha que, num local 0, da
Terra situado no equador a
longitude de 11°56'4’'E , um
observador avista um eclipse da
Lua, estando esta no zénite (ou seja,
na vertical do proprio ponto 0,). O
mesmo eclipse e observado
tambeém no equador mas a partir
de um ponto 0, a longitude de
100° 59’ 8"E, sendo a Lua avistada

no horizonte.

Sabendo que o raio da Terra mede cerca de 6366 km determine aproximadamente a
distancia da Terra a Lua (distancia entre os respetivos centros), interpretando
adequadamente a figura junta, em que as distancias e os angulos ndo sdo representados
realisticamente a escala, para maior clareza do desenho (utilize uma calculadora cientifica
para efetuar os calculos aproximados que forem necessarios).
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Depois da extensao das razoes trigonométricas mais basicas a todos os angulos convexos
introduz-se a no¢ao de angulo orientado, a qual se relaciona com o conceito de rotagao,
enquanto isometria de um plano.

Deste modo, é de toda a conveniéncia relembrar o que acerca de rotag¢oes foi
desenvolvido no Ensino Basico, nomeadamente no 62 ano. Para o efeito, para além do
programa, pode consultar-se o Caderno de Apoio do 22 ciclo, texto relativo ao descritor
GM6-9.18 e o Texto Complementar de Geometria, 62 ano, 9.13 a 9.19, no mesmo
caderno de apoio. Recordemos entdo o que no programa do Basico dizia respeito a
definicdo e propriedades basicas das rotacdes (GM6-9):

14. Designar, dados dois pontos O e M e um angulo a, um ponto M’ por «imagem do
ponto M por uma rotagdao de centro O e angulo a» quando os segmentos [OM] e
[OM'] tém o mesmo comprimentoe os dngulos a e MOM' a mesma amplitude.

15. Reconhecer, dados dois pontos O e M e um angulo a (ndao nulo, ndo raso e nao giro),
que existem exatamente duas imagens do ponto M por rotacdoes de centro O e
angulo a e distingui-las experimentalmente por referéncia ao sentido do movimento
dos ponteiros do relogio, designando uma das rotacdes por «rotacao de sentido
positivo» (ou «contrario ao dos ponteiros do relégio») e a outra por «rotacao de
sentido negativo» (ou «no sentido dos ponteiros do relégi0>>)/\ P
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17.

18.

19.

Trigonometria e Fungoes Trigonométricas

Reconhecer, dados dois pontos O e M, que existe uma unica imagem do ponto M
por rotacdao de centro O e angulo raso, que coincide com a imagem de M pela
reflexdao central de centro O e designa-la por imagem de M por «meia volta em
torno de O».

Reconhecer que a (Unica) imagem de um ponto M por uma rotacao de angulo nulo
ou giro é o proprio ponto M.

Saber, dado um ponto 0, um dngulo a e as imagens A" e B’ de dois pontos A e B por
uma rotacao de centro O e angulo a de determinado sentido, que sao iguais os
comprimentos dos segmentos [AB] e [A'B’] e designar, neste contexto, a rotagdo
como uma «isometria».

Reconhecer, dado um ponto O, um angulo a e as imagens A’, B' e C' de trés pontos
A, B e C por uma rotacao de centro O e angulo a de determinado sentido, que sao
iguais os angulos ABC e A'B'C".

Introduziu-se portanto a no¢ao de rotagao num plano com dado centro O e de um dado
angulo a, verificando-se que, se o angulo nao for nulo, nem raso, nem giro, existem
exactamente duas imagens de um dado ponto por rotacdes de centro O e angulo a:
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Como é dbvio, utilizando essas duas imagens é possivel construir uma infinidade de

aplicagoes do plano em si préoprio que a cada ponto associem uma dessas imagens,
arbitrariamente escolhida.

Com o objectivo de, fixado um centro O e um angulo @ nao nulo, nem raso, nem giro,
privilegiar duas dessas aplicacbes, cada uma delas traduzindo a ideia intuitiva de
“rotagao do plano de centro O e angulo @ com determinado sentido ou orienta¢ao”,
distinguiram-se entao essas duas imagens, intuitivamente, recorrendo ao movimento
dos ponteiros de um relégio, de modo a poderem associar-se imagens adequadamente
escolhidas dos diferentes pontos a uma mesma rotagao do plano com determinado
“sentido” ou “orientacao”, por compara¢ao com o referido movimento.
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No 112 ano ainda nao se formaliza inteiramente a nocao de rotacao com determinada
orientacao enquanto isometria de um plano, mas da-se um passo nesse sentido,
introduzindo-se a no¢ao de angulo orientado e distinguindo-se, ainda de modo intuitivo
os angulos com orientagao positiva e negativa (TRI11-2).

1. ldentificar «angulo orientado» como um angulo nao nulo nem giro no qual se fixa um
dos lados para «lado origem», designando o outro por «lado extremidade».

2. ldentificar um angulo orientado de um plano como tendo «orientagcao negativa»
guando, imaginando os movimentos dos ponteiros de um relégio cujo mostrador se
supde situado nesse plano 1, os ponteiros podem descrever o angulo come¢ando no
lado origem e terminando no lado extremidade, identificar um angulo orientado
como tendo «orientagdao positiva» no caso contrario, e afetar do sinal «—» as
amplitudes dos primeiros enquanto angulos orientados, bem como as respetivas
medidas.

Neste novo quadro reinterpreta-se a nocao de rotacdo (TRI11-3):
1. Designar, dados dois pontos O e M e um angulo orientado @ em determinado plano,
um ponto M’ por «imagem do ponto M pela rotagdo de centro O e de angulo

orientado @» quando OM = OM’ e OM’ for o lado extremidade do dngulo orientado
de lado origem OM e com a mesma amplitude de @ enquanto angulos orientados.
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Com a definicao agora dada de angulo orientado torna-se possivel, fixado um ponto 0,
associar a cada angulo orientado uma rotag¢ao do plano bem determinada de centro O,
utilizando 2.2, que traduz exactamente o referido processo intuitivo introduzido no
Ensino Basico.

E claro que se o angulo orientado for raso, nada impede que se atribua também
significado a “orientacao negativa” e “orientacdo positiva” (como atras se viu), embora
angulos rasos com orientagdes opostas determinem a mesma rota¢ao com dado centro
0.

Como foi observado no atras referido Texto Complementar de Geometria, os dois
angulos que se utilizam para obter as imagens distintas de um ponto por rotagoes de
um mesmo centro e angulo partilham um lado (o que tem origem no centro de rotacao
e passa pelo ponto do qual se pretende determinar as imagens) e sao adjacentes.
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Assim, embora a orientagao de angulos apenas se aborde no Ensino Secundario do
modo intuitivo expresso no descritor 2.2, essa propriedade pode servir de base a uma
definicao rigorosa de “igualdade de orientagao” de dois angulos nos quais se distingue
um lado origem e um lado extremidade, ou seja, de dois angulos orientados (de acordo
com a definicao acima).

Fica claro que a dois angulos orientados adjacentes que partilhem o lado origem deve
atribuir-se orientagdes opostas e, consequentemente, se o lado origem de um coincidir
com lado extremidade do outro, deve considerar-se que tém a mesma orientacao, ja
gue também se pretende que tenham orientacdes opostas dois angulos orientados que
se definem escolhendo num mesmo angulo diferentes lados origem, como é ébvio da
ideia intuitiva que se pretende formalizar.

/

Metas Curriculares



Trigonometria e Fungoes Trigonométricas

Desenvolvendo estas ideias, no Caderno de Apoio do 112 ano, num texto destinado aos
professores (texto de apoio aos descritores TRI11-2.1, 2.2 e 3.1), esboc¢a-se uma
construgao rigorosa da relacao de “igualdade de orientagao” de angulos orientados de
um dado plano, enquanto relagao de equivaléncia com exactamente duas classes.

Nao é dificil estabelecer a ligacdao entre estes critérios rigorosos e a ideia intuitiva de
orientagcdao, que invoca o conceito de “movimentos de rotacdo” de semi-rectas,
materializados nos movimentos imaginados dos ponteiros de reldgios; com efeito, por
exemplo, uma sequéncia de angulos orientados com a mesma amplitude, tais que
angulos “seguidos” na sequéncia sao adjacentes e partilham um lado que é extremidade
do primeiro e origem do segundo, traduz de certa maneira um movimento de rotagao
em determinado sentido efectuado num numero finito de passos “discretos”.
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Ainda no mesmo texto do Caderno de Apoio do 112 ano relacionam-se estes “sentidos
de rotacao” com alguns conceitos astrondémicos, justificando-se historicamente as
designacdes “sentido directo” e “sentido retrogado” associadas ao sentido de rotacao
dos ponteiros de um reldgio.

Tendo-se associado os angulos orientados a rotagdoes de um plano, o passo seguinte na
generalizacdo do conceito de angulo consiste em introduzir um novo conceito que
traduza a ideia intuitiva de “angulo associado a uma rotacao” entendida agora como
gerada por um “movimento”, na qual as imagens do pontos de determinado plano
fossem obtidas por rotacao de uma semi-recta em torno da origem mas podendo atingir
ou ultrapassar a amplitude um angulo giro.

Note-se que ja atras encontramos uma situacao em que dois angulos orientados
distintos (homeadamente dois angulos rasos com orientacdes opostas) determinavam a
mesma rotacao. Ou seja, o facto de intuitivamente essa rotacao poder ser gerada por
dois “movimentos em sentidos opostos” nao significa que se trate de rotagdes distintas,
entendidas aqui como aplicagdes e nao como movimentos.

Com uma noc¢dao mais geral de angulo, intuitivamente com amplitude podendo
ultrapassar a de um raso, esta situacao vai ocorrer numa infinidade de casos distintos.
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Pretendemos entdao traduzir numa definicdo rigorosa a generalizagdo do conceito de
angulo orientado como um objecto associado aos movimentos de rotacao de uma semi-
recta em torno da origem, “sempre em determinado sentido”, que partam de
determinada posicdao “origem”, atinjam determinada posicio “extremidade”, e
“percorram” uma sucessao de angulos orientados de modo que dois seguidos sejam
adjacentes e com a mesma orientacao e que a soma das respectivas medidas de
amplitude em dada unidade tenha determinado valor pré-fixado.

Nao é dificil concluir que para caracterizar um tal “angulo generalizado” basta fixar um
angulo orientado e esclarecer quantas “voltas inteiras” no mesmo sentido pretendemos
acrescentar a um dos movimentos que o angulo orientado de alguma maneira
representa. Reciprocamente, dado um movimento como os acima referidos, podemos
retirar-lhe o nUumero necessario de voltas inteiras para que sobre apenas um movimento
percorrendo um angulo orientado, portanto de amplitude inferior a de um angulo giro,
ou entdo o angulo nulo.

Com efeito, os angulos orientados, introduzidos no presente dominio do 11.2 ano
admitem como medidas de amplitude em graus, juntamente com o angulo nulo,
exactamente todos os valores do intervalo |—-360,360[. Pretendemos definir agora
angulos, ditos «generalizados», que poderao ter qualquer medida de amplitude real.
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O que podera ser, por exemplo, um angulo de amplitude 785°?

Observe-se que 785 = 65 + 2 X 360. Esta igualdade, em que 785 aparece como a
soma de uma medida de amplitude admissivel de um angulo orientado (65) com duas
vezes a medida em graus do angulo giro (2 X 360) leva a associar um angulo de 785
graus a uma rotacao de 65 graus de uma semi-recta em torno da respectiva origem,
seguida de um “movimento de rotacao de duas voltas completas”, em torno dessa
mesma origem, ambos “no sentido positivo”, correspondendo assim a uma ideia de
continuidade em todo o movimento.
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Tendo em conta que qualguer numero x = 0 se escreve de maneira unica na formax =
a + 360n, onde a € [0,360[ en € N, (n é a parte inteira de ﬁ ea = x — 360n), estas

consideragoes intuitivas podem estender-se a qualquer valor de x, podendo sempre
associar-se deste modo a um dado numero positivo ou nulo x uma medida de
amplitude nao negativa (a) de angulo orientado (ou nulo) bem determinada, e a um
“nimero de voltas” também bem determinado (n) efectuadas no sentido positivo. Ou
seja, x fica associado exactamente aos angulos orientados @ com amplitude de medida
a e ao numero natural ou nulo n.

De forma analoga, se x < 0, existe um Unico a € |—360,0] e um Unico n € Z; tais que
x = a + 360 n, podendo desta feita associar-se a um qualquer nimero negativo x uma
medida de amplitude negativa ou nula (a) de angulo orientado (ou nulo) bem
determinada e a um “nimero de voltas” (n) efectuadas no sentido negativo. Por
exemplo, a x = —380 = —20 + 360 X (—1) podera associar-se um angulo orientado de
medida de amplitude —20 e uma “volta” no sentido negativo.
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Nas metas apresentam-se estas ideias de um modo um pouco mais formalizado: um
«angulo generalizado» fica definido como sendo um angulo orientado (ou nulo) a a que
se associa um certo “numero de voltas”, representado por um numero inteiro n cujo
sinal coincide com o da amplitude de a: o angulo generalizado fica identificado com o
par ordenado (a,n) TRI11-4:

1. Identificar um «angulo generalizado» (ou «angulo trigonométrico») como um par
ordenado (a,n), onde @ é um angulo orientado ou um angulo nulo e n é um
numero inteiro, que é positivo ou nulo se a tiver orientagao positiva e negativo ou
nulo se « tiver orientagao negativa, interpretando-o intuitivamente como o resultado
de rodar o lado extremidade do angulo a (ou, no caso de a ser nulo, o unico lado,
coincidente com a), realizando |n| voltas completas, no sentido determinado pelo
sinal de n.

2. Designar o lado origem (respetivamente extremidade) de um angulo orientado «
também por «lado origem (respetivamente extremidade) dos angulos generalizados
(a,n)» e um angulo nulo w também como «lado origem e extremidade dos angulos
generalizados (w, n)».
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Por exemplo, nas figuras atrds estdao representados
respectivamente os angulos generalizados (65,2) e (—20,—1).
Como curiosidade, assinale-se que uma representacao puramente -
geométrica destes angulos é possivel recorrendo a uma superficie
dita de Riemann. Trata-se de uma “superficie folheada”,
representada na figura ao lado, com “folhas” que podem ser
indexadas por Z, tornando-se facil associar o “nimero de voltas”
n de um angulo generalizado a n-ésima folha, representando-se
nessa mesma folha o dngulo orientado a.

Nos descritores seguintes estabelece-se simplesmente que a medida de amplitude do
angulo generalizado (a,n) € igual a + ng, onde a é a medida de amplitude do angulo
orientado ou nulo «, o que corresponde evidentemente a construcao intuitiva atras
descrita:

3. Identificar, fixado um angulo unidade e sendo g a medida de amplitude dos angulos
giros, a medida de amplitude do angulo generalizado (a,n) comoa + ng, onde a é a
medida de amplitude do angulo orientado ou nulo «.
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E ainda importante referir que esta definicdo dos dngulos generalizados n3o impede que
se possa descrever do modo habitual um conjunto de medidas de angulos generalizados.

Por exemplo, é totalmente correcto escreverem-se as equivaléncias:

T 3
sinx=1®x=5+2kmkez=}x=—7+2kmkeZd:b---etc

De facto, a expressao «x = g + 2km, k € Z» significa, neste contexto, que:
x €{y: 3kEZ:y=g+2kn}

sendo certo que:

s 3
{y:EIkEZ:y=§+2kn}={y:ElkEZ:y=—7+2kn}

7m  3m m 5m 9w
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Ao escrever-se uma familia de medidas de amplitude na formax = a + kg, k € Z, a ndo
tem de ser a medida de um éngulo orientado ou nulo a, e, mesmo que o seja, k apenas

pode ser interpretado como o “numero de voltas” associado a um angulo generallzado
(a, k) se tiver o sinal da amplitude de « ou se a for nulo.
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De acordo com a interpretacao intuitiva dos angulos generalizados, é natural agora
identificar uma rotag¢dao de centro O e angulo generalizado (a,n), no caso de a ser um
angulo nulo, como a aplicacao identidade no plano e nos restantes casos como a
aplicagao do plano sobre si préoprio que a cada ponto distinto de O associa a imagem
desse ponto pela rotagao de centro O e angulo orientado a (e, naturalmente, que ao
ponto O associa o proprio ponto 0), como é referido no descritor TRI11-4.5:

5. Identificar, fixado um ponto O e um angulo generalizado (@, n), a «rotagao de centro
O e angulo generalizado (a, n)», no caso de @ ser um angulo nulo, como a aplicagao
identidade no plano e nos restantes casos como a aplicagao do plano sobre si proprio
que a cada ponto distinto de O associa a imagem desse ponto pela rota¢dao de centro
O e angulo orientado a e ao ponto O associa o proprio ponto 0.

A interpretacao intuitiva do angulo generalizado como o “resultado da rotagao de uma
semirreta em torno da respetiva origem, com determinada amplitude” nao deve induzir
0 erro gue consistiria em supor que dois angulos generalizados com diferentes medidas
de amplitude nao podem determinar a mesma rotagcao, mesmo que estejam associados
angulos orientados de diferentes amplitudes.
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Nesse sentido, pretende-se que os alunos reconhegam quais os angulos generalizados que
determinam uma mesma rotacao (TRI11-4):

6. Reconhecer, dado um ponto O e angulos generalizados (a,n) e (a’,n), a, a’ angulos
orientados, que as rotagdes de centro O e angulos generalizados (a,n) e (a’,n")
coincidem se e somente se a e a’ tiverem a mesma amplitude ou se tiverem sentidos
contrarios e os valores absolutos das respetivas amplitudes tiverem soma igual a
medida de um angulo giro.

Aqui “sentidos contrarios” deve ser entendido, evidentemente, como um abuso de
linguagem para “diferentes orientacdes” ou “orientacdes opostas”. Uma justificacao desta
propriedade encontra-se no Caderno de Apoio do 112 ano.

Podemos agora estender aos angulos generalizados as razdes trigonométricas até agora
estudadas. Para esse efeito comeca-se por introduzir o “circulo” trigonomeétrico que é, de
facto, uma circunferéncia, fixado um referencial ortonormado directo num plano,
conceito que deve ser previamente definido e trata-se em primeiro lugar de efectuar essa
extensao aos angulos orientados (TRI11-5):
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1. Designar um referencial ortonormado num dado plano como «direto» quando o
primeiro quadrante, considerado como angulo orientado de lado origem coincidente
com o semieixo positivo Ox e lado extremidade coincidente com semieixo positivo Oy,
tem orientagao positiva.

2. Designar, dado um referencial ortonormado em dado plano, a circunferéncia centrada
na origem e de raio 1 desse plano também por «circunferéncia trigonométrica» (ou,
por abuso de linguagem, por «circulo trigonométrico»).

3. ldentificar, dado um referencial ortonormado direto em dado plano e um angulo
orientado « desse plano, o «seno de a» (respetivamente o «cosseno de a») como a
ordenada (respetivamente a abcissa) do ponto P, interse¢do da circunferéncia
trigonométrica com o lado extremidade do angulo orientado de lado origem
coincidente com o semieixo positivo Ox e de amplitude igual a «, representa-lo por
sin(a), sen(a), sina ou sen a (respetivamente por cos(a) ou por cos ), reconhecer
que este valor nao depende da escolha do referencial, e que esta definigao estende a
definicdo de seno (respetivamente de cosseno) de dngulos geométricos convexos, se o
identificarmos com o seno (respetivamente cosseno) de um angulo orientado com a
mesma amplitude.
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Note-se que o reconhecimento pedido neste ultimo descritor nao pode ser, nesta fase,
inteiramente formalizado, pois apenas pode basear-se no conceito intuitivo de orienta¢ao
positiva ou negativa atras introduzido; baseados neste conceito intuitivo, basta, para o
efeito, reconhecer que num plano existe apenas um angulo orientado com um dado lado
origem e com dada amplitude.

Podemos agora também estender a tangente e finalmente efetuar a extensao destas
razoes trigonométricas a todos os angulos generalizados (TRI11-5).

4. |dentificar, dado um referencial ortonormado direto em dado plano, e um angulo
orientado a desse plano de lados ndao perpendiculares, a «tangente de a» como a
ordenada do ponto P, intersecao da reta de equacao x = 1, tangente a circunferéncia
trigonométrica no ponto de coordenadas (1,0), com a reta suporte do lado
extremidade do angulo orientado de lado origem coincidente com o semieixo positivo

Ox e de amplitude igual a «, representa-la por tan(a),tg(«),tan a ou tg a, reconhecer
ina

que tana = > e que esta definicao estende a definicdo de tangente de um angulo

cos o
agudo, se a identificarmos com a tangente de um angulo orientado com a mesma

amplitude.

5. ldentificar, dado um angulo generalizado 8 = (a, n), o «seno de O», o «cosseno de O»
e a «tangente de @» como, respetivamente, o seno, o cosseno e a tangente de a.
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6. Justificar, dados angulos generalizados 8 e 8’ com a mesma amplitude 8 = 8’, que o
seno, 0 cosseno e a tangente de 6 sao respetivamente iguais ao seno, ao cosseno e a
tangente de 68’ e designé-los também respetivamente por seno, cosseno e tangente de
6.

Viu-se atras que, se dois angulos generalizados (a,n) e (a’,n’) tiverem a mesma
amplitude, entdo a e a’ s3o angulos orientados com a mesma amplitude (ou sdo ambos
nulos). Uma vez que as razdes trigonométricas dos angulos (a,n) e (a’,n") sdao dadas
respectivamente pelas razdes trigonométricas de a e de a', a justificacdo pedida resume-
se a argumentar que estas coincidem, como atras foi visto, ja que angulos orientados com
a mesma amplitude e partilhando o lado origem coincidem.

Uma vez que, fixada uma unidade de medida de amplitude, existem &angulos
generalizados com medidas de amplitude nessa unidade podendo assumir qualquer valor
real, se fixarmos também um referencial ortonormado directo em determinado plano,
pelo que acabamos de verificar existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto
dos numeros reais e os angulos generalizados com lado origem coincidente com o
semieixo positivo dos xx que associa a cada numero real o angulo nestas condi¢des cuja
medida de amplitude na unidade fixada é igual a esse numero.
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Através dessa bijeccao podemos agora, por composi¢ao, transformar as razoes
trigonométricas, entendidas como fungdes de angulo generalizado, em fungdes reais de
variavel real.

Tais funcdes nao dependem do referencial ortonormado direto fixado, atendendo ao que
atras se viu acerca das razdes trigonométricas de angulos generalizados, mas dependem
evidentemente da unidade fixada para as medidas de amplitude.

De entre as funcdes que assim se podem definir privilegiam-se as que resultam de se fixar
para unidade de medida de amplitude o chamado radiano.

A definicao de radiano depende essencialmente do conceito de comprimento de arco de
circunferéncia. Embora este conceito nao seja ainda inteiramente formalizado, no
Caderno de Apoio do 112 ano (TRI11-6.1 e 6.2) sugerem-se algumas abordagens que
poderao ser utilizadas com maior ou menor profundidade para o reconhecimento das
propriedades inerentes a introducao desta unidade (TRI11-6):
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1. Designar por «radiano» a amplitude de um angulo ao centro de uma circunferéncia que
nela determina um arco de comprimento igual ao raio e reconhecer que o radiano nao
depende da escolha da circunferéncia, aproximando o comprimento do arco de
circunferéncia por comprimentos de linhas poligonais inscritas.

2. Efetuar conversdes de medidas de amplitude de angulos de graus para radianos e de

radianos para graus, comecando por justificar que um angulo giro tem amplitude 2w
radianos.

Fixada esta nova unidade, introduzem-se finalmente as fungoes reais de variavel real que
serdo doravante designadas por fungoes trigonomeétricas (TRI11-7):

1. Identificar, dado um namero real x, a «tangente de x» (respetivamente o «seno de x»
e o «cosseno de x») como a tangente (respetivamente o seno e o cosseno) de um
angulo generalizado de medida de amplitude igual a x, em radianos, sempre que esse
valor esteja definido, e designar a func¢dao assim determinada nesse conjunto de
numeros reais e com conjunto de chegada R por «(funcao) tangente» (respetivamente
«(fungao) seno» e «(funcdo) cosseno»), representando-a por «tan» ou «tg»
(respetivamente por «sin» ou «sen» e por «cos») e o respetivo valor num ponto x do
dominio também por tanx outgx (respetivamente por «sinx» ou «sen x» e por

«COS X »). N\
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Como ja era habitual estudam-se as propriedades basicas destas funcdes e, em seguida,
introduzem-se as respectivas “inversas” (TRI11-8):

1.+Reconhecer que as fungbes sin: [— g%] - [-1,1], cos:[0,r] = [-1,1] e
tan :] —g,%[ — R, obtidas por restricao respetivamente das funcdes sin, cos e tan

aos intervalos indicados e tomando para conjuntos de chegada os respetivos
contradominios, sao bijetivas e designar as bijecdes reciprocas por «(funcdo) arco-
-seno» (arcsin ou arcsen), «(fungao) arco-cosseno» (arccos) e «(fungdao) arco-tangente»
(arctan ou arctg), respetivamente, sabendo que sdao valores aproximados destas
funcdes que as calculadoras fornecem, associados as teclas, respetivamente, sin™?%,
cos™! e tan~!, desde que esteja selecionado o radiano para unidade de medida dos

angulos.

Como também ja era habitual, abordam-se ainda neste dominio do 112 ano diversos tipos
de problemas, envolvendo férmulas trigonométricas, as chamadas equagoes
trigonométricas, etc.
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