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No 12º ano continua-se o estudo da Trigonometria e Funções Trigonométricas. Começa-se 
por abordar as fórmulas do seno e cosseno da soma e diferença de ângulos: 

O reconhecimento das fórmulas atrás expressas no caso dos ângulos convexos pode ser 
mais uma ocasião para a utilização dos conhecimentos de Geometria Euclidiana sintética 
adquiridos no ensino básico como se exemplifica no Caderno de Apoio do 12º ano e de 
que veremos um exemplo. No mesmo caderno (texto de apoio ao descritor TRI12-1.2) 
também se apresenta um exemplo de demonstração das mesmas fórmulas utilizando 
conhecimentos acerca do produto escalar. 
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Antes de se abordarem as demonstrações das fórmulas trigonométricas para o seno e o 
cosseno da soma de ângulos é conveniente ter bem presente como se obtêm 
imediatamente as medidas de comprimento dos catetos de um triângulo retângulo 
através da medida de comprimento da hipotenusa e do seno e cosseno de um dos 
ângulos agudos do triângulo.  

Ou seja, em certo sentido podemos dizer que para obter o comprimento da projecção 
ortogonal de um segmento em determinada direção basta multiplicar a medida do 
comprimento do segmento pelo cosseno do (menor) ângulo entre a recta suporte do 
segmento e essa direcção e para obter o comprimento da projeção do mesmo segmento 
numa direção perpendicular à inicial basta multiplicar a medida do respectivo 
comprimento pelo seno do referido ângulo.  

Assim, em construções envolvendo direções mutuamente perpendiculares torna-se fácil 
exprimir rapidamente o comprimento de projeções de segmentos em pares de tais 
direções usando apenas razões trigonométricas de um ângulo. 
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As fórmulas trigonométricas anteriores, em conjunto com as que permitem calcular as 
razões trigonométricas de um ângulo de amplitude igual a metade da amplitude de um 
outro ângulo do qual se conhecem as razões trigonométricas (facilmente dedutíveis 
destas), permitiram, desde a Antiguidade (com Hiparco, por exemplo, matemático da 
Escola de Alexandria, que viveu no século II a.C.) a elaboração de tabelas trigonométricas 
com precisão suficiente para as inúmeras aplicações em que desde então se utilizou a 
Trigonometria, nomeadamente em Astronomia, Cartografia, etc.  

Em exemplos do caderno de apoio do 12º ano (texto de apoio ao descritor TRI12-4.1) 
exploram-se estas questões, estabelecendo-se as fórmulas para o seno e cosseno “do 
meio ângulo” e requerendo-se em seguida a construção de uma pequena tabela 
trigonométrica, partindo de valores exactos facilmente dedutíveis de alguns ângulos e 
utilizando em seguida fórmulas trigonométricas para se passar para os restantes ângulos 
da tabela. 
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Como passo indispensável para muitas das aplicações essenciais das funções 
trigonométricas calculam-se as derivadas das funções trigonométricas introduzidas no 
11º ano (TRI12-2):  

O reconhecimento requerido da cadeia de desigualdades da qual facilmente se deduz o 
limite notável que permite provar sem dificuldade a diferenciabilidade das funções 
trigonométricas, atendendo também às fórmulas atrás estudadas, pode seguir as linhas 
descritas no Caderno de  Apoio. 
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Este resultado pode ser tornado rigoroso se definirmos adequadamente o que se entende 
por comprimento de um arco. 



Trigonometria e Funções Trigonométricas 

Este conceito é também abordado no caderno de apoio do 11.º ano, a propósito do 
descritor TRI11-6.1, no caso particular de arcos de circunferência e, nesse caso, que é o 
que será invocado para obter o resultado em análise, a “ordenação dos vértices da linha 
poligonal” pode ser facilmente definida através da ordenação de ângulos ao centro da 
circunferência, como se explica no referido texto de apoio. 
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Apresentam-se construções geométricas que permitem efectuar essa demonstração; os 
pormenores podem ser seguidos no Caderno de Apoio, embora uma explicação oral 
acompanhada da ilustração seja substancialmente mais simples do que aparenta ser a 
demostração escrita! 
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Com base nas desigualdades que acabámos de examinar é agora bastante rotineira a 
obtenção do limite notável atrás referido e em seguida o cálculo das derivadas das 
funções trigonométricas 
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Também neste domínio do 12º ano e conhecidas as propriedades diferenciais das funções 
trigonométricas aborda-se uma importante classe de problemas relacionados com estas 
funções, dando mais uma vez cumprimento ao propósito de se analisarem algumas 
aplicações da Matemática verdadeiramente interessantes e exemplos relevantes da 
importância da Matemática na modelação da realidade física (TRI12-3): 
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Utilizou-se, no caso unidimensional, a Relação Fundamental da Dinâmica. Esta relação 
estabelece a proporcionalidade, em cada instante, entre a força a que se encontra 
submetido um ponto material e a respectiva aceleração, com constante de 
proporcionalidade igual à massa desse ponto.  
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Sendo um resultado que está, historicamente, na génese do próprio cálculo diferencial, e 
tendo em conta a importância que o presente Programa confere à modelação do real, 
este princípio deve ser conhecido pelos alunos, mesmo por aqueles que não 
frequentaram a disciplina de Física. 
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