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Este Caderno de Apoio constitui um complemento ao documento Metas Curriculares de
Matemdtica do Ensino Secunddrio — Matemdtica A. Na elaboracdao das Metas Curriculares
utilizou-se um formato preciso e sucinto, ndo tendo sido incluidos exemplos ilustrativos dos
descritores. Neste documento apresentam-se vdrias sugestoes de exercicios e de problemas,
comentdrios relativos a algumas opg¢des tomadas no documento principal e informacdes
complementares para os professores.

Procurou-se realcar os descritores que se relacionam com conteudos e capacidades
atualmente menos trabalhados no Ensino Secundario embora se tenham incluido também
outros de modo a dar uma coeréncia global as abordagens propostas. Estas escolhas nao
significam, porém, que se considerem menos relevantes os descritores ndao contemplados.
Longe de se tratar de uma lista de tarefas a cumprir, as atividades propostas tém um carater
indicativo, podendo os professores optar por alternativas que conduzam igualmente ao
cumprimento dos objetivos especificos estabelecidos nas metas. Aos exemplos apresentados
estdo associados trés niveis de desempenho. Os que ndo se encontram assinalados com
asteriscos correspondem a um nivel de desempenho regular, identificando-se com um ou dois
asteriscos os exemplos que correspondem a niveis de desempenho progressivamente mais
avancados.

Para além das sugestBes de exercicios e problemas a propor aos alunos entendeu-se
incluir também textos de apoio para os professores. Destinam-se a esclarecer questdes de
indole cientifica que fundamentam os conteldos do Programa e que poderdo ajudar a selecao
das metodologias mais adequadas a lecionacao.
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Niveis de Desempenho

Calculo Combinatdrio CC12

Descritor Texto de Apoio
1.1 Comentario
O reconhecimento da primeira propriedade referida neste descritor pode ser efetuado, a nivel
elementar, observando um diagrama de Venn. Uma demonstracao mais formal pode ser
obtida, por exemplo, resolvendo o exercicio seguinte, em que se pretende utilizar
explicitamente a definicdao de inclusdo e as propriedades conhecidas das operacdes légicas.
1. *Demonstre sucessivamente os resultados expressos nas seguintes alineas:
1.1 Sendo p e q proposi¢bes, p = q é equivalentea (p Aq) © petambéma(pVq) & q.
1.2 Dados conjuntos Ae B, Ac Bse e somente se ANB=Ae se e somente se
AUB =B.
1.3 O conjunto vazio esta contido em qualquer conjunto.
2.1 Informagdo Complementar para o professor

Inicia-se o objetivo geral relativo aos factos mais elementares da Combinatéria enunciando a
relacdo basica entre a nog¢do de cardinal de um conjunto e a noc¢do de bijecdo, fundamento de
todas as “operagdes de contagem” que constituem o Calculo combinatdrio. Ao dizer-se que
«dois conjuntos A e B tém o mesmo cardinal se e somente se existir uma bijecdo de A sobre
B» enuncia-se, na linguagem das aplicagdes entre conjuntos, um principio que é utilizado
desde que, no primeiro ano de escolaridade, se comegaram a introduzir os nimeros naturais e
a efetuar contagens.

A relacdo de «equipoténcia» assim definida entre conjuntos pode ser interpretada como uma
relacdo binaria num dado dominio e é facil concluir que se trata sempre de uma relagdo de
equivaléncia (é reflexiva porque a aplica¢cdo identidade num dado conjunto é uma bijecao, é
simétrica porque a inversa de uma bijecdo é uma bijecdo e é transitiva uma vez que a
composicdo de bije¢des é uma bije¢do); cada classe de equivaléncia para uma dessas relagGes
num dominio pré-fixado é constituida por conjuntos que, por definicdo, tém todos o mesmo
cardinal.

Note-se que nunca definimos concretamente o que é o “cardinal de um conjunto A” e neste
descritor apenas se formaliza finalmente o que significa dois conjuntos terem “o mesmo
cardinal”, embora esta ideia, como foi referido, ja venha a ser utilizada, na pratica e de forma
intuitiva, desde o inicio do 1.2 ciclo do ensino bdsico. Se fosse possivel considerar o “conjunto
de todos os conjuntos” poderiamos identificar o cardinal de um dado conjunto A como a classe
de equivaléncia de A para a relagdo de equipoténcia definida para todos os conjuntos; foi essa
a tentativa de formalizacdo da aritmética que esteve subjacente a uma primeira versdo dos
Principia Mathematica de Alfred North Whitehead e Bertrand Russel (obra publicada em trés
volumes entre 1910 e 1913). Pouco antes da publicagdo do primeiro volume, Russel apercebeu-
-se da incongruéncia légica da teoria “ingénua” dos conjuntos (baseada na obra anterior de
Gottlob Frege), subjacente a esta definicdo, ao descobrir o célebre paradoxo a que deu o nome
(cf. Caderno de Apoio — 10.2 ano, texto de apoio ao descritor LTC10-2.1), também concretizado
no conhecido “paradoxo do barbeiro”. Ainda a tempo, a obra foi remodelada com a introdugao
da teoria dos tipos légicos, com a qual se procurou ultrapassar as dificuldades inerentes ao
paradoxo de Russel.
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Outra possibilidade, adotada em algumas das atuais teorias dos fundamentos da Matemdtica,
consiste em comecar por considerar a relagdo de equipoténcia como uma condicdo com duas
variaveis, embora ndo exista o conjunto dos pares ordenados que satisfazem essa condicdo
(caso contrdrio existiria, por exemplo, o conjunto das respetivas primeiras coordenadas que
seria o conjunto de todos os conjuntos...). Dado um conjunto A qualquer, o cardinal de A, #A4, é
entdo definido a partir da condi¢do (em X) «X é equipotente a A», aplicando-lhe o chamado
“simbolo de escolha de Hilbert”, muitas vezes representado pela letra grega T com a varidvel da
condicdo em indice e cujo resultado, intuitivamente, consiste em “escolher” ou seja, fixar de
uma vez por todas, um dos objetos que satisfaz a condi¢cdo a que se aplica o referido simbolo,
se a condicdo for possivel, ou (em certas formulagdes) um objeto sem qualquer restricdo se a
condicao for impossivel. Assim, por definicao teriamos:

#A = 14 (X é equipotente a A).

Os numeros naturais, neste quadro, podem entdo ser definidos simplesmente como os
cardinais dos conjuntos finitos ndo vazios (e o nimero 0 como o cardinal do conjunto vazio),
definindo-se conjunto finito como um conjunto que ndo é equipotente a uma sua parte estrita
(o conjunto dos numeros naturais, de acordo com esta definicdo, é de facto “infinito”, ou seja,
nao é finito, ja que, por exemplo, é equipotente ao conjunto dos nimeros pares). Note-se que,
com esta formulagdo, uma vez que o Unico conjunto equipotente ao conjunto vazio é o préprio
conjunto vazio, como facilmente se prova, temos mesmo:

0=#0=0.

No que diz respeito aos resultados bdsicos da combinatdria, importa assinalar que o processo
geral para “contar” o numero de elementos de determinado conjunto é estabelecer uma
correspondéncia biunivoca (ou seja, definir uma bijecdo) entre o conjunto que se pretende
contar e um conjunto cujo cardinal é, de algum modo, j& conhecido. Trata-se muito
simplesmente de uma extensdo natural dos processos mais elementares de contagem, que
utilizam, para conjuntos-padrao, por exemplo, os dedos das maos ou a lista dos “nomes dos
numeros”, que se obtém pela memorizacdo de um conjunto de palavras-base e de regras de
formagdo dos nomes dos nimeros consecutivos a partir dessas palavras, ou ainda as respetivas
representacdes simbdlicas, utilizando um dado sistema de numeracao.

2.2

Informag¢dao Complementar para o professor

Uma vez que a adicdo de numeros naturais foi introduzida num nivel muito elementar de
escolaridade (de facto logo no 1.2 ano do Ensino Bdsico) e portanto, necessariamente, de modo
informal (ainda que traduzindo as caracteristicas essenciais desta operag¢do), este descritor
pode considerar-se como uma possivel definicdo rigorosa de adicao, até para quaisquer
cardinais, embora aqui nos interessem particularmente os finitos, ou seja os que se identificam
com nuimeros naturais ou com o zero. Com efeito, dados dois quaisquer conjuntos A e B é facil
definir conjuntos A’ e B’ respetivamente equipotentes a A e a B mas agora, garantidamente,
com intersecdo vazia, bastando, por exemplo, tomar A’ = A x {0} e B' = B x {1}; assim, a
igualdade

#(A'UB') = #A' + #B' = #A + #B,

quando lida “da direita para a esquerda”, pode ser interpretada como uma definicdo de soma
do cardinal de A com o cardinal de B (e portanto, se, em particular, A e B forem finitos, da
soma de dois nimeros inteiros ndo negativos). Com efeito, é facil verificar que #(A' U B') n3o
depende da escolha dos conjuntos A’ e B’, desde que se mantenham as propriedades de serem
respetivamente equipotentes a A e a B e de terem intersec¢do vazia.
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2.3

Comentario

Tal como a adicdo, também a multiplicacdo de nimeros naturais foi introduzida logo na fase
inicial do 1.2 ciclo do Ensino Basico (no 2.2 ano), apresentando-se essencialmente dois
processos para se obter o produto m X n de um ndmero natural n por um ndmero natural m:
considerar a soma de m parcelas iguais a n ou considerar o nimero de pares que se podem
formar escolhendo um dos elementos do par num conjunto com m elementos e o segundo
num conjunto, disjunto do primeiro, com n elementos (cf. Metas curriculares de Matematica
para o Ensino Basico, NO2-7.1 e 7.3).

No programa do 2.2 ano de escolaridade (cf. Metas curriculares de Matematica para o Ensino
Basico, NO2-7.5) considerou-se a disposicdo, numa malha retangular, de um certo nimero de
objetos, mostrando-se que esse numero pode ser calculado como o produto, por qualquer
ordem, do nuimero de linhas pelo nimero de colunas; do mesmo modo, cada um dos “nds”
dessa malha, pode representar um par formado por um objeto associado a coluna e por um
objeto associado a linha que se intersetam nesse “nd”. Nessa fase consideraram-se conjuntos
disjuntos para se efetuarem os emparelhamentos, por ndo se dispor ainda da nocdo de par
ordenado, pelo que os pares aqui referidos eram apenas entendidos como conjuntos com dois
elementos que podiam assim ser materializados pela conjuga¢do, com algum obijetivo pratico,
de dois objetos distintos (por exemplo, conjuntos calca-camisola).

Assim, com estas observacdes elementares, chegou-se a nocdo de produto de numeros
naturais e a respetiva utilizacdo para contagens de conjuntos de pares, que podem agora ser
assimilados a conjuntos de pares ordenados, associando a primeira posicao do par ordenado
um dos conjuntos em que se escolhem os objetos a emparelhar e a segunda posicao ao outro
conjunto. Podemos portanto, agora, traduzir os resultados a que se chegou nessa fase inicial do
Ensino Basico dizendo que “o cardinal do produto cartesiano é igual ao produto dos cardinais
dos conjuntos fatores”.

Esta Ultima asser¢ao pode mesmo ser tomada como definigdo do produto de cardinais, finitos
ou infinitos; nesse caso nada haveria a provar quanto ao resultado expresso no descritor 2.3,
que seria o caso particular da definicdo geral de produto de cardinais em que os conjuntos sdo
finitos e ndo vazios.

No entanto, considerando a definicdo usual algébrica de produto de nimeros naturais acima
referida, ou seja, m X ncomo a soma de m parcelas iguais an (m,n € N), identificando-se
uma soma “com uma parcela” com a propria parcela, hd que demonstrar o que foi
informalmente justificado no 1.2 ciclo do Ensino Bdasico, a saber que, dados conjuntos finitos A
eB, se#A =me#B =n, entdo #4 X B = m X n. Para o efeito, podemos agora utilizar o
Principio de indugdo matematica e propriedades elementares da adicdo de niumeros naturais (a
propria definicdo de produto pode ser formalizada pelo método de recorréncia, caso nao se
disponha previamente de uma definicdo rigorosa de “soma de m parcelas”, a qual também
poderia ser dada por recorréncia).

Com efeito, fixadon € N, o resultado é trivial param = 1, ja que, nesse caso, por definicdo,
mXn=1Xn = ne, considerando um conjunto unitario (i.e. com exatamente um elemento)
A = {a} e um conjunto B qualquer, é imediato que os conjuntos A X B e B sdo equipotentes,
pois é obviamente uma bijecdo a aplicacdo de A X B em B que ao par (a, b) de A X B associa o
elemento b de B.
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Para provar que a propriedade é hereditaria, suponhamos que vale para conjuntos finitos A e B
tais que #A =m e #B = n e provemos que, nesse caso, vale também para quaisquer
conjuntos A’ e B tais que #A' = m + 1 e #B = n. Para isso, dados conjuntos A’ e B nessas
condicdes, fixemos um elemento qualquer a de A" e seja A = A'\{a}; é ébvio que A’ = AU {a}
e que An{a} =0, pelo que m+1=4#A"=#A+#{a} =#A+ 1 e portanto #A =m.
Podemos assim aplicar a hipotese de indugdo aos conjuntosAeB (#(AXB)=mXn) e
obtemos:

#(A' xB) =#((Auf{a}) xB) =#((AxB)u ({a} xB)) =#(Ax B) + #({a} X B) =
=mxn+n=(m+1)Xn,

onde se utilizou o facto evidente (A X B) N ({a} X B) = @ (henhum par (a, b) pode estar em
A X B porque a ndo é elemento de A).

Nesta demonstracdo utilizou-se, em particular, o resultado expresso no descritor 1.5, que é
consequéncia imediata das propriedades distributivas da disjungcdo em relagdo a conjungdo e
da conjungdo em relagdo a disjungao.

Esta propriedade pode naturalmente estender-se a um qualquer nimero de fatores. Com
efeito, comecgando por trés fatores:

#((AxB) X C) = #(AX B) x #C = #A X #B x #C
Além disso, podemos representar (A X B) X C por A X B X C identificando cada elemento
((a, b),c) de (A X B) X C com o elemento (a,b,c) de A X B X C. Utilizando uma definicdo

por recorréncia do produto cartesiano de p € N conjuntos poderia depois demonstrar-se
facilmente por indugdo o resultado geral para o cardinal desse produto cartesiano:

#(A; X .. X Ap) = #A; X .. X #A,

2.4

Comentario

O resultado expresso no descritor 2.4 leva a que se utilize a notagdo B4 para representar o
conjunto das aplicagbes do conjunto A no conjunto B. Este conceito também se pode
relacionar com o de produto cartesiano; com efeito, o produto cartesiano de p conjuntos
Ay, ..., Ap (nogdo referida no final do texto de apoio ao descritor 2.3) pode identificar-se com o
conjunto das sequéncias (xl, ...,xp) tais que x; € A; para todo oi=1,..,pe, com esta
defini¢do, se os conjuntos 4; (parai = 1, ..., p) coincidirem todos com determinado conjunto
A, entdo podemos escrever:

Ay X X Ay = AP

ja que este ultimo simbolo representa as aplica¢des de {1, ...,p} em A que sdo exatamente as
sequéncias (xl,...,xp) de elementos de A. Assim AP} acaba por representar o “produto
cartesiano iterado de p fatores iguais a A” que poderia naturalmente também ser
representado pela “poténcia cartesiana” AP. Esta identificacdo ja permite reconhecer o
resultado expresso neste descritor como caso particular da extensdo a p fatores do resultado
expresso no descritor 2.3, também referida no final do texto de apoio a esse descritor.
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Mais geralmente, dado um conjunto J pode introduzir-se a expressao “familia indiciada em J”
como outro modo de designar os graficos das aplicagdes com dominio /, e pode representar-se
uma tal familia com uma notacdo semelhante a das sequéncias ou sucessdes, ou seja, por
(xj)jej' sendo x; a imagem de j pela referida fungdo. Assim, dada uma familia de conjuntos

(Aj)jej podemos definir o produto cartesiano da familia com sendo o conjunto:

HA,- ={(x%),; Vi €1.x; € 4y}

jeJ

Deste modo, no caso particular em que os A; séo todos iguais a determinado conjunto 4, a
nota¢do A/ representa, coerentemente, o produto cartesiano de uma familia indiciada em J
“constantemente igual a A”.

Apresentam-se em seguida exemplos de exercicios que também podem ser utilizados para o
reconhecimento da propriedade expressa neste descritor, com diferentes niveis de
generalidade e profundidade nas abordagens.

1. Conte quantas sequéncias diferentes se podem formar inserindo 4 missangas num fio,
sabendo que as missangas tém 3 cores possiveis: vermelho, verde e azul.

2. Considere todas as possiveis fun¢des de dominio {1,2,3} e conjunto de chegada {1,2}.

2.1 Represente-as por diagramas de setas. Mostre que o numero destas fun¢des pode ser
escrito na forma de uma poténcia de base 2 e expoente natural.

2.2 Represente-as utilizando a nota¢do habitual das sequéncias.

2.3 Construa uma bijecdo do produto cartesiano {1,2} x {1,2} x {1,2} sobre o conjunto
destas funcoes.

2.4 *Generalizando o processo utilizado na alinea anterior mostre que, dados niumeros
naturais n e p, existem nP fun¢des de dominio {1, ...,p} e de conjunto de chegada
{1, ...,n}, ou seja, nP sequéncias de p elementos com valores em {1, ..., n}.

2.5 *Justifique que, dados n objetos, existem exatamente nP formas distintas de efetuar
p extragdes sucessivas de um desses objetos, repondo o objeto escolhido apds cada
uma das extragdes.

3. **Fixado um numero natural n, prove por indugdo matematica (em p) que para todo o
numero natural p, existem exatamente n? fungées de dominio num dado conjunto com p
elementos e de conjunto de chegada com n elementos e conclua que dados n objetos,
existem exatamente nP formas distintas de efetuar p extragdes sucessivas de um desses
objetos, repondo o objeto escolhido apds cada uma das extragdes.

2.5 1. Considere um conjunto X = {x;, x, X3} com 3 elementos.

1.1. Determine em extensdo todas as partes nao vazias de X. Quantos subconjuntos tem
X?

1.2. Mostre que se obtém todas as partes de X associando a cada sequéncia (kq, k, k3)
de termos iguais a 0 ou a 1 o subconjunto de X constituido pelos elementos x; tais
que k; = 1 (por exemplo, a sequéncia (1,0,1) associa-se o conjunto {xy, x3}).

1.3. Justifique que existem exatamente 23 sequéncias das referidas na alinea anterior,
sem as construir explicitamente; compare o resultado obtido com o resultado da
alinea 1.1.

1.4. Utilizando argumentos inspirados nas duas alineas anteriores justifique que se um
conjunto X tiver p € N elementos (#X = p) entdo P(X) tem 2P elementos.
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2. *Prove por indugdo que, para qualquern € Ny, um conjunto com n elementos tem 2"
subconjuntos.

3. Considere um conjunto X qualquer e seja P(X) o conjunto das partes de X.
3.1. **Mostre que é bijetiva a aplicagdo de P (X) no conjunto das aplicagbes de X em
{0,1} que a cada A c X associa a aplicagdo y4: X — {0,1} tal que, para cada x € X:

_(Osexg A
XA(x)_{lsexeA'

3.2. *Atendendo a alinea anterior, justifique que se X tiver p € N, elementos (#X = p)
entdo P(X) tem 2P elementos.

Informagao Complementar para o professor

O resultado expresso na alinea 3.1 acima mostra que para qualquer conjunto X, finito ou
infinito, #P(X) = #({0,1}%), onde {0,1}* representa o conjunto das aplicagdes do conjunto X
em {0,1}. Ora, podemos estender a nog¢do de poténcia a cardinais ndo necessariamente finitos
tomando, por definicdo:

#B#4 = #(B4)

(demonstra-se que esta definicdo é coerente, ou seja, ndo depende da escolha dos conjuntos A
e B mas apenas dos respetivos cardinais, pois é facil construir uma bijecdo entre B4 e B'Y
desde que sejam dadas bijecBes respetivamente entre A e A’ e entre B e B'). Entdo podemos
dizer que, para qualquer conjunto X,

#P(X) = #({0,1}%) = 2%,

Ndo é dificil concluir que P(X) ndo é nunca equipotente a X; se estendermos a todos os
cardinais a relacdo de ordem (lata) dos nimeros naturais, considerando que #A4 < #B se A for
equipotente a uma parte de B, é 6bvio que #X < #P(X), ja que X é obviamente equipotente
a parte de P(X) constituida pelos subconjuntos de X com um Unico elemento. Assim, se
provarmos que #X # #P(X), teremos sempre #X < #P(X), e como consequéncia, podemos
concluir que ndo ha um cardinal maior ou igual a todos os outros (existe sempre um cardinal
estritamente superior a um dado cardinal).

Para provarmos que um conjunto X ndo pode ser equipotente a P(X) basta provar que ndo
pode existir nenhuma aplicagdo sobrejetiva de X sobre P (X); com efeito, dada uma aplicagdo
f:X — P(X), podemos facilmente concluir que o conjunto A={x€ X:x & f(x)} é um
elemento de P(X) que ndo estd no contradominio de f. De facto, se existisse a € X tal que
f(a) = A, se tivéssemosa € A = f(a), por definicio de A teriamos a € A, pelo que essa
hipdétese conduz a uma contradigdo. A existir um tal a, resta entdo apenas a hipdtese de se ter
a & A, ou seja, a & f(a) mas nesse caso, mais uma vez por definigdo de A, teriamosa € A4,
nova contradicdo que mostra finalmente que ndo pode existir um tal a, ou seja, A ndo pode
estar no contradominio de f. Portanto f ndo pode ser sobrejetiva: ndo existem aplicagSes
sobrejetivas de X sobre P (X).

2.6
2.7

Comentario

A definicdo de n! pode ser dada por recorréncia, caso ndo se disponha previamente de uma
definicdo rigorosa do produto de n fatores, neste caso particular representado por n X
n—1)x(n—-2)x..x2x1, definicdo essa que, evidentemente, também pode ser dada
por recorréncia, no caso geral. Neste caso podemos simplesmente apresentar essa defini¢do,
englobando os casos tratados nos descritores 2.6 e 2.7, através de:
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ol=1
m+1D!'=m+1)xn!(n€N,)

Tal como esta expresso no descritor 2.7, para que a igualdade n! = n(n — 1)! tenha lugar
também paran = 1, obviamente, teremos forcosamente 1 = 1! = 1(1 — 1)! = 0!, ou seja a
definicdo dada de 0! é a Unica que permite manter aquela igualdade também nesse caso.

Que n! é o nimero de permutacdes de n € N elementos pode demonstrar-se por inducao ou,
de modo mais informal, notando que, para definir uma permutacdo de n elementos, podemos
simplesmente enumerar os sucessivos termos da referida permutacao, os quais, por definicao,
devem ser dois a dois distintos, pelo que hd n hipdteses distintas para a escolha do primeiro
termo, em seguida sobram apenas n — 1 hipdteses para a escolha do segundo, pelo que no
total ha n(n — 1) escolhas possiveis para os dois primeiros termos da permutac¢do. De modo
analogo han(n — 1)(n — 2) escolhas possiveis para os trés primeiros termos da permutacdo e
prosseguindo este raciocinio, concluimos que ha exatamente n(n —1)(n —2)..2.1 =n!
escolhas possiveis para os n termos da permutacdo, ou seja, ha exatamente n! permutacoes de
n elementos.

Informagdo Complementar para o professor

Embora a utilizagdo do método de recorréncia para definir a sucessdao n! em N, seja
intuitivamente facil de aceitar, uma vez que para definir (n + 1)! apenas utilizdmos o
conhecimento pressuposto da mesma expressdo para a ordem anterior (n em lugarden + 1) e
o préprio nimeron + 1, se atendermos a formulacdo desse método apresentada em SUC11-
3.2, a traducdo do principio geral enunciado nesse descritor para este caso particular de
definicdo por recorréncia ndo é tdo direta como pode parecer a primeira vista. Com efeito, uma
vez que a definigdo de u,,; = (n+ 1)!a partir de u,, = n! envolve o produto porn+1, a
funcdo f utilizada nesta defini¢do por recorréncia ndo pode aplicar-se simplesmente a u,,, pois
nesse caso a definicdo do préprio f dependeria também de n, ou seja, precisariamos de uma
sucessdo de fungdes e ndo apenas de uma fungdo. Uma solugdo é considerar f: A — A onde
A=NyXxNjye f(mn)=(mmn+1),n+ 1) (no fundo é um modo de representar a sucessdo
de fungdes (fu)nen, fn: No — Ng dada por f,,(x) = (n + 1)x, para cadan € Ny, através de
apenas uma fungdo); assim, podemos definir por recorréncia em primeiro lugar a sucessdo de
pares ordenados x,, = (uy, v,,), por:

xo = (ug,vp) = (1,0)

Xnt1 = (Unt1, Vns1) = f(x) = fup,vp) = Wp(vy + 1), v, + 1).

Agora, por definigdo, Vn € Ny, n! = u,,.

2.8

Comentario

Trata-se aqui de generalizar o resultado do descritor 2.6, no sentido em que se pretende contar
0 nuimero de “amostras ordenadas” com p € N elementos distintos que é possivel recolher de
um conjunto com n = p elementos, enquanto no descritor 2.6 se considerou apenas o caso
p = n, ja que recolher sucessivamente todos os elementos de um dado conjunto corresponde
a considerar uma ordenagdo particular desse conjunto, ou seja, o que se designou por uma
“permutacado”. Um raciocinio informal como o que foi sugerido no texto de apoio ao referido
descritor 2.6 pode ser utilizado também para obter o resultado expresso neste descritor: o
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primeiro termo de uma sucessao particular de p elementos distintos de determinado conjunto
comn = p elementos pode ser escolhido de n maneiras distintas, em seguida sobram apenas
n — 1 objetos para escolher como segundo elemento, ou seja, ha no total n(n — 1) maneiras
distintas de escolher os dois primeiros elementos da sucessao e reproduzindo este raciocinio
até se chegar ao termo de ordem p da sucessdo havera no totaln(n—1)..(n—p+ 1)
maneiras de escolher todos os termos de uma tal sucessdo (quando se vai fazer a p-ésima

escolha ja sé sobram n — (p — 1) elementos no conjunto, ja que se fizeram previamentep — 1
n!

(n—p)!
seguida exemplos de exercicios que também podem ser utilizados para um reconhecimento
desta propriedade com diversos niveis de profundidade e generalidade.

escolhas), nimero que pode evidentemente ser representado por . Apresentam-se em

1. Dez atletas vao fazer uma corrida. Conte de quantas maneiras diferentes se poderao
colocar trés deles no pddio.

2. *Considere todas as possiveis fungdes injetivas de dominio {1,2} e conjunto de chegada
{1,2,3,4} (sequéncias de dois elementos distintos do conjunto {1,2,3,4}).
2.1 Represente-as utilizando a notacdo habitual das sequéncias. Para cada escolha do
primeiro termo de uma dessas sequéncias, quantas escolhas possiveis sobram para o
segundo termo?

2.2 *Generalizando o resultado da alinea anterior mostre que, dados niUmeros naturais n
n!

(n—-p)!
{1,..,p} e de conjunto de chegada {1,...,n}, ou seja,

ep,p<n, existemn(n—1)..(n— (p— 1)) = funcgdes injetivas de dominio

(n-p)!

sequéncias de p
elementos com valores dois a dois distintos em {1, ..., n}.
n!

(n—p)!
efetuar p extragdes sucessivas de um desses objetos, sem reposicdo do objeto

escolhido apds cada uma das extragdes.

2.3 Justifigue que, dados n objetos, existem exatamente formas distintas de

3. **Fixado um numero natural p, prove por indugdo matematica (em n) que, para todo o
n!
(n—p)!
conjunto com p elementos e de conjunto de chegada com n elementos e conclua que
n!
(n—p)!
sucessivas de um desses objetos, sem reposi¢ao do objeto escolhido apds cada uma das

extragdes.

ndmero natural n > p, existem exatamente funcdes injetivas de dominio num dado

dados n objetos, existem exatamente formas distintas de efetuar p extragdes

2.9

Comentario

A justificacdo pedida pode muito simplesmente resultar da observacdo segundo a qual os
subconjuntos com p € N elementos de um conjunto A com n = p elementos podem ser
encarados como os contradominios das fung¢des injetivas de {1, ..., p} em A. Com efeito, tais
contradominios tém p elementos, e, para qualquer subconjunto X com p elementos de A4,
existe, por definicdo, uma bijecdo de {1, ...,p} sobre X, que, evidentemente, determina uma
funcdo injetiva de {1, ..., p} em A, com o mesmo grafico. Esta observagdo pode ser formulada,
numa linguagem mais intuitiva, em termos de sequéncias, que é outro modo de designar as
funcSes de dominio {1, ..., p} para um dado nuimero natural p; ou seja, o que acabamos de
verificar pode exprimir-se dizendo que um subconjunto de A com p elementos é exatamente o
conjunto dos termos de uma sequéncia (al, ...,ap) de elementos distintos de A. Estas
sequéncias sdo o que se chama “arranjos sem repeti¢do de n elementos p a p”, de acordo com
o descritor 2.8, sendo os “elementos” escolhidos em A.
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Ora as fungdes injetivas de {1, ...,p} em A de contradominio X (ou seja, as sequéncias de p
elementos com valores em A, com um dado conjunto X de p termos distintos) podem ser todas
obtidas de uma delas compondo-a com as diferentes permutagées do conjunto {1, ..., p} . Com
efeito, dadas duas dessas func¢des injetivas, considerando as bijecGes que determinam de
{1,...,p} sobre X, a composta da inversa de uma com a outra é evidentemente uma
permutagdo de {1, ...,p}; sdo portanto em nUmero de p!. Por outras palavras, novamente
numa linguagem mais intuitiva, podemos observar que para cada subconjunto {al, ...,ap} de A
com p elementos existem exatamente p! sequéncias (xy,...,x,) tais que {xy,..,xp} =
{al,...,ap}, cada uma delas resultante de uma “permutacdo dos termos da sequéncia
(al, ...,ap)”: cada subconjunto com p elementos de A pode associar-se aos p! arranjos sem
repeticdo formados com esses p elementos.

Assim, para se obter o nimero de subconjuntos de A com p € N elementos basta dividir por p!
o numero total de sequéncias de p termos distintos de elementos de A (arranjos sem repeti¢ao
n!
(n-p)!

i
(n_Lp')'p'. No caso em que p = 0, o Unico subconjunto de A em

questdo é o vazio e, também nesse caso, obtemos o resultado pretendido, pois
n! n!

dos n elementos de A p a p), que sabemos ser (de acordo com o resultado expresso no

descritor 2.8), ou seja, obtemos

(n-p)ip! ~ nlo!

!

(n-p)'p!

Note-se que também se provou, indiretamente, que é um numero natural, o que pode

ndo parecer claro a partida.

2.10

1. Exprima cada uma das seguintes somas algébricas como uma Unica fracdo e simplifique-a

tanto quanto possivel.

5 4
11, ——=
4! 5!

2 3
1.2 ﬁ-l_ﬁ

1 3 ;
— S Paran numero natural

13. (n+1)! 2n

2z __n
(n+1)!  (n+2)!

1 .
1.4. + —» Paran nimero natural

1.5. ™A, + "*1A,, paran nimero natural superior a 1

. p 180X179X...X142Xx141 , ,
2. Justifique que 201 é um numero natural.

3. Prove, paran e p nimeros naturais taisquep < n,quen X (n—1) X..X(n—p+1)é
multiplo de p!
4. Determine para que valor natural de n se verifica:

(n+2)! _
n

4.1. 6 4.0 ** 2n+1C3 + 2n+1C4 _ 2n+3€5 + 2n+2Cn+1 =0

3.1

1. Considere a experiéncia de repartir um baralho de 52 cartas pelo Jodo e pela Joana. Ao Jodo
ddo-se 10 cartas e a Joana fica com as restantes.
1.1. Quantos conjuntos diferentes, de 10 cartas, pode o Jodo receber?
1.2. Quantos conjuntos diferentes pode a Joana receber?
1.3. Justifique que as duas alineas anteriores tém o mesmo resultado e traduza essa
igualdade usando combinagdes.
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2. Prove que, dados niumeros naturaisnep,p < n, ”Cp = nCn_p, de dois modos distintos:
2.1. Estabelecendo uma correspondéncia um a um entre os subconjuntos com p elementos
e os subconjuntos com n — p elementos de um dado conjunto com n elementos.
2.2. Através da formula que permite calcular cada um dos membros da igualdade.

33 1. Considere um baralho de 52 cartas.

1.1. Determine quantos conjuntos de 7 cartas se podem constituir.

1.2. Determine quantos conjuntos de 7 cartas tém o Rei de Copas.

1.3. Determine quantos conjuntos de 7 cartas ndao tém o Rei de Copas.

1.4. Justifique, sem efetuar explicitamente os cdlculos, que o resultado obtido na alinea 1.1.
é igual a soma dos resultados obtidos nas alineas 1.2. e 1.3. e traduza essa igualdade
usando combinagdes.

2. Prove que, dados numeros naturaisn e p, p <n, "1C,.y ="C,+ "Cyyq1, por dois
processos distintos:

2.1. *Recordando que ”Cp € 0 numero de subconjuntos com p elementos de um conjunto
com n elementos e interpretando o segundo membro da igualdade que se pretende
provar como o cardinal de uma unido de conjuntos disjuntos, que se pode p6r em
correspondéncia biunivoca com o conjunto das partes com p + 1 elementos de um
conjunto com n + 1 elementos.

2.2. Utilizando as formulas que permitem calcular o valor de cada uma das expressdes que
intervém na igualdade a provar como func¢des racionais de fatoriais de numeros
conhecidos e, no segundo membro, reduzindo ao mesmo denominador as fracoes
assim obtidas.

3.4 Comentario

Este resultado pode ser demonstrado por indu¢do, mas também se pode obter examinando as
diferentes parcelas que ocorrem por aplicagdo a (x + y)™ da propriedade distributiva da
multiplicacdo em relagcdo a adicdo (ou, mais propriamente, a definicdo do produto de
polinédmios aqui expresso na forma de poténcia). Com efeito, aplicando esta propriedade (ou
definicdo) a esse produto de n fatores obtém-se parcelas em que o fator x pode ocorrer entre
0 e n vezes; obviamente, quando o fator x ocorre k vezes, y tem de ocorrer n — k vezes, pois,
no total, cada parcela resultante de se aplicar a propriedade distributiva corresponde ao
produto de n fatores, cada um deles igual a x ou ay. Basta-nos agora contar o numero de
parcelas iguais a xky”‘k, para cada k = 0, ...,n; numerando de 1 até n os n fatores iguais do
produto inicial, obtém-se cada uma das parcelas correspondentes a determinado k escolhendo
k dos numeros naturais de 1 até n e tomando, dos correspondentes fatores x + y, o valor x e
dos restantes o valor y para, efetuando o produto dos n fatores assim fixados, obter uma das
parcelas resultantes da aplicacdo da propriedade distributiva. Ora o nimero de maneiras
distintas de escolher k dos nimeros naturais de 1 até n é, por definigdo, "Cy, pelo que é esse o
nimero de parcelas iguais a x¥y™ ¥ que se obtém aplicando a propriedade distributiva a

(x + y)™. Portanto, de facto:
n

(x + y)n — 2 an xkyn—k’
k=0

igualdade que, evidentemente, implica a seguinte (pela comutatividade generalizada da adigdo
ou, mais propriamente, pela nogdo de igualdade de polinédmios, no sentido em que admitem
uma mesma forma reduzida):
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n

G+t = ) MGyt
k=0

Apresentam-se em seguida exemplos de exercicios que podem ser propostos aos alunos para
reconhecerem a validade do bindmio de Newton, tanto em casos particulares como no caso
geral.

1. Considere os polinémios nas varidveisae b, A= (a +b)3 e B = (a + b)*.
1.1. Determine formas reduzidas dos polindmios A e B.
1.2.Indique os valores den,p,q,7,s et na seguinte expressdo, de modo que se torne
numa igualdade verdadeira entre polindmios:

(a + b)* ="C, a*b® + "C, a®b* + "C,a*b* + "Csx'y? + "C, x"y*
1.3.Escreva as formas reduzidas obtidas para A e B em 1.1 na forma de somatério.
1.4.Determine uma forma reduzida para o polinémio, nas varidveisae b, A = (a + b)° e

escreva-a também na forma de somatdrio.

2. *Consideren € N e o polindmio nas varidveis x e y, (x + y)™. Utilizando a definicdo de
produto de polindmios, pretende-se obter uma forma reduzida deste polindmio; para o
efeito resolva as seguintes questdes, justificando todas as respostas:

2.1. Ao aplicar-se sucessivamente a definicdo de produto de polindmios ao produto den
fatores iguais a x + y, no resultado final qual é o grau de cada mondmio parcela do
polinédmio produto?

2.2. Quais os valores possiveis para k na expressdo x*y!, parte literal de um dos mondémios
parcelas de uma forma reduzida de (x + y)™? Para cada um desses valores de k que
valores pode ter [?

2.3. Numerando de 1 até n os n fatores do produto representado por (x + y)™ (ou seja,
considerando a sequéncia indiciada em {1, ..., n} com os termos todos iguais a x + y)
mostre que, para cada k € {0, ..., n}, existe uma correspondéncia biunivoca entre os
subconjuntos com k elementos de {1, ..., n} e as parcelas da forma x¥y! que resultam
da aplicacdo da definigdo de produto de polinémios a (x + y)™.

2.4.Conclua das alineas anteriores que se obtém formas reduzidas do polinémio (x + y)",

expressas nas igualdades:
n n

(x + y)n — Z nck xkyn—k — 2 nck xn—kyk

k=0 k=0

3. ** Prove por indugdo que:

nn-1 nn—-—1
(x+y)" = x™ +nx™?! +—( )x”‘2 2+---+—( )xz =2 4 nxy™ 1 4y
y y y y y y

2! 2!
n
— z nck xn—kyk_
k=0
4.1 1. Considere subconjuntos A e B de um conjunto U. Simplifique as seguintes expressdes,

nomeando as propriedades aplicadas.
1.1 BU(BUA)
1.2 An(BnA)
1.3 AU(BnNnA)
14 (BNA)U(BNA)
15 *[An(BnA)]ud
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2. Indique, justificando, para cada uma das seguintes igualdades, se é verdadeira para
quaisquer conjuntos A, B e C, subconjuntos de um dado conjunto U e, caso contrdrio,
apresente um contraexemplo.

21 B\A = BnA
22 (AUB)\A =B
23 AnNBNnC=AUBuU(C

3. Um conjunto tem 8 elementos. Determine o niumero de subconjuntos que pode definir a
partir deste conjunto que tenham:
3.1 2 elementos;
3.2 6 elementos;
3.3 8 elementos.

4. Seis jovens, a Ana, a Beatriz, o Carlos, a Délia, o Eduardo e a Filipa vdo concorrer a um
sorteio de seis viagens, a saber, a Barcelona, Berlim, Londres, Madrid, Paris e Roma.
Supondo que cada jovem vai ganhar uma viagem, de quantas maneiras diferentes pode
resultar este sorteio?

5. Os 25 alunos de uma turma vao participar num torneio de andebol de cinco, sendo
distribuidos por cinco equipas, identificadas pelas letras A, B, C, D e E. De quantas maneiras
diferentes podera ser feita a distribuicdo dos alunos pelas equipas?

6. Lancou-se um dado cubico com as faces numeradas de 1 a 6 e um dado octaédrico com as
faces numeradas de 1 a 8 e registaram-se os numeros das faces que ficaram voltadas para
cima. Identifique o nimero de resultados possiveis para esta experiéncia.

7. *Um conjunto tem 4096 subconjuntos. Quantos desses subconjuntos tem exatamente 6
elementos?

8. **Justifique, sem utilizar o Principio de indu¢do matemitica, que 2™ > n, qualquer que seja
n € Ny.

4.2 1. Determine quantos cddigos de 4 algarismos é possivel formar.

2. Um cddigo é formado por sete caracteres dos quais quatro tém de ser algarismos e trés tém
de ser vogais. Quantos cddigos diferentes é possivel formar tais que:
2.1. os algarismos e as vogais sejam dispostos de forma alternada?
2.2. os simbolos iniciais e finais sejam algarismos e as vogais estejam juntas?
2.3. as vogais figuem nos lugares centrais e os algarismos sejam todos impares?
2.4. *haja unicamente dois algarismos iguais a 3?
2.5. *ndo haja qualquer restricdo a forma como se dispdem?

3. Utilizando os algarismos do conjunto A = {1,2,3,4,5,8,9}, quantos numeros de trés
algarismos é possivel formar de modo que:
3.1. tenham exatamente dois algarismos iguais a 3?
3.2. os numeros sejam multiplos de 5?
3.3. *o produto dos algarismos seja um numero par?

4. **De quantas maneiras se podem colocar 6 fichas distintas em 9 caixas, podendo haver
mais do que uma ficha por caixa, mas ndao mais de quatro em cada caixa?
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10.

11.

12.

13.

14.

Foram extraidas sucessivamente e com reposi¢do quatro cartas de um baralho de 52 cartas.
Determine de quantas maneiras diferentes é possivel obter:

5.1. por esta ordem, um 3&s, duas figuras e um nimero superior a 5.

5.2. primeiro duas cartas vermelhas e depois duas cartas de espadas.

5.3. um rei e trés cartas pretas, ndo necessariamente por esta ordem.

Considere o conjunto 4 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Quantos nimeros de quatro algarismos
diferentes é possivel formar que sejam:

6.1. superiores a 3000?

6.2. pares?

6.3. multiplos de 5?

6.4. *inferiores a 58407

A turma da Beatriz tem 28 alunos dos quais 12 sdo rapazes. De quantas maneiras diferentes
pode resultar a elei¢cdo do delegado e subdelegado de turma se:

7.1. O delegado for rapariga e o subdelegado for rapaz?

7.2. O delegado e o subdelegado forem do mesmo sexo?

7.3. A Beatriz, for eleita?

Um saco contém sete cartdes indistinguiveis ao tato e numerados de 1 a 7. Foram extraidos
sem reposicdo trés cartdes e dispostos por ordem formando um ndmero.
8.1. Quantos numeros é possivel formar?
8.2. Dos numeros que é possivel formar, quantos
a) tém dois algarismos pares?
b) sdo impares?

Duas prateleiras estdo vazias e cada uma tem espaco para 12 livros. De quantas maneiras
diferentes é possivel dispor 16 livros nas duas prateleiras de forma que fiquem juntos e
encostados a um dos extremos da prateleira e

9.1. *oito em cada prateleira?

9.2. *dez numa prateleira e seis na outra?

*Num debate participam 8 pessoas havendo dois representantes por cada uma das quatro
organizagdes convidadas. De quantas maneiras se podem dispor numa mesa quadrada se
o moderador ficar num dos lados e os participantes em lados opostos de modo que os
elementos da mesma organizagdo figuem juntos e haja o0 mesmo numero de pessoas em
ambos os lados?

Uma sequéncia de letras diz-se um «anagrama» de uma outra se o nimero de ocorréncias
de qualquer letra for igual em ambas. Quantos anagramas existem da palavra margarida?

Considere todos os nimeros que se podem obter alterando a ordem dos algarismos do
numero 2344451.

12.1. Quantos numeros é possivel formar?

12.2. Quantos desses nimeros sao impares?

**Dez livros de Matemadtica e cinco de Fisica vao ser dispostos, lado a lado, numa
prateleira. De quantas formas distintas se poderdo arrumar os livros de modo que ndo
fiquem dois livros de Fisica lado a lado?

De quantas maneiras diferentes podem 8 automadveis ser arrumados num parque com 12
lugares disponiveis?
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15. Considere os pontos (distintos) 4, B, C, D e E pertencentes a uma circunferéncia. Quantas
cordas existem com extremos nestes pontos?

16. Numa gelataria ha oito sabores diferentes, sendo cinco sabores de fruta e ainda sabor a
café, a chocolate e a améndoa. De quantas maneiras é possivel escolher trés sabores
diferentes para um copo, se:

16.2. ndo houver qualquer restricdo?

16.3.  unicamente dois dos sabores forem de fruta?

16.4. pelo menos um dos sabores for de fruta?

16.5. o sabor a café e a kiwi ndo forem pedidos simultaneamente?

16.6.  os sabores a café e a améndoa forem sempre pedidos em conjunto?

17. De quantas maneiras é possivel selecionar cinco cartas de um baralho de 52 cartas de
forma que:

17.2. quatro sejam figuras e uma seja as?

17.3. *duas sejam figuras e trés sejam cartas de espadas?

18. Quantos divisores naturais tem o niimero 2400 = 2° x 3 x 52?

19. Considere um prisma hexagonal reto.

19.2. *Quantas retas distintas passam por dois vértices do prisma e ndo contém
qgualquer aresta do prisma?

19.3. Das retas identificadas na alinea anterior, quantas sdo paralelas as bases?

19.4. Um vértice de uma base e dois vértices da outra base sdo vértices de um mesmo
triangulo.

a) *Quantos desses triangulos existem?
b) **Desses tridngulos, quantos sdo retangulos?

19.5. *Pretende-se pintar as faces do prisma de modo que duas faces com arestas
comuns ndo tenham a mesma cor. Sabendo que existem seis cores disponiveis,
de quantas maneiras diferentes é possivel pintar o prisma?

B
. . . . .

20. Quantos caminhos existem, seguindo as linhas da
quadricula, que liguem o ponto A ao ponto B
passando por C e sem andar da direita para a (e
esquerda nem de cima para baixo?

A®
4.3

1. Determine os valores possiveis de n tais que *'C,,; = 1Cs.

2. O sexto e o sétimo elementos de uma linha do tridangulo de Pascal sdo iguais. Qual é o

elemento central da linha seguinte?

3. Determine C,y4q + 11Cpyp + 12Cpy3 sabendo que 13C, 3 = 1716 e quep < 8.

4. *Sabendo que, dados nimeros naturaisnep,p + 2 < n, que ”Cp = 3432, nCp+2 = 2002

e que "*1C,, 1 = 6435, determine "Cpyq, "1 Cpin, "H2Cphiz € MHECH_ ).
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5. Sabe-se que chi = 4096 (n € N). Determine:

i=0

5.1."71¢,

n+2

5.2, * Z ni2,

i=0

6. Determine o desenvolvimento das seguintes expressdes utilizando a férmula do bindmio de
Newton e simplificando tanto quanto possivel cada uma das parcelas assim obtidas.

6.1 (x —2)°
6.2 (2x +%)4
6.3 G—xz)s

7. Determine, parax > 0, 0 6.2 termo do desenvolvimento pelo bindmio de Newton de cada
uma das seguintes expressoes e apresente-o na forma mais simplificada.

71 (x3 —3)6
’ x

3 8
72 * (x\/E—;)

. . - 2 6 . .
8. *Considere a seguinte expressao A(x)=(;—\/§) . Determine, relativamente ao

desenvolvimento de A(x) pelo Bindmio de Newton, o termo:
8.1 independente de x.
8.2 de grau 3.

9. Utilizando o desenvolvimento do bindmio de Newton, determine o valor de cada uma das
seguintes expressdes, onde nn é um nimero natural.

12 n
9.1 ) C4H(-2)k 92 ) "Ce(-D¥
k=0 k=0

10.**Determine a soma dos coeficientes dos termos de uma forma reduzida do polinémio
(2x — 3)1, utilizando o Bindmio de Newton.
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Probabilidades PRB12

Descritor Texto de Apoio
1.1
1.10 Informagao Complementar para o professor

No Programa optou-se por definir a funcdo probabilidade em P(E), com E finito, e ndo numa
algebra de subconjuntos de um conjunto E, genérico, com o objetivo de fazer incidir a atengao
dos alunos no novo ente matematico “probabilidade”, evitando a introducdo, em simultaneo,
de mais uma outra nocdo (“algebra de conjuntos”) que pouco desenvolvimento poderd ter
num programa que nao inclui o tépico de estruturas algébricas.

No entanto, em turmas mais interessadas, ndo sera de descurar uma discussdo que leve a
construcdo de dominios mais variados para a probabilidade P, partindo, por exemplo, do
menor possivel e examinando de que maneiras pode ser progressivamente estendido.
De facto, uma vez que interessa que seja possivel formular determinadas propriedades
subjacentes ao conceito intuitivo de probabilidade (P(E)=1, P(A)=1—P(A) e
P(AU B) = P(A) + P(B), para 4, B disjuntos), facilmente se mostra que, dado um conjunto E
(universo de resultados) o mais pequeno dominio onde sera razoavel definir uma
probabilidade P, é a classe de conjuntos A = {E,@}. Se, dos subconjuntos de E, s6 se
conhecer (ou soé interessar) a probabilidade de um certo acontecimento A (distinto de E e de
@), entdo bastara tomar como dominio de P a classe A = {E, A, A, ®}. Pode-se ent3o pedir aos
alunos que justifiguem que o mais pequeno dominio, admissivel para uma probabilidade P,
que contém dois subconjuntos A, B de E (distintos entre si e distintos de E e de @), é:

A ={E,AAB,BAUB,AnNB,AUB,AUB,ANB,AnB,AUB,ANB, ¢}

Ou seja, para além dos complementares, ao dominio de P terdo também de pertencer todas as
unides e intersecdes de quaisquer dois conjuntos que pertencam a A (atendendo as Leis de
De Morgan para conjuntos, basta exigir que A contenha, para além de E, o complementar de
cada conjunto de A e a unido de cada dois conjuntos de A ou, em alternativa, o
complementar de cada conjunto de A e a interse¢do de cada dois conjuntos de A).

No caso em que o conjunto E é infinito, poderd conceber-se a possibilidade de determinada
classe A contendo uma infinidade de subconjuntos de E constituir o dominio de uma funcao
de probabilidade, mas nesse caso as condi¢des a que A deve satisfazer e as préprias
propriedades caracteristicas de uma tal fungdo de probabilidade sdo mais restritivas do que as
impostas a uma probabilidade no caso em que A é finito. Nesse caso, para além de
complementares e unides e interse¢des de familias finitas de conjuntos de A, pretendemos
que seja sempre possivel efetuar unides e interse¢des de familias numerdveis (A,,) ey de tais
conjuntos (para que A seja o que se designa por «o-algebra de subconjuntos de E»). Além
disso exige-se, para além das propriedades habituais caracteristicas das fun¢bes de
probabilidade no caso finito, uma propriedade de P que, no caso infinito, ndo se pode deduzir
das restantes. Pretende-se que seja possivel calcular a probabilidade de um conjunto A unido
de uma cadeia numeravel crescente de conjuntos de A, A; € -+ € A,, C -+ por passagem ao
limite da sucessdo de probabilidades P(A,,) dos elementos da cadeia (0 que se chama a “o-
continuidade” de P). A conjuncdo desta propriedade com a aditividade, que ja se impunha a
uma probabilidade no caso finito, é equivalente a chamada o-aditividade, que consiste em
pressupor que a probabilidade da unido de uma familia numeravel de acontecimentos dois a
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dois incompativeis pode ser calculada efetuando a “soma” das probabilidades desses
acontecimentos, entendendo-se esta soma de uma infinidade de parcelas (que é o que chama
a “soma de uma série”) como o limite da sucessdo cujo termo geral é a soma das
probabilidades dos n primeiros acontecimentos da familia, previamente ordenados de modo
arbitrario.

3.1

1. O cédigo de um cofre é formado por 3 vogais seguidas de 4 algarismos. Selecionando um
cédigo deste tipo ao acaso, qual a probabilidade de ter:
1.1 pelo menos duas vogais diferentes e os algarismos todos iguais?
1.2 unicamente uma letra a e dois algarismos iguais a 7?
1.3 *pelo menos um algarismo igual a 4?

2. Num saco existem bolas indistinguiveis ao tato, das quais cinco sdo azuis e numeradas de 1
a 5 e seis sdo vermelhas e numeradasde 6 a 11.
2.1.Extrai-se uma bola ao acaso e observou-se a cor e o niUmero. Qual a probabilidade de
obter:
2.1.1 uma bola com ndmero par?
2.1.2 uma bola azul com numero impar?
2.1.3 uma bola vermelha com um ndmero primo?
2.2.Extraiu-se uma bola e depois outra bola repondo a primeira e observou-se a cor e o
numero de cada uma delas. Qual a probabilidade de obter:
2.2.1 duas bolas da mesma cor?
2.2.2 uma bola com numero par e outra com numero impar?
2.2.3 duas bolas iguais?
2.3.Extraiu-se simultaneamente trés bolas e observou-se a respetiva cor e nimero. Qual a
probabilidade de obter:
2.3.1 trés bolas da mesma cor?
2.3.2 duas bolas com nimero par e uma com nimero impar?
2.3.3 uma bola azul e duas bolas vermelhas, ambas com nimeros pares?

3. Considere todos os numeros compostos por trés algarismos diferentes. Selecionando um
deles ao acaso, qual a probabilidade de:
3.1. ter todos os algarismos pares?
3.2. ser divisivel por 5?
3.3. *ser superior a 250?

4. A Joana e cinco amigos vdo ao cinema e os bilhetes correspondem a seis lugares
consecutivos de uma dada fila. Sabendo que vao distribuir os bilhetes aleatoriamente, qual
a probabilidade de:
4.1. a Joana ficar com um bilhete correspondente a um lugar numa das pontas?
4.2. a Amélia e a Joana terem bilhetes correspondentes a lugares seguidos?
4.3. aJoana e a Luisa ndo ficarem ao lado uma da outra?

5. Considere uma grelha quadrada com 16 quadriculas.
Nesta grelha vao ser colocadas aleatoriamente 8 fichas iguais, ndo mais do que uma por
quadricula. Qual a probabilidade de:
5.1. as duas diagonais ficarem preenchidas?
5.2. unicamente uma linha ficar totalmente preenchida?
5.3. ficarem preenchidas duas colunas?
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. Considere um octégono regular.

6.1. Selecionando dois vértices ao acaso, qual a probabilidade de o segmento por eles
determinado:
6.1.1 corresponder a um lado do octégono?
6.1.2 passar pelo centro do octégono?

6.2.*Selecionando trés vértices ao acaso, qual a probabilidade de o tridangulo por eles
determinado ser retangulo?

. *Uma urna tem 12 cartdes numerados de 1 a 12. Retiram-se sucessivamente dez cartdes e

dispdem-se lado a lado. Qual a probabilidade de:

7.1. ficarem 5 cartdes com nUmeros pares, seguidos de 5 cartdes com nimero impares?
7.2. somente os Ultimos quatro cartdes terem numeros pares?

7.3. os cartdes com os numeros 7, 8 e 9 ficarem seguidos?

. *Escolheram-se aleatoriamente duas das parcelas do desenvolvimento pelo bindmio de

Newton da expressdo (x — 2)'1, com x > 0. Determine a probabilidade de que o respetivo
produto seja negativo.

3.2 . Dado um conjunto finito E, uma probabilidade P em P(E) e dois acontecimentos
A,B € P(E) taisque P(A) = 0,3,P(ANB) =0,2e P(B) = 0,3, determine:
1.1. P(AUB)
1.2. P(AUB)
. Dado um conjunto finito E, uma probabilidade P em P(E) e dois acontecimentos
A,B € P(E), prove que:
21.P(ANB)+P(AuB)=1
22. P(A)+P(B)=P(AUB)
2.3.*P(A) — P(B) =P(AnB) —P(ANB)
24.*P(ANB)=P(A) —P(ANB)
. Dado um conjunto finito E, uma probabilidade P em P(E) e dois acontecimentos possiveis
e equiprovaveis A,B € P(E) taisque P(B N A) = %, P(AUB) = 2 . Determine:
3.1. P(4)
3.2.P(AUB)
3.3 . Prove, dado um conjunto finito E, uma probabilidade P em P(E) e dois acontecimentos

A,B € P(E), P(A) #0,que P(AU B) = 1 — P(A) X P(B|A).

. Seja E um conjunto finito, P uma probabilidade em P(E) e A, B € P(E) tais que

P(ANB) =< P(A) =2P(B)e P(AUB) ==.
2.1. Justifique que os acontecimentos A N B e A N B sdo disjuntos e exprima P(A N B)
em fungdo de P(A).
2.2. Determine:
2.2.1. P(A).

2.2.2. P(A|B).

. Seja E um conjunto finito, P uma probabilidade em P(E) e A, B € P(E) tais que

P(AUB) = g, P(A) = 2P(B) e P(A|B) = %. Averigie se A e B sdo acontecimentos

independentes.
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4. Seja E um conjunto finito, P uma probabilidade em P(E) e A,B € P(E), P(A) # 0.
Prove que P(B|A) = 1 — P(B|A).

5. * Seja E um conjunto finito, P uma probabilidade em P(E) e A, B € P(E). Prove que se A
é independente de B entdo também A é independente de B.

6. **Seja E um conjunto finito, P uma probabilidade em P(E) e A, B € P(E), A possivel mas
nao certo.
Prove que se A é independente de B se e somente se P(B|A) = P(B|A).

7. Duas urnas A e B tém bolas verdes e pretas. A urna A tem 5 bolas verdes e 2 bolas pretas e a
urna B tem 4 bolas verdes e 3 bolas pretas.
7.1. Foi retirada uma bola da urna B e colocada na urna A e, de seguida, foi tirada uma
bola da urna A. Determine a probabilidade de:
7.1.1. obter bola verde sabendo que a bola retirada da urna B era preta.
7.1.2. obter bola preta.
7.2. Foi selecionada uma urna ao acaso e tirada uma bola dessa urna. Determine a
probabilidade de:
7.2.1. ser bola verde sabendo que saiu da urna A.
7.2.2. ser bola preta sabendo que saiu da urna B.
7.2.3. ser bola verde.
7.2.4. ter saido da urna A sabendo que é bola preta.

8. Num saco existem duas moedas falsas e cinco moedas verdadeiras. Vao ser tiradas
aleatoriamente duas moedas do saco, uma a seguir a outra. Qual a probabilidade de:
8.1. as duas moedas serem verdadeiras?
8.2. pelo menos uma delas ser verdadeira?
8.3. asegunda ser falsa sabendo que a primeira era verdadeira?

9. *0O Jodo tem duas moedas no bolso, sendo uma equilibrada e a outra viciada. Sabe que a
probabilidade de sair cara na moeda viciada é 3 Ele retira do bolso uma moeda ao acaso e
langa-a, tendo obtido coroa. Qual a probabilidade de ter lancado a moeda viciada?

10.*Uma caixa tem 20 bolas, das quais 5 sdo brancas e um saco tem 15 bolas das quais
algumas sdo brancas. Ao tirar ao acaso uma bola da caixa e uma bola do saco, a
probabilidade de se obter pelo menos uma bola branca é igual a 75%. Quantas bolas
brancas existem no saco?

11.Uma fdabrica utiliza trés mdaquinas diferentes para produzir um tipo de pegas mas que tém
niveis diferentes de eficiéncia. A maquina A produz metade do total da produgdo e as
magquinas B e C dividem a restante produgdo em partes iguais. Cerca de 98,5% da
producdo da maquina A ndo tem qualquer defeito; a maquina B produz cerca de 2% de
pecas defeituosas e a maquina C tem uma eficiéncia de 97%.
11.1. Selecionando aleatoriamente uma pega desse tipo produzida nessa fabrica qual é a
probabilidade de que seja defeituosa?
11.2. Foi selecionada uma dessas pegas ao acaso e era defeituosa. Qual é a probabilidade
de ter sido produzida pela maquina C?
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Fungdes Reais de Variavel Real FRVR12

Descritor

Texto de Apoio

11

Comentario

Relativamente a este descritor e aos seguintes deste objetivo geral apresentam-se exemplos
gue podem ser propostos aos alunos para chegarem as demonstracdes requeridas. Em alguns
casos (como no que se segue) podera chamar-se a atencdo dos alunos para a conveniéncia em
representar graficamente as posi¢ées numa reta numérica dos valores auxiliares considerados.

1. Considere sucessdes (u,) e (v,) convergentes respetivamente paral e I tais que, a partir
de certa ordem, u,, < v,. Pretendemos provar que | < l’; para o efeito resolva as seguintes

alineas:

1.1 Suponha quel >1['e, sendo § = %,justifique, recordando a definicdo de limite de

uma sucessdo, que existe p € N tal que sen = p entdou, > 1 —94.
1.2 Deduza da alinea anterior que, supondo [ > I, existe uma ordem a partir da qual

+u . ., o~ .
Uy >T' ou seja, v, > l' + § e conclua que, nessa hipdtese, ndo se poderia ter
v, — .
1.3 Conclua da alinea anteriorque I < I'.

1.2
1.3

1. Considere sucessdes (u,) e (vy,) tais que a partir de certa ordem, u, < v,.
1.1 Suponha que limu,, = 400, relembrando o que significa esta afirmagdo. Fixado um
ndmero real L > 0, mostre a existéncia de uma ordem p € Ntal que, sen = p,
v, > L, e conclua que lim v, = +co.
1.2 Suponha agora que lim v,, = —o0. O que pode concluir quanto a limu,,?

1.4

1. Considere sucessdes (u,) e (v,) convergentes com o mesmo limite [ e uma sucessdo (wy,)
tal que, a partir de certa ordem, u,, < w,, < v,.Sejac > 0.
1.1 Utilizando o facto delimu, =1, mostre que a partir de uma certa ordem p;,
l—e<w,.
1.2 Utilizando o facto delimwv, =1[, mostre que a partir de uma certa ordem p,,
w, <l+e.
1.3 Conclua quanto a existéncia e ao valor do limite lim w,,.

2. *Considere sucessdes (u,) e (v,) convergentes com o mesmo limite [ e uma sucessdo (wy,)
tal que, a partir de certa ordem, u,, < wy, < v,. Prove que limw,, = [.

1.5
1.6

Comentario

A demonstracdao dos resultados expressos nestes descritores é consequéncia simples dos
resultados andlogos para sucessoes e das definicdes de limite de uma fungao.

2.1

Informagdao Complementar para o professor

O Teorema dos Valores Intermédios constitui uma propriedade central das fungdes continuas.
A respetiva prova, que necessita em particular do principio do supremo ou de alguma
propriedade equivalente, ndo é requerida neste Programa, sendo aqui apresentada a titulo
informativo.
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Dada uma fungdo f continua num intervalo [a, b] e tal que f(a) # f(b) (podemos supor, por
exemplo, que f(a) < f(b), pois, caso contrdrio, a demonstragdo seria idéntica, mutatis
mutandis), seja A € |f(a), f(b)[e A = {x € [a,b]: f(x) < A}

O conjunto A é ndo vazio (a € A) e majorado (por b), pelo que admite supremo S. Tem-se
S € [a, b], porque b é majorante de A e portanto, por definicdo de supremo, S < b e porque,
por outro lado,comoa € 4,a < S.

E facil verificar que existe entdo uma sucessdo (x,,) de pontos de A que converge para S. Basta

N 1 ., .

observar que, para cadan € N, por definicdo de supremo, S — —ndo é majorante de A, pelo
. . 1

que existe pelo menos um elemento x,, desse conjunto tal que S — - < xp, < S. Pelo teorema

das sucessOes enquadradas, a sucessdo assim construida converge para S e, por definicdo de A4,
satisfaz a f(x,) < Aparatodoon € N.

Assim, por continuidade da fungdo f, passando ao limite na desigualdade f(x,) < 4, f(S) < A

Tem-se f(S) < A < f(b), pelo que S # b. Por outro lado, como S é majorante de 4, para todo
ox €1]S,b], x é estritamente superior a todos os elementos de A e portanto ndo pode ser
elemento deste conjunto, donde, por definigdo de 4, f(x) > A.

Passando ao limite, por continuidade de f em S,
f(S) = lim f(x) =4,
x-S+

donde resulta que f(S) = A pelo que A é um valor tomado por f num ponto S estritamente
situado entre a e b (S ndo pode serigual aa nemab, ja que f(a) < f(S) < f(b)).

Para uma discussdo da legitimidade de se definir uma sucessdo como (x,,) acima, efetuando
uma infinidade de escolhas de elementos satisfazendo a determinadas propriedades, cf. a
“Informacdo Complementar para o professor” na parte final do texto de apoio ao descritor 4.3.

3.1

1. Considere sucessbes (u,) e (v,) tais que lim u, =+ e v, <5—u, para n > 10.
Indique, justificando, qual o limite de v,,.

2. Utilize o teorema das sucessdes enquadradas para calcular o limite de cada uma das
sucessdes cujo termo geral se indica.

sin(nz)
2.1 up = 2n+§
2
2.2.vn=%$a),a€R

n
23.wy, = (%) [cf. FEL12-4.3 exemplo 8.1 para outra abordagem ao cdlculo deste

limite]

5
= 1
{n+1 se n<100 . Justifique que lim w,, = +oco.

3. Sabe-se que lim v,, = 400 e quew,, =
2v, se n=100
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x%+4x

4. Considere a fungdo f definida por f(x) =

x+3
4.1 Calcule lim f(x)e lir;n f(x)
X——00 X—+00
4.2 Sabe-se que uma fun¢do h é tal que Vx € R, h(x) > f(x). Indique o valor de
lim h(x).

X—+00

5. Considere a fungdo g definida por g(x) = Sinx

x2+1
5.1 Determine fungdes f e h tais que f(x) < g(x) < h(x) em R e de modo que:

Jim f(x) = lim h(x) = 0.

5.2 Justifique que liT SLL Y
X—

0 X2+1 -

6 *Considere fungdes f e g definidas em R tais que f é limitada e lin(l) gx)=0.
X—
Mostre a existéncia de uma fungdo h definida em R e de limite nulo tal que
Vx € R, —h(x) < f(x)g(x) < h(x) e conclua que lir%(f(x)g(x)) = 0.
bl

7. Mostre que a sucessdo de termo geral u,, = n*(cosn — 2) tende para —.

8. **Seja, para x € R, E(x) a «parte inteira de x», isto é, o maior inteiro menor ou igual a x,
ou seja, o Unico numero inteiro E(x) tal que x € [E(x), E(x) + 1[.

Calcule o valorde lim (xE (%))

x—07t

2x?

9. *Calculeolimite lim .
Xx—+o0o X+Cosx

10. Considere uma fungdo f : [0,1] — R continua tal que f(0) = 1 e f(1) = 0. Mostre que
existe ¢ €]0,1[ tal que f(c) = c.

11. Sejam f e g duas fung¢Bes continuas num intervalo [a, b], b > a.
11.1 Mostre que se g(a) = f(a) e f(b) = g(b) entdo existe c €]a,b[ tal que
f(e) = g(c).
11.2 Utilize a alinea anterior para mostrar que se g(a) = f(b) e f(a) = g(b), entdo
existe ¢ €]a, b[ tal que f(c) = g(c).

12. Dada uma fungdo f continua num intervalo [a, b], b > a, mostre que se f(a)f(b) <0a
equagdo f(x) = 0 tem pelo menos uma solugdo no intervalo ]a, b|.

13. Dé um exemplo de uma fungdo f definida num intervalo [a,b] , b > a, tal que
f(a)f(b) <0e, paratodoox € [a,b], f(x) # 0.

14. Dé um exemplo de uma fungdo f continua no intervalo ]0,1] tal que:
14.1 f ndo tenha méximo;
14.2  f ndo tenha minimo;
14.3 *f ndo tenha nem maximo nem minimo.

15. Considere a fungdo real de variavel real definida em R\{—1} por
eX~1_1

—— sex<1lAx# -1
x2-1
f(x)=3 k-1 se x=1
1
In(x) se x> 1,
2x—2
onde k é um numero real.
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15.1 *Determine k de modo que f seja continua em x = 1.
15.2 **Indique o valor ldgico da afirmagdo: «Existe um zero da fungdo f no intervalo

[—2,0].»
2sin(x—1) sex>1
Inx
16. Considere a fungdo g real de variavel real definida por g(x) = 2 sex=1
21—_x sex <1
xX“—=7x+6

Estude a continuidade da fungdo g.

17. *Prove que de todos os circulos de diametro inferior a 10 existe um cuja area é igual a 50.

18. Considere a fungdo g definida por g(x) = x%e* em ]—00,%]. Determine o contradominio

da fun¢do g.

4.3

Comentario

Nas condig¢des enunciadas neste descritor (f duas vezes diferencidvel num intervalo I =]a, b|,
a<b,ec€la,b[talquef'(c)=0,f"(c)>0),

f')—f'(c) y f'(x)
———— = lim
x—c

x-ctx —cC

f"(c) = lim >0,
X

1
—-C

donde se conclui a existéncia de um intervalo da forma Jc, ¢ + §[ (6 > 0) no qual f' é positiva.

Com efeito, caso contrario, é facil verificar que existiria uma sucessdo (x,) de limite c, tal que

!
paratodoon € N, x, >ce f'(x,) <0, o que é absurdo ja que, nesse caso, % <0, pelo
o
~ . . ) . JC))
que ndo poderia ter-se llmﬁ > 0, nem, consequentemente, lim,,_, .+ P > 0.
o _

A existéncia da sucessdo (x,,) pode ser justificada, em rigor, da seguinte forma: como estamos
a supor que ndo existe nenhum intervalo da forma]c,c + 6[ no qual f' é sempre positiva,

. ~ 1
podemos construir a sucessdo (x,), escolhendo, para cadan € N, x, €]c,c + Z[n I tal que

f'(x,) < 0 (existe pelo menos um x,, nestas condi¢des, ja que f', por hipétese, ndo é positiva
1

. 1 ~
em todos os pontos do intervalo ]c, ¢ + - [N I). Por construgdo, f'(x,) <0,c <x, <c+ —

pelo que, pelo Teorema das sucessdes enquadradas, x,, — c.

A fungdo f é portanto crescente em [c,c + §[ pelo que, para todo o x nesse intervalo,

f(©) = f(x).

Um raciocinio analogo a esquerda de ¢ permite mostrar que f(c) < f(x) para todo o nimero
real x num intervalo da forma Jc — §,c[, § > 0.

A fungdo f admite portanto um minimo local em c.

Note-se que o minimo é «estrito», no sentido em que f(c) < f(x) para qualquer x # c em
]c — &, c + &8, atendendo a que as monotonias acima referidas para a fungdo f nos intervalos
[c,c + 6[e]c—6,c]sdo também estritas, o que se pode justificar invocando os sinais da
derivada de f em cada um desses intervalos.
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Informagdao Complementar para o professor

A definicdo da sucessdo (x,) na demonstragdo que acabdamos de apresentar envolve uma
infinidade de “escolhas” de elementos satisfazendo a determinadas propriedades (uma escolha
por cadan € N), mas sem se apresentar um processo construtivo para determinar cada x,. A
possibilidade de utilizar em Matematica sucessdes assim definidas é contestada pelos
matematicos ditos “intuicionistas”, os quais, por esse motivo, ndo aceitam as demonstracdes
gue utilizam estes processos nem os resultados para cuja demonstracao é necessario recorrer a
este tipo de abordagem. A legitimacdo destes processos pode ser formalizada através do
chamado «Axioma da escolha»; utilizando a definicao geral de produto cartesiano introduzida
no texto de apoio ao descritor CC12-2.4, esse axioma pode ser formulado através da assercao:

«E ndo vazio o produto cartesiano de uma familia néo vazia de conjuntos ndo vazios»

Ou seja, se considerarmos um produto cartesiano:

[T
Jjej

onde] # @ e, paracadaj €/, Aj # @, o referido axioma garante a existéncia de pelo menos

um elemento desse produto cartesiano, ou seja, de uma familia (xj)je] tal que, paracadaj €

J, xj € Aj, o que corresponde a ideia intuitiva de que podemos “escolher” um x; em cada 4;
(mesmo que J e os A; sejam conjuntos infinitos) e com eles formar a familia (xj)je] (grafico de

uma aplicagdo de dominio J). No caso em que /] = N este axioma permite justificar a existéncia
de sucessdes como a que foi definida na demonstracdo acima. Nas formula¢des da Teoria dos
Conjuntos em que se admite o uso do simbolo de escolha de Hilbert (cf. texto de apoio ao
descritor CC12-2.1) a proposi¢cdo que designamos por «Axioma da escolha» é um Teorema, ou
seja, pode ser demonstrada, muito simplesmente utilizando as propriedades inerentes ao uso
do referido simbolo de Hilbert.

O raciocinio que utilizdmos acima é semelhante ao que se utiliza para demonstrar que sdo
equivalentes as duas definicbes usuais de limite de uma fungdo num ponto, ditas “a Heine” (a
adotada no presente Programa) e “a Cauchy”; mais precisamente, para demonstrar que a
existéncia de limite a Heine implica a existéncia de limite a Cauchy. Prova-se que, de facto, o
Axioma da escolha ou algum recurso equivalente é essencial para que essa implicacdo tenha
lugar; assim, os matematicos intuicionistas ndo aceitam a equivaléncia das duas definicGes,
mas apenas que a definicdo de Cauchy implica a definicdo de Heine. Segundo Cauchy, diz-se
que uma fungdo real de varidvel real f tem limite l num ponto a aderente ao respetivo
dominio Dy se para qualquer § > 0 existir € > 0 tal que, paratodo o x € Dy,

x—al<e=|f(x) =1 <6é.

E bastante 6bvio, atendendo & definicio de limite de uma sucessdo, que, admitida esta
condicdo, se (x,) for uma sucessdo de elementos de Dy convergindo paraa, entdo f(x,)
tende paral; ou seja, se uma fungdo f tiver limite [ em a “a Cauchy” entdo tera limitelem a
“a Heine”. Ja para demonstrar a reciproca, utilizando o método de contrarreciproco, supondo
que f ndo tem limite l em a “a Cauchy”, podemos utilizar o Axioma da escolha para considerar
uma sucessdo (x,,) de elementos de Dy (analogamente ao que atras foi feito) que tende para a
mas tal que f(x,) ndo tende paral, pelo que f ndo tem limite [l em a “a Heine”. Esta ultima
demonstragdo depende assim diretamente do referido Axioma da escolha e prova-se que, de
facto, essa dependéncia ndo é fortuita, mas antes que a referida equivaléncia das duas
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definicGes de limite é em certo sentido equivalente ao referido axioma (qualquer das duas
proposicdes pode ser tomada como axioma, excluindo a outra, de modo a obter-se uma
axiomdtica equivalente).

4.4

Comentario

Dada uma fungdo f diferencidvel num intervalo I e dados quaisquer trés pontos P,QeR
do respetivo grafico, de abcissas em I, xp <xp < xg, 0 Teorema de Lagrange garante
a existéncia de pontos ¢; €]xp,xo[ e c; €]xg, xg[ tais que f’(cl)=w e
QAP
fxr)=f(xq)
fllc) = ———%.

XR—XQ

Observando que ¢; < ¢, obtém-se assim que o grafico de f tem a concavidade virada para
cima (respetivamente para baixo) se f' for crescente (respetivamente decrescente).

Inversamente, se f tem a concavidade virada para cima, dados pontos x < y do respetivo
dominio eh > 0 tal que x + h <y, obtém-se, considerando os pontos do grafico de f de
fOx+h)=f(x) _ f)-fx+h) _ fly+h)—-f ) donde se conclui

h y—(x+h) h ! ’
por passagem ao limite quando h = 0, que f'(x) < f'(y).

abcissasx, x + h, yey + h, que

Na verdade, é facil observar que esta desigualdade é estrita. Caso contrdrio, como ja ficou
provado que f’'é crescente no sentido lato, f' seria constante no intervalo [x,y], o que
contradiz, por nova aplicacdo do Teorema de Lagrange, a hipdtese feita sobre o sentido da
concavidade do grafico de f.

5.1

1. Mostre que o polinémio P(x) = 18x° — 3x* + 1 tem, no maximo, um zero no intervalo

[o:3}

2. Mostre que cada uma das seguintes equagdes tem uma Unica solugdo e determine-a:
2.1 e* =1+ x; [Sugestdo: estude a fungdo f(x) = e* — 1 —x]
2.2 sinx = x. [Sugestdo: estude a fungdo f(x) = sinx — x]

3. *Um polindmio P de grau 5 tem 5 zeros distintos. Mostre que P’ tem 4 zeros.

4. **Admitindo que arcsin é diferencidvel, mostre que para todo o x €] —1,1],
1

1-x2

arcsin’ (x) =

5. **Admitindo que arctan é diferencidvel, mostre que para todo o x€E€ER,
arctan’(x) = Py
Utilize este resultado para mostrar que para todo o x > 0, arctan x + arctan% = %

6. Considere as fungdes f e g definidas pelas expressdes f(x) =In(3x +2) e g(x) =e™*.
6.1 Justifique que f é estritamente crescente e que g é estritamente descrescente,

comecgando por determinar os respetivos dominios.

6.2 Justifique que as fungBes f e g sdo bijetivas quando se toma para conjunto de chegada
o respetivo contradominio, forneca uma express3o para f e g~ e mostre que f 71 é
estritamente crescente e que g~ é estritamente decrescente.

6.3 Esboce os graficosde f, g, f"te g™ 1.

Caderno de Apoio - FRVR12 Pagina 26




1. Esboce o grafico das fungdes definidas pelas seguintes expressoes:

5.2
1
1-x
2
13 f(x) ==
X
14 f(x) = 5~
1.5 f(x) =vx?2 -1
_|x+3]
16 f(x) = 2x+1
53 Nota: Alguns dos seguintes exercicios sé devem ser propostos aos alunos apds o estudo das

. Considere a fungdo g definida por g(x) =e~

. Numas daguas-furtadas, pretende-se abrir uma janela

fungdes trigonométricas, exponenciais ou logaritmicas.

1. Mostre que se x for um nimero real n3o negativo ent3o x > x> se e somente se x estiver

situado estritamente entre 0 e 1. Justifique que existe um e um sé numero positivo que
excede o seu cubo no maximo valor possivel e determine-o bem como esse excesso
maximo.

. Considere um triangulo isésceles [ABC] em que AB = BC = 4. Sendo @ = BAC (medido

em radianos), justifique que existe um valor real de a para o qual é maxima a area do
triangulo e determine esse valor.

. **Mostre que de todas as retas de declive negativo que passam pelo ponto A(a, b),a >

0,b > 0, existe uma que determina com os eixos coordenados um tridngulo de area
minima. Determine-a, mostre que essa reta é paralela a reta r que passa pelos pontos de
coordenadas (0, b) e (a, 0) e que, consequentemente, a reta r e as retas paralelas aos eixos
gue passam pelo ponto A decompdem esse triangulo em quatro tridngulos iguais.

. *Considere a fungdo f definida por f(x) = e*’ —ex? — 2.

4.1 Determine para que valores de k a equagdo f(x) = k é impossivel.

4.2 A condigdo f(x) > a tem como conjunto solugdo a reunido de trés intervalos disjuntos.
Determine os possiveis valores reais de a.

2X P um ponto de abcissa positiva

pertencente ao respetivo grafico e Q a proje¢do ortogonal de P sobre o eixo Ox. Determine

para que valor real da abcissa de P é maxima a drea do tridngulo [OPQ].

retangular de area mdaxima. A janela deve ser aberta
numa fachada em forma de tridngulo isésceles, e dois
dos respetivos lados devem ser paralelos a base do
triangulo, como se ilustra na figura. Representando
esta fachada por [ABC], AB = AC, determine as b
dimensdes da janela em funcdo da base a = BC e da
altura b = AH do triangulo (onde H é, portanto, o
ponto médio do segmento de reta [BC]). 8 ¢

---De >
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7. Considere a fungdo f definida em R por f(x) = e?* — x2,

7.1 Determine o declive da reta secante ao grafico de f nos pontos A e B de abcissa,
respetivamente, —1 e 0.

7.2 Justifiqgue a existéncia de um ponto C do grafico de f em que a reta tangente tem
declive igual ao da reta AB.

7.3 *Determine, utilizando a calculadora grafica, um valor, aproximado as centésimas, da
abcissa de um ponto C nas condi¢des da alinea anterior, justificando a validade do
resultado obtido [ver comentario relativo a utilizacdo das calculadoras que figura no
descritor 5.5].

5.4 1. Uma particula desloca-se sobre uma reta numérica cuja unidade é o metro. A abcissa (nessa
reta) da respetiva posi¢3o no instante t, em segundos, é dada por p(t) = 4t? + 20t.
1.1 Determine a velocidade média entre os instantest = 0 et = 2.
1.2 Calcule a velocidade no instante t = 2.
1.3 Supondo que a particula esteve em movimento entre os instantest = 0et = 8, qual a
velocidade maxima atingida? Qual a aceleracdo da particula nesse instante?

2. Um ponto P desloca-se numa reta numérica no intervalo de tempo I = [0,4] (medido em
segundos), de tal forma que a respetiva abcissa, como fungdo det € [0,4], é dada pela
expressdo x(t) = 5 cos (g t+ n).

2.1 Indique a abcissa do ponto P nos instantest = 0et = 2.

2.2 Determine a velocidade média do ponto P nos dois primeiros segundos.

2.3 Determine a velocidade no instante t = 3.

2.4 Estude a variacdo da velocidade do ponto P, determinando os instantes em que
atinge a velocidade maxima e indicando a aceleragao nesses instantes.

2.5 Determine a aceleracdo média entre os instantest = 2 et = 3.

3. Um projétil foi lancado verticalmente a partir de um avido e a sua altura a (em metros)
em funcdo do tempo t decorrido apdés o lancamento (em segundos) é dada por
a(t) = =5t? + 100t + 1500 .

3.1 Determine a altura mdaxima atingida pelo projétil.
3.2 Determine a velocidade média do projétil nos primeiros 5 segundos.
3.3 Determine a velocidade no instante em que atingiu o solo.

4. *Uma particula a é introduzida num acelerador linear de particulas e submetida desde o
instante inicial a uma aceleragdo constante de tal forma que a respetiva velocidade sofre
um acréscimo de 1000m/s para 5000m/s em 0,001 segundos, instante em que choca com
a parede do acelerador. Determine:

4.1 a aceleracdo da particula.
4.2 o espago percorrido pela particula no referido periodo de 0,001 segundos.
5.5 Comentario

Uma vez que as calculadoras graficas e outros recursos tecnoldgicos apenas permitem obter
valores (em geral aproximados) de abcissas e ordenadas de um numero finito de pontos do
grafico de uma dada fungdo, o facto de se observar com um desses recursos uma interse¢do de
representacdes de graficos de duas dadas fungdes f e g ndo garante sé por si que os graficos
se intersetem de facto ou que as coordenadas desses pontos de interse¢do, observados nas
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referidas representa¢des graficas, sejam aproximag¢Ges adequadas das coordenadas de
eventuais reais pontos de interseg¢do dos graficosde f e g.

Inversamente, o facto de ndo se observar nenhuma intersecdo numa dessas representacoes,
ndao garante que os graficos ndao se intersetem de facto no intervalo considerado. Como
exemplo da primeira situacdo basta pensar no grafico da funcdo e*; como é sabido, n3o
interseta o eixo dos xx, mas é facil escolher um intervalo de extremos negativos ainda passivel
de ser representado nas calculadoras graficas e no qual o grafico da funcao se confunde com
um segmento do referido eixo dos xx, mesmo alterando arbitrariamente as escalas dos eixos,
dadas as limitacdes acima referidas destes meios tecnolégicos. Quanto as outras situacdes, é
possivel que se observem determinadas interse¢des que de facto representam apenas pontos
suficientemente préximos dos graficos para que se confundam na referida representacao
(como no caso referido da exponencial e da constante igual a 0) enquanto existem intersecdes
reais dos graficos em regiGes em que nada se deteta na representacao grafica porque, por
exemplo, uma ou ambas as fung¢bGes sofrem “grandes oscilagdes” na vizinhanga de
determinados pontos, mas que ndo sdo detetadas por ocorrerem em intervalos do dominio
situados entre dois valores consecutivos das abcissas dos pontos dos graficos efetivamente
representados no ecra.

No entanto, é possivel em muitos casos garantir a priori que o que se observa nas
representacoes graficas obtidas, por exemplo, nas calculadoras, corresponde, de facto a
aproximacdes, até determinada ordem decimal, de abcissas e ordenadas de pontos de
intersecdo de graficos de duas dadas fungdes f e g. Um dos instrumentos tedricos que pode
ser utilizado para esse efeito é o Teorema dos valores intermédios para fungdes continuas; por
exemplo, se f e g forem continuas em determinado intervalo [a,b] e f(a) < g(a), mas
f(b) > g(b) entdo é seguro que os graficos de f e g se intersetam em pelo menos um ponto
do intervalo Ja, b[. Com efeito, nesse caso, a fungdo f — g é negativa em a e positiva em b,
pelo que o referido Teorema garante que tem de se anular em algum ponto de ]a, b[. Nesse
caso, a e b sdo, portanto, em particular, aproximacgGes, respetivamente por defeito e por
excesso, de qualquer solugdo da equagdo f(x) = g(x) nesse intervalo, como é ébvio. Assim, se
a e b forem suficientemente préximos, podemos obter uma aproximacgdo de uma tal solucdo
(que sabemos a priori existir), com determinado nimero de casa decimais exatas.

Deste modo, com a informagdo a priori de que as fungdes f e g sdo continuas, podemos depois
utilizar um recurso tecnoldgico para examinar os graficos de f e g e, se detetarmos intervalos
como o intervalo [a, b] acima referido, podemos concluir que determinados pontos de
intersecdo observados nas representagbes obtidas para os graficos de f e g tém por abcissa
aproximagdes de solugBes da equagdo f(x) = g(x) até uma determinada casa decimal.

Note-se que, apenas com as informacgdes referidas, ndo é ainda possivel concluir, em geral, que
os valores das ordenadas dos pontos de interse¢do observados nas representagdes graficas
sejam aproximacOes adequadas dos valores de f e g nos reais pontos de intersecdo dos
graficos, ja que os valores dessas fungdes poderiam oscilar fortemente na vizinhanga de uma
solugdo da referida equacgdo f(x) = g(x). Um caso interessante em que, pelo contrario, se
podem extrair informag¢des adequadas acerca das ordenadas dos pontos de interse¢do ocorre
quando, além do que se supds, f (respectivamente g) é mondtona em [a, b], ja que, nesse
caso, os valores de f (respectivamente g) em a e b enquadram eles préprios os valores da
fungdo numa solugdo da referida equagdo. Além disso, se f — g for também estritamente
mondtona em [a, b] (o que acontece, por exemplo, se uma das funcdes for crescente e a outra
decrescente), essa monotonia permite garantir a unicidade do ponto de interse¢do dos graficos
no referido intervalo e utilizar com confianga os resultados observados em intervalos contendo
o ponto de interseccdo, tdo pequenos quanto a capacidade da calculadora o permitir, ja que,
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nesses intervalos, teremos os mesmos resultados de comparacdo das duas fungdes nos
respectivos extremos que supusemos para o intervalo inicial [a, b] (f — g terd sempre sinais
contrarios a direita e a esquerda do valor em que se anula).

Nos exemplos seguintes exploram-se algumas situagdes afins das que se acabaram de

descrever.

1. Considere as funcdes f e g definidas por f(x) =In(2x?—1) e g(x) =2 — e +D?

Pretende-se estudar as possiveis interse¢des dos graficos de f e g no intervalo |—2,—1[,

obtendo valores aproximados para as abcissas e ordenadas dos pontos de intersec¢ao. Para

o efeito resolva as seguintes alineas:

1.1 Mostre que a fungdo f é decrescente e a fungdo g crescente no intervalo |—2, —1[.

1.2 *Utilizando a alinea anterior, prove que os graficos das fungbes se intersetam num
Unico ponto de abcissa no intervalo]—2,—1[ e, utilizando a calculadora grafica,
determine um valor aproximado as centésimas para as coordenadas desse ponto,
explicando por que razdo se pode garantir a validade do resultado obtido.

2. Considere as fungdes f e g definidas por f(x) =1+ 2sinxe g(x) = xTH
2.1 Determine o contradominio de f.
2.2 Justifique que se o gréfico de g intersetar o grafico de f, a abcissa do ponto de
intersecdo pertencerd ao intervalo [—3,5].
2.3 Considere a fungdo h definida por h(x) = f(x) — g(x). Determine h(—3), h(—2),
h(0) e h(3) e identifique trés intervalos disjuntos de nimeros reais aos quais pertenca
pelo menos um zero da fungdo h.
2.4 Utilizando a calculadora grafica, determine valores aproximados as décimas para as

solugBes da equacdo f(x) = g(x).

3. No gréfico junto estd representado o
grafico da fungdo f definida por il
f(x) = x?e* e uma retat com declive
—0,2 e tangente ao gréafico de f no 2
ponto A de abcissa no intervalo A
1-2,—1[.
3.1 *Prove que o ponto do grafico que B T
admite reta tangente com o
menor declive possivel tem
abcissa —2 ++/2 e indiqgue um
valor aproximado as décimas
desse declive.
3.2 Justifique que existe pelo menos um ponto do grafico no qual a reta tangente tem
declive —0,2 e determine as coordenadas do ponto A, recorrendo a calculadora
grafica e apresentando valores aproximados as centésimas.

-
/
-

4. Prove que a equagdo sin(x) = x + 1 tem uma solugdo no intervalo [— T, O] e, utilizando uma
calculadora grafica, indique, justificando, um valor, aproximado as décimas, dessa raiz.
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Trigonometria TRI12

Descritor

Texto de Apoio

11

Comentario

Antes de se abordarem as demonstracdes das férmulas trigonométricas para o seno e o
cosseno da soma de angulos é conveniente ter bem presente como se obtém imediatamente
as medidas de comprimento dos catetos de um tridangulo retangulo através da medida de
comprimento da hipotenusa e do seno e cosseno de um dos angulos agudos do triangulo. E
6bvio, da prépria definicdo destas razdes trigonométricas, que se for dado um tridngulo [ABC],
retdngulo em B, e sendo a o angulo interno de vértice em A e h a medida de comprimento da
hipotenusa, entdo a medida de comprimento do cateto adjacente a a é dada por hcosa e a
medida de comprimento do cateto oposto a a é dada por hsina. Ou seja, em certo sentido
podemos dizer que para obter o comprimento da projecdo ortogonal de um segmento em
determinada dire¢do basta multiplicar a medida do comprimento do segmento pelo cosseno do
(menor) angulo entre a reta suporte do segmento e essa direcdo e para obter o comprimento
da projecdo do mesmo segmento numa direcdo perpendicular a inicial basta multiplicar a
medida do respetivo comprimento pelo seno do referido angulo. Assim, em construcGes
envolvendo direcdes mutuamente perpendiculares torna-se facil exprimir rapidamente o
comprimento de projecdes de segmentos em pares de tais direcdes usando apenas razdes
trigonométricas de um angulo.

As formulas trigonométricas expressas neste descritor e no seguinte, em conjunto com as que
permitem calcular as razbes trigonométricas de um angulo de amplitude igual a metade da
amplitude de um outro angulo do qual se conhecem as razdes trigonométricas (facilmente
dedutiveis destas), permitiram, desde a Antiguidade (com Hiparco, por exemplo, matematico
da Escola de Alexandria, que viveu no século Il a.C.) a elaboracdo de tabelas trigonométricas
com precisdo suficiente para as inUmeras aplicacdes em que desde entdo se utilizou a
Trigonometria, nomeadamente em Astronomia, Cartografia, etc. Nos exemplos 4, 5 e 6 do
texto de apoio ao descritor 4.1 abaixo exploram-se estas questGes, estabelecendo-se as
féormulas para o seno e cosseno “do meio angulo” e requerendo-se a constru¢do de uma
pequena tabela trigonométrica, partindo de valores exatos facilmente dedutiveis de alguns
angulos e utilizando em seguida féormulas trigonométricas para se passar para os restantes
angulos da tabela.

Apresentam-se em seguida exercicios tendo por objetivo a justificacdo das referidas férmulas
para o seno e o cosseno da soma de angulos; nestes exemplos utilizam-se apenas argumentos
de geometria sintética mas no texto de apoio ao descritor 1.2 apresenta-se outro exemplo em
que se obtém as féormulas (tanto as que constam do descritor 1.1 como do descritor 1.2)
utilizando o conceito e propriedades do produto interno de vetores.

1. Considere dois dngulos adjacentes a e 8 de vértice O cuja
unido é um angulo agudo. Pretendemos deduzir as
formulas que permitem calcular o seno e o cosseno de
a + [ em fungdo do seno e do cosseno de a e 5. Para o
efeito, no lado do angulo  que ndo é comum ao angulo
a, considere um ponto P tal que OP =1, sejam P’ e P"’
as projecOes ortogonais do ponto P nas retas suporte
respetivamente do lado comum aos dois angulos e do
outro lado do angulo a e resolva as seguintes questdes:
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1.1 Justifique que os pontos P’ e P’ estdo, respetivamente, nos referidos lados dos dangulos
B e aequePP” =sin(a + ), OP” = cos(a + B), PP’ = sinf e OP" = cos .

1.2 Justifique que o dngulo P'PP'’ é igual ao angulo a.

1.3 Considere o ponto Q, projecdo ortogonal do ponto P’ na reta PP, justifique que fica
situado entre os pontos P e P e, utilizando o tridngulo retadngulo [PQP’], prove que
PQ = sinf cosa.

1.4 Considere o ponto Q' projecdo ortogonal do ponto P’ na reta OP", justifique que o
ponto P’ fica situado entre os pontos O e Q’, utilizando o tridngulo retangulo [0Q'P’],
prove que P’—Q’ = cos f§ sina e conclua que W = cosfsina.

1.5 Conclua das alineas anteriores que sin(a + ) = sina.cosf + cosa.sinf.

1.6 Utilizando novamente os tridngulos retdngulos [PQP'] e [0Q'P’] prove que
P7Q" = QP’ = sin B sina, que 0Q" = cos 8 cos a e conclua que
cos(a + B) = cosa.cosff —sina.sin .

2 **Considere dois angulos agudos adjacentes a e 3, de
vértice O, cuja unidao é um angulo obtuso. Utilizando
uma construcdo idéntica a do exercicio 1, ilustrada na
figura ao lado, e as extensdes a angulos obtusos das
defini¢cdes do seno e do cosseno, demonstre que
sin(ed + B) =sina.cosf +cosa.sinfeque el N______f
cos(a + B) = cosa.cosf — sina.sin 8, comegando
por justificar que o dngulo PP'Q é igual ao angulo OP'Q’
e comparando os respetivos seno e cosseno com 0 seno — — —
e o cosseno do angulo a.

3 *Com base nos resultados do exercicio 1, mostre que dados dois angulos adjacentes a e §3,
de vértice O, a obtuso, cuja unido é um angulo convexo, podem obter-se, também
para estes angulos, as formulas sin(a+ ) =sina.cosf +cosa.sinff e
cos(a + B) =cosa.cosf —sina.sinf, comegando por exprimir « como a' +p, a'
agudo e p reto, comparando o seno e o cosseno de @ + S com o seno e o cosseno de
a' + B e oseno e o cosseno de @ com o seno e o cosseno de a'.

4 **Considere dois angulos adjacentes a e 8, de vértice
O, a obtuso, cuja unido é um angulo convexo.
Utilizando uma construgdo idéntica a dos exercicios 1 e
2, ilustrada na figura ao lado, e as extensdes a angulos
obtusos das definigdes do seno e do cosseno,

4.1 Justifique que o angulo PP'Q é igual ao angulo
OP'Q' e compare os respetivos seno e cosseno
com o seno e o cosseno do angulo a.

4.2 Demonstre que:
4.2.1 sin(a + ) =sina.cosf +cosa.sinf
4.2.2 cos(ex+ B) =cosa.cosfB —sina.sinf

Comentario

Uma vez demonstrada, para quaisquer angulos « e (8 tais que a + 8 é um angulo convexo, a
relagdo sin(a + B) = cosa.sinfB + sina.cos 3, também seria possivel provar rapidamente
a identidade analoga para o cosseno da soma utilizando as igualdades referidas no descritor
1.13. Com efeito, sendo p um angulo reto:
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e Sea+ f éum angulo agudo (em particular a e § sdo agudos):
cos(a +B) =sin(a+ B+ p) =sina.cos(f + p) + cosa.sin(B + p).
Como 8 + p é obtuso,
cos(B + p) = —cos(p —B) = —sinB esin(f + p) = sin(p —B) = cosf.

e Sea + f éobtuso (em particular 2p — (a + ) é agudo):
cos(a +B) = —cos(2p— a—pB) =—sin(3p — a — B).

Um dos angulos @ ou 8 é agudo. Suponhamos que é o angulo «a. Entdo,
—sinBp — a —f) =—sin((p— &)+ (2p - p)) =

= —sin(p — a).cos(2p — B) — cos(p — a) .sin(2p — B)
= —cosa.(—cosfB)—sina.sinf.

Em ambos os casos, cos(a + ) = cosa.cosfS — sina.sinf.

1.2

Comentario

Dado um angulo convexo a de amplitude superior a de um angulo convexo (8 e sendo y tal que
B + v = a, ou seja, por definigdo, tal quey = a — [ (y, obviamente, é convexo), as formulas
enunciadas neste descritor sdo equivalentes as igualdades

(1) cosy = cos(y + B) cos B + sin(y + B) sin 8, siny = sin(y + ) cos B — cos(y + B) sinp,

gue podem ser facilmente verificadas utilizando as identidades referidas no descritor 1.1 e a
férmula fundamental da trigonometria. Por exemplo:

cos(y + B) cosf + sin(y + B) sin B
= (cosy cos B — siny sin ) cos § + (siny cos 8 + cosy sin ) sin 8
= cosy cos? B — siny sin B cos B + siny cos  sin B + cosy sin? B
= cosy (cos? B + sin? B) = cosy

De modo analogo, admitindo os resultados expressos no descritor 1.2 seria facil provar as
féormulas do descritor 1.1. Com as notag¢des acima introduzidas, estas ultimas formulas podem
escrever-se (para a soma dos angulos y e 3):

(2) cosa = cos(a — B) cos B — sin(a — B) sin B, sina = sin(a — B) cos B — cos(a — B) sin

o que pode ser verificado reproduzindo, mutatis mutandis, os cdlculos anteriores, relativos as
féormulas em (1), desde que se admitam os resultados do descritor 1.2. Assim, recorrendo
também aos argumentos apresentados na parte final do texto de apoio ao descritor 1.1, basta
demonstrar uma das formulas em (1) ou em (2) para obter as restantes e portanto todas as que
constam dos descritores 1.1 e 1.2.

No exemplo seguinte explora-se um método de demonstracdo da primeira formula em (1),
acima, que tira partido da noc¢ao e propriedades do produto interno de vetores do plano. Para
que a alinea 1.2 possa ser resolvida com facilidade é conveniente fazer preceder a resolugdo
deste exercicio de consideragdes como as que se acabaram de apresentar.

1. Considere dois angulos convexos y e 8 tais que &« = y + [ é um angulo convexo. Fixado um

referencial ortonormado do plano considere os vetores i e ¥ de coordenadas

respetivamente (cos @, sina) e (cos 8, sin 8).

1.1 Mostre que o angulo entre os vetores Ui e ¥ tem amplitude igual a de y e obtenha uma
equacdo envolvendo razGes trigonométricas dos angulos a, e y exprimindo o
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produto interno . ¥ de dois modos distintos: fazendo intervir o 4ngulo entre os dois
vetores e utilizando diretamente as coordenadas de i e .

1.2 *Deduza da alinea anterior as férmulas trigonométricas para a soma e diferenca de
angulos, no quadro dos angulos convexos.

13

Comentario

Tendo em conta as férmulas conhecidas para
angulos convexos, estas igualdades generalizadas
sdo consequéncias simples da definicdo do seno e
do cosseno de um ndmero real.

Por exemplo, tomando a,f € E,n], por

definicao,
sin(a + f) = —sin(a + f —m)

=-sn((«-3)+(o-3))
-sin(a - 3)cos -3

—cos(a—g)sin(ﬂ—g) =

sina cos f + sin 8 cos a.

Estas férmulas generalizadas também poderiam ser obtidas invocando as propriedades do
produto interno de vetores, por um processo analogo ao utilizado no exemplo do texto de
apoio ao descritor 1.2. Inversamente, uma vez demonstradas estas férmulas generalizadas (o
gue, como se viu, também pode ser feito sem invocar conhecimentos de célculo vetorial)
poderiam ser utilizadas para obter a expressao do produto interno de dois vetores do plano a
partir das respetivas coordenadas, adotando, em certo sentido, o caminho inverso ao descrito
no referido exemplo. Para o efeito bastaria notar que, dados dois vetores n3o nulos i e ¥ do
plano podemos sempre representa-los na forma:

u = [l v = 191,

onde i’ e v sdo vetores de normale tém portanto coordenadas (em dado referencial
ortonormado) da forma (cosa,sina) e (cos,sin ) para certos angulos de medida de
amplitude respetivamente a e § em radianos, sendo entdo o produto interno dos dois vetores
dado por:

u. v = ||u]l||?]| cos(a — B) = ||u]|||?]|(cos @ .cos f + sina.sin B)
= |||l cos a. ||¥|| cos B + |||l sina. ||¥|| sin B = u vy + u,v,

onde (uq,u,) e (v4,v,) sdo as coordenadas respetivamente de 1 e ¥ no referido referencial.

A partir desta féormula para o calculo do produto interno seria agora possivel voltar a obter a
conhecida propriedade algébrica do produto interno relativamente a soma de vetores (cf.
descritor GA11-2.9) que no 11.2 ano foi utilizada precisamente para em seguida demonstrar a
férmula para o calculo do produto interno a partir das coordenadas.
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2.1

Informagdao Complementar para o professor

Consideremos, fixado um referencial ortonormado, o angulo
. . s . . .
orientado de medida x € [O'E[ radianos cujo lado origem £

coincide com o semieixo positivo das abcissas.

Consideremos ainda a intersecdo A do lado extremidade
deste angulo com a circunferéncia trigonométrica e o ponto
A' simétrico de A relativamente ao eixo da abcissas.

o

E bastante intuitivo reconhecer que uma corda tem comprimento inferior ao arco que
subtende. Assim, sendo 2sin x a medida do comprimento de [AA'] e, por defini¢do de radiano,
2x a medida do comprimento do arco AA’ conclui-se que 2sinx < 2x, ou seja, que sinx < x.

Este resultado pode ser tornado mais rigoroso se Ak A=
definirmos adequadamente o que se entende C

por comprimento de um arco. Em geral, o o
comprimento I(C) de wuma linha C de
extremidades A e B, é definido como o supremo
dos comprimentos das linhas poligonais de
extremidades A e B cujos vértices pertencem a
C, e estdo ordenados por um processo que
corresponde intuitivamente a um percurso ao
longo da linha em determinado sentido, adiante
designadas por «linhas poligonais inscritas em C».
Este conceito ja foi abordado no caderno de apoio do 11.2 ano, a propdsito do descritor TRI11-
6.1, no caso particular de arcos de circunferéncia e, nesse caso, que é o que serd invocado para
obter o resultado expresso neste descritor, a “ordenag¢do dos vértices da linha poligonal” pode
ser facilmente definida através da ordenagdo de angulos ao centro da circunferéncia, como se
explica no referido texto de apoio.

B=A4

Note-se que nada impede, a partida,

que um tal supremo ndo exista.

Nesse caso, existem linhas

poligonais inscritas em C de medida

de comprimento arbitrariamente

grande. Diz-se entdo que a linha C

tem «comprimento infinito».

E por exemplo o caso da linha conhecida como «floco de von Koch», ou «curva de Koch», que é
uma linha continua obtida com “limite uniforme” de uma sucessao de linhas poligonais nela
inscritas, das quais se apresenta um exemplar na figura acima, e que tém comprimentos a
tender para mais infinito.

N&o é, no entanto, o caso dos arcos de circunferéncia, como iremos confirmar mais adiante.

E imediato, com esta definicdo, que a medida de comprimento de qualquer linha poligonal
inscrita em C é inferior ou igual 8 medida de comprimento de C. Sendo [AA'], em particular,

uma linha poligonal inscrita no arco AA', AA’ < l(A/E') o que justifica a desigualdade acima

obtida: sinx < x, parax € [0,%[.
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Resta-nos ainda verificar que tanx > x.
Esta desigualdade ¢é relativamente imediata fazendo /

consideracOes sobre as areas. Designando por B a projecao ‘
ortogonal de A no eixo das abcissas e por C o ponto da

semirreta OA cuja projeg3o ortogonal no eixo das abcissas é o x

ponto D(1,0), a medida da drea do tridngulo [OCD] é ° s o

superior a do setor circular OAD . Tem-se portanto
1 x .
Stanx >~ 12, ou seja, tan x > x.

Este ultimo resultado pode igualmente ser obtido recorrendo diretamente a definicdo de
comprimento do arco AD, evitando-se assim o recurso a propriedades das areas que, sendo
bastante intuitivas, requerem, para a respetiva justificacdo rigorosa, uma teoria mais complexa.

Tragando uma sequéncia de n = 2 semirretas Sy
(1<k<n) de origem em O e de declive A1=C
decrescente, comS; = OC e S, = OD, designando
por A, e A, as intersecdes respetivamente de S

com o arco AD e com o segmento de reta [CD], A

poderd mostrar-se que paral <k <n, Apdriq <

ATAL.,. Com efeito, fixado k (1<k<n) o e
segmento [AiAk+1]€ “base” do tridngulos isésceles _——
[0AkAg41]; além disso, considerando o ponto Ay Al

da semirreta OAtal que OA} = 04, o tridngulo Vz AAEREAD

[0A} AJ+1] € um tridngulo isdsceles semelhante ao
triangulo [0A, Ay 41] (pelo critério LAL), pelo que,
em particular, é agudo o angulo 04}, A).

Em contrapartida é obtuso o angulo OAj .4} por ser dngulo externo adjacente a um dos
angulos agudos do triangulo retangulo [0DA) ], pelo que o ponto A}/ situa-se entre o ponto
O e o ponto Aj.

Entdo temos, por um lado A} Aj . > AYAye1, @ —
que o lado [A}A}44] do tridngulo [A} A} Aj 1] nele

se opde ao angulo obtuso A} A} A}, (suplementar

A "o ‘ f A=A
do dngulo agudo OA} Aj..1), pelo que é o maior dos L Ak Ak

N vy
lados desse triangulo e, por outro, A A, = ARX
ApAr+1, pela semelhanga dos tridngulos isdsceles \ N
[0A4} A} +1] e [0AxAxi1] (com efeito, para ) -

1<k<n-—1, tem-se obviamente O0A'j;; > Akt
OAy 41 porque [0A} 1] é hipotenusa do tridngulo
retangulo [0DA},] e OA;,; = OD). Concluimos
assim que, de facto, A} A}, > AxAysr- o D

Somando estas N desigualdades obtém-se entdo que o comprimento da linha poligonal de
vértices Ay, A,,... A,, é inferior a CD.

A medida de comprimento CDé portanto superior & medida de comprimento de qualquer linha
poligonal inscrita no arco AD. Por defini¢do de supremo, tem-se [(AD) < CD. Este resultado,
assim demonstrado com rigor, tem também como consequéncia que os arcos de circunferéncia
tém efetivamente um comprimento (finito). A majoracdo obtida permite mesmo concluir
facilmente que os arcos de circunferéncia de amplitude igual a metade do angulo reto (caso em
que o tridngulo [ODA7] é isdsceles), tém comprimento majorado pelo comprimento do raio da
circunferéncia, pelo que, em particular T < 4.
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3.2 1. Esboce o gréfico das seguintes funcdes nos intervalos indicados, indicando, para cada uma
delas, o periodo positivo minimo, o contradominio e os zeros.
1.1.f(x) = sin (x + %) em [0,27] ;
1.2.f(x) = 2sin(3x) —vV/2 em [— n,n[;
. (1
1.3.f(x) = sin (Ex) em [— 2, Zn[;
. T
1.4.f(x) =1 —sin (Zx + 5) em [—n,n[;
1.5.f(x) = cos(2x) + 1 em [r, 37] ;
1.6.f(x) = 2 cos (x - g) + 1em [0,27] ;
m 3w 5m Tm
1.7.f(x) = tan(4x) — 1 em [O,n[\{g,?,?,?} ;
T 3
1.8.f(x) = 3 tan (x +Z) ++/3 em [—n,n[\{—r,z} .
33 Comentario

Este descritor refere, no caso unidimensional, a Relacdo Fundamental da Dinamica. Esta
Relacdo estabelece a proporcionalidade, em cada instante, entre a for¢ca a que se encontra
submetido um ponto material e a respetiva aceleracdo, com constante de proporcionalidade
igual a massa desse ponto. Sendo um resultado que esta, historicamente, na génese do prdprio
calculo diferencial, e tendo em conta a importancia que o presente Programa confere a
modelacdo do real, este principio deve ser conhecido pelos alunos, mesmo por aqueles que
nao frequentaram a disciplina de Fisica.

A Relagdo Fundamental da Dindmica, em conjung¢ao com a Lei de Hooke, permite evidenciar de
forma simples um comportamento de oscilagdo harmodnica. Esta lei diz essencialmente que
uma mola, fixada numa extremidade, exerce sobre um ponto material P, de massam > 0,
colocado na outra extremidade, uma for¢a de intensidade proporcional a distancia d(P,P,) e
de sentido igual ao do vetorP—Pe), onde P, é a posicao de equilibrio que o ponto P ocupa
qguando a mola se encontra em repouso.

Designando por p(t) e por p, as abcissas dos pontos P e P, respetivamente, por x(t) a
diferenga p(t) — p. e por k > 0 a constante de proporcionalidade entre a intensidade da forga
exercida pela mola e a distancia d(P, P,), a intensidade algébrica da for¢a exercida sobre P no
instante t é dada por F(t) = —kx(t). Tem-se assim:

mx"'(t) = m(p(t) —p.)" =mp"(t) = F(t) = —kx(t).

O deslocamento x(t) satisfaz portanto a equagdo diferencial x"(t) = —ax(t), onde
a= x > 0.
m

E imediato verificar que as funcdes da forma x(t) = acos (\Jat +b), onde a e b sdo
constantes reais, sdo solu¢des desta equacdo diferencial. Prova-se também que todas as
solu¢Ges sdo desta forma, pelo que esta classe de fun¢bes descreve completamente os
possiveis movimentos de um ponto material nas condi¢des acima descritas, ou seja,
apresentou-se assim um modelo matematico, fundamentado em leis da Fisica, que descreve o
movimento oscilatdrio do ponto P.
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4.1

1. Determine os valores exatos de:

2 51

s Y
2= 1.3 sin>= cos>—
8 8 8

. T s s .
1.1 ZSII‘IECOSE 1.2 cos 5~ sin

2. Calcule sin(2a), cos(2a) e tan(2a) sabendo que cos(a) = g ea € [0,%[.

3. Resolva, em R, cada uma das seguintes equacdes:
1, V3
3.1 S sinx +7cosx =1;

1 V3 . 1
3.2 -cosx ——sinx =—;

2 2 2

V2, V2 V3

3.3 —sinx ——cosx = —;
2 2 2
. V6
3.4 *sinx + cosx = -

3.5 cos?x —sin?x = %;
3.6 *cos(2x) —3sin(x) —2=0;

%% SIn(2x)
3.7 1+cos(2x) \/§

4. *Dado um angulo convexo 6 pretendemos obter
, 6
formulas para o seno e o cosseno de 2 em

funcdo do cosseno de 0. Para o efeito considere
uma circunferéncia de raio 1 centrada no vértice
0 do angulo 8 e o 4ngulo 8’ de vértice P, inscrito
na circunferéncia, com um dos lados contendo
um dos lados do angulo 8 e compreendendo
entre os seus lados o mesmo arco de
circunferéncia que o angulo 8, tal como
representado na figura (representa-se o caso em
que 8 é agudo, mas o argumento vale para
qualquer angulo convexo).

Sendo Q o ponto intersecdo com a circunferéncia dos lados ndo colineares dos angulos 8
e 0’ resolva as seguintes alineas:

4.1 Justifique que g = g.

4.2 Considere a proje¢cdo ortogonal R do ponto Q na reta suporte dos lados
colineares dos angulos 8 e 8’ e a projecdo ortogonal S do centro O da
circunferéncia no outro lado do angulo 8'. Invocando o teorema de Pitagoras

2
relativo ao tridngulo [PRQ] prove que sen? 6 + (1 + cos 0)? = (2 cos g) .

, . 6 1+cos@ . 6 1-cos#@
4.3 Deduza da alinea anterior que cos- = ’T e conclua que sin- = ’T

- , 6 .
5. **Utilizando a férmula cos(2a) = cos? @ — sen? & com a = Je exprimindo ambas as

~ . - 6 . .
razoes trigonométricas dezenvolwdas na férmula apenas no seno ou no cosseno do

A (2] 14+cos @ . 0 1-cosé@ A
mesmo angulo, deduza que cos— = |— —equesin_= |——para qualquer angulo

convexo 6.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Utilize as férmulas do seno e do cosseno da metade do angulo (cf. exercicios 4. e 5.
acima) e do seno e do cosseno da soma de angulos para cumprir as seguintes tarefas:
6.1 Construa uma tabela trigonométrica com os valores exatos dos senos, cossenos
e tangentes dos angulos agudos de amplitude multipla de 7,5° e, utilizando uma
maquina de calcular, compare os valores obtidos com os fornecidos pela
maquina.
6.2 *Utilizando a alinea anterior determine o valor exato das razdes trigonométricas
do angulo de 18° 45’,

Determine o dominio e os zeros da fungdo g definida por g(x) = sin(2x) — tan x.

Estude a monotonia e os extremos relativos da fungdo f definida no intervalo [0, ] por

f(x) =3sinx — %(u) e indique o respetivo contradominio.

x—sinx

. Averigue se o grafico da funcdo f definida por f(x) = pyemu il 10,27[ admite assintotas
2

verticais.
sin(x)
Considere a fungdo f definida por f(x) = { |x]
1 se x=0

sex+0

10.1 Averigue se f é continua em x = 0.

10.2 Prove que areta de equagdoy = —% + 1 é tangente ao graficode f em x = m.
4cos(x) L3
. S€X * >

~,sendo k um ndmero real.

Considere a fungdo g definida por g(x) =
k se x =7

. . , s
Determine o valor de k de modo que g seja continuaem x = >
2x%-5x-3

sin(3—x)

7sin(%) se3<x<3+4+nm

se3—nm<x<3
*Considere a fungdo h definida por h(x) =

Averigule se h é continua em x = 3.

Determine, utilizando a definicdo, a derivada de cada uma das seguintes fungdes em
x=0eemx =m.
13.1 f(x) = sin(2x) 13.2. f(x) = cos(2x) — 1 13.3. f(x) = tan(2x)

Calcule, nos pontos em que existe, uma expressao da derivada da funcdo definida por:
14.1 f(x) = 3cosxsin(2x);

142 f(x) = —%,

1+sinx’

143 f(x) = tanx + ﬁ
144 f(x) = \/%
145 *f(x)=In (J@ * 1)'
sinx+cosx

Mostre que a funcdo definida pela expressdo f(x)=mé decrescente em

qualquer intervalo em que se encontre definida.
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16. Depois de reduzir o intervalo de estudo, sempre que possivel, por argumentos de paridade
e de periodicidade, estude os intervalos de monotonia das seguintes funcdes.

16.1  *f(x) = sin®x sin(2x)

CosXx

16.2 f(x) = 1+cosx
163 () =300

17. Um ponto R desloca-se numa
circunferéncia de centro O e raio 2 cm,
no sentido anti-hordrio e a uma
velocidade constante, ou seja,
percorrendo distancias iguais (medidas
como comprimentos de arcos de
circunferéncia) em tempos iguais. Sabe-
se que R completa uma volta inteira em
3 minutos e, a medida que R se desloca,
a reta tangente a circunferéncia em R
interseta, quando nao lhe é paralela, a
reta OA no ponto B (onde A é um dado
ponto distinto de 0).

17.1 Designe a medida em radianos de AOR por a, exprima a medida em cm de OB em
funcdo de a, designando a expressdo obtida por f(a), indicando qual o maior
intervalo I de extremo esquerdo igual a 0 em que f esta definida.

17.2 Suponha que se inicia a contagem do tempo num instante em que o ponto R esta
situado na semirreta OA. Exprima a em fungo do tempo t (medido em segundos) e
indigue como se pode obter dessa fungdo e da fungdo f determinada na alinea
anterior (com dominio igual a I) a fungdo posi¢do p do ponto B no deslocamento que
efetua na reta numérica OA (tomando o centimetro para unidade de medida do
comprimento) comegando no instante inicial e de modo a percorrer todos os pontos
da semirreta OA que n3o s3o interiores ao circulo de centro O e raio 2 cm.

17.3 Determine a fun¢do velocidade do movimento do ponto B, descrito na alinea
anterior.

17.4 *Determine o instante t; em que @ = %e determine a velocidade do ponto B nesse

instante, indicando a unidade em que estd expressa. Apresente o resultado
arredondado as décimas.

4.2 1. Um ponto P desloca-se numa reta numérica no intervalo de tempo I = [0,4] (medido em
segundos), de tal forma que a respetiva abcissa, como fun¢do det € [0,4[, é dada pela
expressdo x(t) = 5 cos (% t+ n) - 1.

1.1 Indique a abcissa do ponto P nos instantest = 0et = 1.

1.2 Determine a amplitude do movimento do ponto P.

1.3 Determine o periodo e a frequéncia deste oscilador harmdnico.

1.4 Determine os valores de t para os quais a abcissa do ponto P dista da origem 2,5

unidades.
1.5 *Determine em que instantes o ponto P atinge a distancia maxima da origem.
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2. Uma mola esta suspensa por uma extremidade, tendo na outra extremidade um corpo C.
Apos ter sido alongada na vertical, a mola inicia um movimento oscilatério no instante t = 0.
A distancia ao solo do corpo C (em metros) é dada em cada instante t (em segundos) pela
expressdo: D(t) = 3 + 2cos(nt + ) parat € [0,4].
2.1 Determine a distancia maxima e minima do corpo C ao solo.
2.2 Indique o valor da amplitude do movimento de C.
2.3 Determine o periodo e a frequéncia deste oscilador.
2.4 Esboce o grafico da fungdo D e determine a respetiva fase.
2.5 Determine os instantes em que o corpo C estd a distancia de 4 metros do solo.

3. A representagdo grafica do movimento de um oscilador harménico f no intervalo [0,6] é a
seguinte:

3.1 Determine a amplitude A4, a pulsacdo w , o periodo T e a fase ¢.
3.2 Escreva uma expressdo analitica f(t) da fungdo f representada.
3.3 Utilizando a expressdo obtida em 3.2. determine os valores de t tais que f(t) = 1.

4. Um ponto P move-se no eixo das abcissas de forma que a sua abcissa no instante t (em
segundos) é dada por x(t) = sin(nt) — /3 cos(mt)
4.1 *Prove que se trata de um oscilador harmonico.
4.2 Indique a amplitude, o periodo, a frequéncia do movimento, bem como o respetivo
angulo de fase.
4.3 *Determine os instantes em que o médulo da velocidade de P é nulo.
4.4 Determine o valor real de k tal que x"'(t) = —k x x(¢t).

5. Parat > 0, a abcissa x(t) de um ponto material P no instante t (em segundos) que se
desloca num eixo r satisfaz a equagdo diferencial x"'(t) = —5x(t) + 2.
Apresente todos os resultados com arredondamento as décimas da unidade.

5.1 Mostre que a fungdo y definida pela expressdo y(t) = x(t) —% satisfaz a equagao
diferencial linear y''(t) = —=5y(t).

5.2 *Que ponto R deve ser tomado como origem do referencial por forma que a abcissa
do ponto P seja dada por y(t)?

Considere esse referencial até ao final do exercicio.

5.3 Mostre que a fungdo y(t) = acos(\/gt) +b sin(\/gt) , onde a e b sdo constantes
reais, satisfaz a equagédo diferencial y''(t) = —5y(t).

5.4 Admitindo que a fung¢do y é de facto da forma indicada em 5.3, calcule as constantes
a e b, sabendo que no instante t = 0 o ponto P se encontra no ponto de abcissa 4 e
qgue no instantet = 10 a velocidade do ponto P é de 10 unidades por segundo, no
sentido contrario ao eixo.
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5.5 Calcule em que instantes o médulo da velocidade de P é mdximo e em que instantes
é nulo.

5.6 *Calcule a amplitude do movimento de P.
5.7 *Prove que existem constantes reais A e ¢ tais que para todo t =0, y(t) =
Acos(\/gt + (p) e determine-as.
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Fungdes Exponenciais e Fungdes Logaritmicas FEL12

Descritor

Texto de Apoio

1.4

Comentario

Para0 <x <1en €N, tem-se:
1-x)"=1—-nx.

Esta desigualdade, dita por vezes «desigualdade de Bernoulli», pode ser justificada da seguinte

forma:
1-Q—-x"

=1+1+-+1>21+(1- 1—x)2 44 (1=x)"1= ’
n +1+4+121+0A-0)+A—=x)"+--+(1—x) g

donde se conclui o resultado.

. o 1\" -
A monotonia da sucessao de termo geral u,, = (1 + Z) pode agora ser verificada calculando,

Un

paran > 1, o quociente

n—-1

(G

Un (n;li- 1)” _n+ 1 <(n - D+ 1))71_1 _ n__|_1(1 1 )n—l

n2

Aplicando a desigualdade de Bernoulli com x = ni, =— (1 — —) =1 + =>1,

donde se conclui que a sucessdo de termo geral u,, é crescente.

Trata-se, igualmente, de uma sucessao majorada:

Pelo binémio de Newton,

un —_ 1 C] Cz 2 I b Cn .

n
b

1 nXxXn—-1x.Xx(n—p+1 1 n n—-1 n-2 n—p»+1 1
( ) (n-p+1) o TP F1l_

np p!'nP p! n n n n ~p!
e que, parap = 4, p! = 2P (o que é 6bvio, ja que p! pode ser expresso como um produto de p

fatores nao inferiores a 2, bastando para o efeito substituir 4 por 2 X 2 no produto que ocorre
na definicdo de p!; este resultado pode também ser facilmente verificado por indugdo), temos:

<1+1+1+1+1 +o-=
6 it n

Assim, a sucessdo u,, sendo crescente e majorada, é convergente.

n
Observando que u, = (1 +%) =>u; =2, o limite de u,, designado por «e», satisfaz

67 )
2Sesa<2,8,ouseja,e=2,....
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Em alternativa a utilizacdo da desigualdade de Bernoulli, pode obter-se a monotonia da

~ n\"* ... . S .
sucessao (1 +;) utilizando também o bindmio de Newton e escrevendo as respetivas
parcelas, neste caso, como:

1 1 n n—-1 n-2 n—-p+1 1 1 2 p—1
nC —=—X—X X X ... X =—<1——)<1——)...<1— )
n? pl n n n n p! n n n

Examinando o efeito de substituir em cada parcela destas (comp =2,..,n)nporn+1,
facilmente se conclui que se obtém um valor superior, j3 que, com essa substituicdo,
efetuamos o produto de uma mesma constante pelo mesmo nimero de fatores, cada um deles
superior ao que veio substituir, pois aumentdmos o denominador da fracdo, ou seja,
diminuimos o respetivo valor, e esta figura como subtrativo, aumentando assim o valor da

. . 1\" S .
diferenga. Ora o desenvolvimento de (1 +;) pelo bindmio de Newton, para além destas

parcelas, que comparamos uma a uma com as parcelas correspondentes do desenvolvimento

n+1
de Newton de (1 +ﬁ) , tem apenas mais duas parcelas (parap = 0ep = 1), iguais as

) 1 \n+1
correspondentes parcelas do desenvolvimento de (1+m) , ao passo que o
desenvolvimento desta ultima poténcia ainda tem a parcela positiva correspondente a

1 n+1 1 n
p = n + 1. Assim, forcosamente, (1 + —) > (1 + —) .
n+1 n

. o . . 1\" s
As majoracOes obtidas para as parcelas do desenvolvimento de (1 +Z) pelo bindmio de
Newton serdo também utilizadas mais adiante, num caso ligeiramente mais geral, para se obter
a derivada na origem da funcdo exponencial, embora essa demonstracdo ndo seja requerida
aos alunos (cf. texto de apoio ao descritor 2.9) e uma técnica semelhante pode também ser
- . N 1\Y .
utilizada para obter a monotonia em Q* da func¢do f(y) = (1 +;) (cf. texto de apoio ao

descritor 2.7).

De um ponto de vista dos juros compostos, u, representa o montante disponivel ao fim de um
- , L . . 100% )
ano, dividindo esse ano em n periodos iguais e capitalizando-se um juro deT° no final de

cada um deles, relativamente a um capital inicial de C; = 1 e a uma taxa anual de juros de
100%.

A monotonia de u, significa, neste quadro, que quantas mais capitalizagdes ocorrerem durante
0 ano maior serd o rendimento final.

Podemos interpretar o limite, em 4o, desta quantidade, como o capital final obtido
distribuindo o juro de 100% de forma uniforme durante o ano e capitalizando-o “a cada
instante”. Neste caso, o capital final ndo serd infinito, mas antes igualae = 2,72.

2.1

Comentario

Que a fungdo definida no conjunto dos numeros racionais por f(x) = a* é decrescente se
0 <a<1e crescente sea > 1¢é uma consequéncia simples do caso em que a > 1. Basta
utilizar as propriedades conhecidas das poténcias de expoente racional e notar que, para
a>0,tem-sea < 1seesomentesea™! > 1.
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Para a > 1, podemos comecar por mostrar que para quaisquer m,n € N:
m<n= am”<a"

Este resultado é consequéncia da seguinte cadeia de implicacOes, cuja justificacdo pode ser
formalizada utilizando o método de inducao:

a>1=dad*>a=a®>a’>= = a""! > a",

para qualquer n € N. Com efeito, torna-se depois dbvio, pela transitividade da relagdo de
ordem, que, para qualquer n € N:

at>a*1>..>a’>aqa

o que é outro modo de exprimir o resultado acima.

E também facil agora estender sucessivamente o resultado de Na Q" e em seguida a Q.
Comecemos por notar que, das propriedades das poténcias de expoente natural relativamente
a relagdo de ordem expressas nos descritores ALG10-1.1 e 1.2 e da tricotomia dessa mesma
relacdo de ordem, facilmente se conclui que a funcdo raiz de indice n (para qualquern € N,
n > 1) é crescente para valores ndo negativos (esse resultado também poderia ser obtido
agora invocando o sinal da derivada). Utilizando esse resultado temos entdo, para quaisquer
m,n,p,q €N:

n
m p q q p 14
—<-—=smg<np=a™<a"% = Va"M < Va"? = am < |ad) = Va™ < a4
n q
m p
= an < ad,
0 que prova o resultado pretendido em Q*. Podemos agora estender o resultado a todo o Q;
comegando por analisar o caso de dois racionais de sinais contréarios, ser,r’ € Q*, temos,

. ! e . 7
obviamente, —r < 1',a” > 1ea” > 1 (ja que, por hipdtese, a > 1), donde:
=T 1 T'/
a'T==<1<a".
aT'
Resta assim provar o resultado para dois racionais negativos ou para um racional qualquer e o
racional nulo; excluindo este Ultimo caso, que é trivial, temos, para quaisquerr,7’ € Q, se
~ ' 1 1 . ,
—r < —r'entdor’' <r, dondea” < a” e portanto — < —7, ou seja, como pretendiamos,
a

li

a"<a .

2.2

Comentario

Para um dado a > 0, comecemos por demonstrar que a fungdo f definida nos racionais por

f(x) = a* é continua em 0; para o efeito provemos que os limites de f a esquerda e a direita

de 0 existem e sd0 ambos iguaisa 1 = a°.

Seja entdo (g,,) uma sucessdo de nimeros racionais positivos, de limite nulo. Sabemos ja (cf.

1
a5—1|<£.

1
SUC11-6.30) que lim an = 1; fixado € > 0, existe portantop € Ntalquen = p =
1

Considerando, para ja, que a > 1, tem-se, em particular, que 1 < ar < 1+ €. Entdo, paran
1

- 1 . = . .
suficientemente grande, 0 < g, < y e, por monotonia, 1 < a¥» < ar < 1 + ¢, ficando assim

provado, por defini¢do, que lim a%» = 1.
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O mesmo se pode concluir no caso 0 < a < 1, observando simplesmente que a% = e

1
1\9n
1 ®
gue esta sucessao tem por limite 1, ja que — > 1. Acabdmos portanto de concluir que, em
qualquer caso:

lim a* =

x—0%
Resta agora provar que a* também tende para 1 a esquerda de 0; considerando uma sucessdo
(p,) de nimeros racionais negativos, de limite nulo, (—p,,) é obviamente uma sucessdo de
numeros racionais positivos de limite nulo, pelo que:

apn =

Mostrou-se assim que a fungdo f definida nos racionais por f(x) = a* é continua em 0, uma
vez que existe lim a*.
x—0

Considerando agora um qualquer nimero racional g,
f(x) = a* =a* 11 = g7 a*"1.

Entdo, a existéncia do limite de f(x) em q resulta imediatamente da existéncia do limite da

fungdo a*~% em q que, por sua vez, é consequéncia imediata da existéncia do limite de

f(x) = a* em 0, ja que, obviamente, x — q — 0 (c¢f. FRVR11-1.11). Conclui-se assim que fé
x—q

continua em Q.

2.3 Comentario
A prova da propriedade expressa neste descritor pode seguir linhas muito semelhantes a da
propriedade enunciada no descritor anterior. Dadoa > 1eL > 0, como lima™ = +oo (cf.
SUC11-6.29), existe em particular p € N tal que a? > L.
Considerando uma sucessdo de racionais (q,,) de limite +oo, a partir de certa ordem, q,, = p.
Por monotonia, tem-se a partir dessa mesma ordem que a%r > aP > L, ficando assim
demonstrado que lim a9 = +oo0,

2.5 Comentario

Nos descritores 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 foi cuidadosamente estudada a fungdo f definida nos
racionais por f(x) = a*, a > 0. No presente descritor, faz-se a extensdo de f ao conjunto dos
nameros reais, mantendo-se as propriedades de monotonia, os limites e as propriedades
algébricas da funcdo inicial.

Essa extensdo é feita de forma intuitiva. Em rigor, para definir f(x), quando x € R\Q, seria
necessario tomar uma sucessdo (q,) de nimeros racionais, de limite x, mostrar que f(q,,)
converge, e que esse limite é independente da sucessdo (g,,) escolhida.

Pode motivar-se esta definicdo utilizando as aproxima¢des dos numeros reais por dizimas
finitas dadas pela representac¢do habitual destes nimeros na forma de dizima finita ou infinita.
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i N . ~
Sabemos, por exemplo, que 3= 0,(3), pelo que, da continuidade e monotonia da funcdo
exponencial com dominio Q, podemos garantir que, por exemplo paraa > 1:

1
a%3 < q033 < 0333 < ... < ¢0333.3 < ... _, g3

ou seja,

10 00

1000 1000...0
a33 < a333 < ... < [a333-3 < ... — 3/a.

Ora, se considerarmos agora um numero irracional e a respetiva representacao como dizima
infinita ndo periddica, seja por exemplo, m = 3,1415926535897932384626 ... podemos
considerar a sucessao crescente das poténcias de expoente racional:

1
a3 <

a3 < a®l < g3 < @341 < .. < 31415926 < ..

ou seja:

3 < g3l < 102/61314 < 100va3141 & eee o 10000000 131415926 ...

Sendo esta sucessdo crescente e majorada (por qualquer a?, g racional, g > m, por exemplo
por a*), concluimos que é necessariamente convergente em R; e é esse limite que
pretendemos identificar como a™.

Em seguida, tendo em conta as propriedades conhecidas dos limites, poder-se-iam demonstrar,
uma a uma, as propriedades pretendidas.

Por exemplo, tomando a > 0, nimeros reais x e y e sucessdes de racionais (q,) e (q';,) de
limites respetivos x e y,

. - ! . . ~
a*a¥ = lim a9 lim a? » (defini¢do)
. ! . . . ~
= lim a%ra? » (propriedade dos limites de sucessbes convergentes)

= lim q%n*4'n (propriedade algébrica das poténcias de expoente racional)
= a**¥ (defini¢do, uma vez que g, + q',, — x + y).

2.7

Informag¢dao Complementar para o professor

y
Seja f a fungdo definida em R\[—1,0] por f(y) = (1 + 31/) .

E possivel mostrar que f é crescente em R*, comecando por mostrar que a restricdo de f ao
conjunto dos numeros racionais positivos é crescente e estendendo em seguida essa
propriedade a R*, por passagens ao limite, com técnicas semelhantes as referidas a propdsito
do descritor 2.5.

Provemos ent3o que f é crescente em Q*. Sejam m,n, p, q € N tais que% < g; temos:

m p
—<—=mg<np
n q
e pretendemos provar que:
m 14
q
1 1
1+ E <1+ E ,
n q
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ou seja,
n m q p
(1+-)" < (1 +—)q,
m p

o que é ainda equivalente (elevando ambos os membros a gn) a:

n\ma q\"P
(1+E) <<1+5> .

Basta agora comparar estas duas poténcias utilizando o Bindmio de Newton (analogamente ao
gue se fez no texto de apoio ao descritor 1.4, num dos processos de demonstracdo da
monotonia da sucessdo exponencial); temos:

mq
n\ma n mg(mg —1) ...(mg — (k — 1)) n¥
(1+—) :1+mq—+z q(mq ) (q ( ))—k
m m o k! m

k! (mq)¥

mq
=1+ +Zl(1 1) (1 k_l)( )
- " k—zk! mq) " mq "

—1tng+ Z mq(mq — 1) ...(mq — (k — 1)) (nq)
k=2

e, analogamente:

(1 + %)np 1_ (1 - %) (1 - ki;l) (nq)*.

Uma vez que, por hipdtese, mgq < np, o somatdério no desenvolvimento da primeira poténcia
tem menos parcelas do que o somatério no desenvolvimento da segunda e cada uma das
parcelas do primeiro somatério é inferior a correspondente parcela do segundo somatério,
pelo que, de facto:

I
[UnN
+
S

S
+
]

=|

n\ma q\"P
(1+=) < <1+—) :
m
como pretendl'amos mostrar.

Para podermos estender a R* a propriedade de monotonia de f é conveniente, em primeiro
lugar, justificar que f é continua. Para o efeito convém comecgar por definir a fungdo
logaritmica In, tal como se indica nos descritores 3.1 e 3.3. Que uma tal funcdo é continua pode
justificar-se invocando um resultado geral de continuidade da funcdo inversa de uma fungao
real de varidvel real bijetiva e continua definida num intervalo mas veremos uma
demonstracdo direta desse facto no texto de apoio ao descritor 3.11; sendo assim, a
continuidade de f resulta da simples observagdo de que é composta de fungdes continuas,
como fica patente ao notar-se que:

(142) =l

y

Agora, se 0 < x < y, podemos considerar racionais r e s tais que x < r < s < y, sucessdes de
racionais (p,,) e (g,,) a convergir respetivamente parax eye podemos ja supor que, para
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qualquern €N, 0<p, <r <s<q,, pois estas desigualdades tém de verificar-se pelo

. o 1\Pn 1\" 1\ 1\9n
menos a partir de certa ordem. Entdo, de (1 +—) < (1 +;) < (1 +;> < (1 +q—> ,
n

Pn
. 1\* 1\" 1\ 1\Y
para todo o n € N deduzimos que (1 +;) < (1 +;) < (1 + ;) < (1 +;> , donde, em
x y
particular, (1 +§) < (1 +%) , como pretendiamos. A fungdo f também é monodtona em

]—o0,—1[, mas tal resultado n3o é necessario para o que se segue e pode ser demonstrado
mais tarde recorrendo ja ao estudo da fung¢do f, utilizando o calculo diferencial (cf. o exemplo
4 do texto de apoio ao descritor 6.3).

Agora, como lim f(n) = e, em particular, para todo o & > 0, existe um numero natural p tal
que e — & < f(p).

Tomando entdo uma qualquer sucessdo (x,) de limite igual a +oo, existe uma ordem a partir
da qual x, = p. A partir dessa ordem, por monotonia, f(x;,) = f(p) > e —¢.

Por outro lado, como para todo on €N, f(n) < e, é imediato que para todo oy € RY,
f(y) < f(m) < e, onde m é um inteiro qualquer superior ou igual a y.

Mostrou-se assim que a partir de certa ordem, e — ¢ < f(x,) < e pelo que, para qualquer
sucessdo (x,) de limite igual a +oo, lim f (x,,) = e.

Por defini¢do, temos assim:
1 y
lim (1 + —) =e.
y—+0oo y

Observando que, paray < —1,

ror=(1+3) =(25) (1 y_11> (1-55) = o+ D) (1-55).

temos:
yl_i{{loof ) = lim f (-O+D)= lim f(x)=e

Tomando agora x # 0 (o caso x = 0 é imediato),

Como lim g = 400, consoante o sinal de x, lim f (g) = e. Por continuidade da fungdo

g:y — y* (cf. 2.6),

lim f (g)x = ¥,

ou seja,
n

lim (1 +§) = e”*,
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2.9

Informagao Complementar para o professor

Embora ndo se requeira a demonstracao do resultado expresso neste descritor, convém referir
que essa demonstracdo pode ser levada a cabo utilizando diretamente os resultados ja
conhecidos de aproximacdo da funcdo exponencial, nomeadamente o que ficou expresso no

n
descritor 2.7. Com efeito, se, comegando por supor h > 0, substituirmos e” por (1 + %) , para

h
el ~_ e’ =1 . L
um n € N arbitrario, na expressao ——, obteremos, utilizando o bindmio de Newton (e

exprimindo as respetivas parcelas de modo andlogo ao que foi feito no texto de apoio aos
descritores 1.2 e 2.7 atras):

(1+43) -1 _1 1+h+ii(1_1)(1_3)___(1_P—l)hp_l _

h h n n

<1 25 (T

Podemos agora utilizar uma majoragdo analoga a que se utilizou para obter uma estimativa do
numero e (e para, em particular, verificar que a sucessdo exponencial é limitada), comecando
por notar que, parap > 1, p! > 2P~1 (analogamente ao que se observou no referido texto de
apoio ao descritor 1.2, p! pode nesse caso escrever-se como o produto de p — 1 parcelas ndo
inferiores a 2), donde, finalmente, uma vez que supusemos h > 0, e supondo agora também
que h < 2, obtemos, da igualdade anterior, o enquadramento:

h

=[0I

1<(1+%)n—1<1+ih'p—1 "i(h)p 1-( )n< 2

= h = & 2p-1 = 2 1— L 2 —
Uma vez quelirrln (1 +%)n = e, passando ao limite em n as desigualdades acima obtemos,
para0 < h < 2:

< .
-~ h T 2-h’

Entdo, passando agora ao limite quando h tende para 0" estas desigualdades, concluimos que

h_q
hlirgl+eT = 1. Para obter o limite quando h tende para 07, temos, ainda para h > 0:
5

e — -
—h h h—-0t
donde se deduz imediatamente que, de facto,

e —1
lim =1.
h—-0

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

Comentario

Conhecidas as propriedades das funcbes exponenciais e definindo as func¢bes logaritmicas
como as respetivas fungdes inversas, é possivel deduzir todas estas propriedades com bastante
facilidade.
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3.6 A titulo de exemplo, tomando a > 1 e dados numeros reais positivos x e y:
3.7
3.8 e Selog,x <log,y, entdo, como a fungdo exponencial de base a é crescente,
3.9 a'°8a* < gl°8a¥ ou seja, x < y. Por contra-reciproca, x >y = log, x > log, y, e
3.10 acabamos de provar que a fungdo log,é crescente.

e Tem-se al®8a ¥+108aY = gloga X gl0ga ¥ = yyy = gloga (x¥),

Sendo a fungdo exponencial de base a bijetiva, log, x + log, ¥y = log, (xy).

o log, x=0ex=1.

3.11 Comentdrio

A diferenciabilidade e a férmula para o calculo da derivada da func¢do log, (a > 0) pode
deduzir-se diretamente do resultado para o caso particular da fungdo In e este Ultimo de um
teorema geral relativo a diferenciabilidade, num ponto de continuidade, da fungdo inversa de
uma dada fungdo diferenciavel com derivada ndo nula (no ponto correspondente). Se f for
diferencidvel num ponto a do dominio, uma vez provada a diferenciabilidade de f ! no ponto
b = f(a), da igualdade f(f‘l(x)) =x e do Teorema de derivacdo da fungdo composta
aplicado no ponto x = b poderd obter-se

U ®ED' B =1,

donde resulta, em particular, que, necessariamente, f'(a) # 0 e que (f 1)’ (b) = !

f'(@)

Embora ndo se requeira a demonstracao da diferenciabilidade da funcdo inversa, esta pode ser
obtida diretamente a partir da definicao de derivada; pretendemos provar que existe o limite
quando y = b da razdo incremental:

1) = f7b)
y—b '

Em particular temos de verificar que b = f(a) € ponto aderente a D(-1\{b}; esse facto resulta
de, por hipétese, a ser ponto aderente a Df\{a}, pois isso significa que existe uma sucessdo
X, — a de termos no dominio de f e distintos de a, donde, por continuidade, f(x,) = f(a) = b
e, obviamente, f(x,) € Ds-1\{b}, j& que f € injetiva. Considerando agora uma sucessdo de
termos em D¢-1, distintos de b, y, - b, pondo x,, = f~Y(y,), os x,, sdo distintos de a e (por
continuidade de f "1 em b) x,, » f~1(b) = a, tendo-se y, = f(x,), pelo que:

PO =f'B) _ x=a  (fe) = f@\ " 1
Xn =@ f'(@)

Yn—b )~ fl@

Onde o limite é, de facto, finito e igual ao valor indicado porque, por hipétese, f é diferencidvel
emae f'(a) # 0. Concluimos assim, como pretendiamos, que f~! é diferencidvel em

b=f(a)e:
1

1
O AGEO))

(f=H'®) =

Daqui resulta, para a fungdo In y, inversa de e”*, que:
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<Ir

, 1
(Iny)y = oy =

Esta demonstracdo pressupbe, no entanto, que se conhece a continuidade da funcdo In,
propriedade que tem de ser previamente demonstrada para se provar de maneira simples o
que ¢é requerido no descritor 3.11. Admitida essa continuidade, podemos também,
evidentemente, dispensar o teorema geral relativo a diferenciabilidade da fungdo inversa que
acabamos de examinar e muito simplesmente utilizar diretamente a definicdao de derivada para
o caso particular desta funcdo; assim teremos:

In(x+h)—Inx 1 x+h_1xl <1+h>_11
h _hn x _xhn x) "

Ora, para cada x > 0, o argumento do logaritmo no ultimo membro desta cadeia de equacées,
como sabemos, converge para e quando h tende para 0, quer por valores positivos, quer por

. . X ..
valores negativos, ja que, nesse caso, , converge para +00 ou para —co. Portanto o limite em 0

I o L. 1
do primeiro membro da cadeia existe sempre e é igual a e

Agora é facil calcular a derivada de qualquer log,, pois de x = a!°8a* = glnaloga* ghtemos
Inx =Ina log, x e portanto:

log, x = Eln X,

donde:

log’ 5 — I’ x — 11
X = e Y Thax

Resta apenas provar a continuidade da fungdo In. Para o efeito seja x > 0 e (h,) uma sucessdo
a tender para 0 tal que x + h,, > 0, para qualquer n € N; pretendemos provar que a sucessao
de termo geral In(x + h,,) converge para In x. Ora:

x+h h
In(x + h,) —Inx =1In n=1n<1+—n>;
X X
assim, temos de mostrar que, dado § > 0, existe uma ordem p € N tal que, paran = p:
hy,
-6 < 11’1(1 +7> < 4.

Como a funcdo e* é crescente, esta cadeia de desigualdades é equivalente a:

h
e f<1+2<ed,
X
ou seja, a:

n

—(1—¢79 <h—<e‘5—1.
(1-e?) <=

Ora, do que se conhece da fungdo exponencial, deduz-se que —(1 - e‘5) <0<ed—1;

~ h N _
como a sucessdao de termo geral 7" tende para 0, por definicdo de limite sabemos que,
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. . _ h -
a partir de certa ordem p € N, teremos simultaneamente —(1 —e 5) < 7" <l-efe

h N s A . . .
—(65 — 1) < 7" <el—1. Portanto, de facto, atendendo as equivaléncias acima referidas, a

sucessdo de termo geral In(x + h,,) converge paralnx, o que termina a demonstracdo da
continuidade de In.

41 Comentario
4.2
Para calcular o limite em quest3o podemos comecar por minorar a funcdo definida em R* por
X
%(para um dado k € R*) por uma fungdo que tende para +oo0 em +co. Tem-se entdo, para
esse efeito:
X
k+1
( =)
x k+1 X k+1 | 1 | k+ 1\* .
<(1+—) =||(1+—== = ( )Se,
(k + 1) k+1 k+1 f x
N )
y
onde f é a func¢do definida em R* por f(y) = (1 + %) , que é crescente e tende para e em
+oo (cf. texto de apoio relativo ao descritor 2.7). Ou seja,
e* - 1
_ = _ X ,
xk ™ (k + 1)k+1
donde se deduz (cf. FRVR12-1.5) o resultado pretendido.
Este resultado estende-se facilmente ao caso em que k é um qualquer nimero real,; pois o
caso em que k < 0 é trivial, ja que, se k < 0, obtemos o produto de duas funcbes que tendem
para +co em 400,
A justificagdo do resultado expresso no descritor 4.2 é bastante simples, bastando notar que:
Inx 1
x elnx
In x
e aplicando em seguida o resultado expresso no descritor anterior, no caso k = 1, atendendo a
que In x tem limite 400 em +oo,
4.3 1. Calcule, caso existam, os seguintes limites:

1.1. lim (1 + %)n;

2n
1.2. lim (%) ;
n=;

(-5
(

1.3. lim —
n+1

4—n)n.
4+n/) ’

2
n4+n+1)n .
n*+2n2 ’

1.4. lim

1.5. *lim (
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16. lim (1 - %)n ;

4+3n)n

1.7. lim (2+n

2. Calcule, em a, o limite das func¢des definidas pelas seguintes expressdes, utilizando
mudanca de varidvel sempre que Ihe parecer conveniente.

243Inx
x—1

2.1 f(x) =

,a=+cea=1.
2.2. f(x) =3x—5Inx,a = +oo.

23. f(x) = ﬁ,a = 400,

4-X_1
e In(2x), a=0ea = +w;

24. f(x) =2

25. *f(x) =x —In(|5 — 2e*|),a = —oea = +ox;

a3
26, *f(x) = B gy,

x2-3x—4

2.7. *f(x) = x(In(x?> —9) — 2Inx?),a = +o

28. f(x) =x*,a=0;

1
29. f(x) =xx,a=0;

[

2.10. f(x) = (4);,61 =lea = +oo;

x—1

2.11. *f(x) = sinx®@"*, q = 0;

e2X_pX

2.12. f(x) = oD a=0ea= 4o
32%—9

2.13. f(X) = PR a=1lea = +oo;

3. Calcule lim (x¥e*), onde k € um nimero natural.

X——00
4. Calcule lim (xInx).
x—0%
5. Dadas sucessdes de termos gerais respetivamente x,, e y,, tais que x,, tem os termos todos

positivos, x, > aey, = b (a > 0eb € R) mostre que: x,>" — a?
[Sugestdo: comece por justificar que x,,¥n = e¥n!n¥n]

6. *Com hipdteses adequadas demonstre resultados semelhantes ao expresso no exemplo 5.
Admitindo que a possa também ser 0 ou 4+ e b possa também ser +co0 ou —co,
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7. Calcule os limites das seguintes sucessdes:

2n—-1

1. (371—2) n+1
4n+1

3n—-1

2. (4n—2)n2+1
3n+1

1-2n

7.3. (2"2‘1)m

n2+3

8. Calcule os limites das seguintes sucessdes:

2n \"
8.1. (5n+1) Z[i{. FRVR12-3.1, exemplo 2.3]

8'2'(3n2—2)2—3n

n+3

1-2n

8.3. (2"2‘1)m

n3+3

5.1

Comentario

Neste descritor referem-se alguns problemas em diferentes areas do conhecimento, cujo
estudo pode levar a um modelo matematico envolvendo o que se chama uma «equacdo
diferencial (ordinaria) de 12 ordem» de tipo muito particular, nomeadamente que pode ser
escrita na forma

f'=kf,

onde k é um dado numero real. Ou seja, uma equacgdo cujas solugdes sdo funcbes reais de
variavel real definidas em intervalos, diferencidveis, e satisfazendo, em cada ponto x do
respetivo dominio

f'(x) = kf (x).

Consideremos, para comegar, o problema que consiste em determinar a evolugao ao longo do
tempo da massa de determinada substancia radioativa. Desde a descoberta da radioatividade
gue se sabe que determinadas substancias emitem continuamente particulas a, § ey, o que
corresponde a altera¢des da respetiva estrutura atdmica, de tal modo que ao longo do tempo
os atomos da substancia inicial se vao transformando em atomos de outras substancias (sofrem
o chamado «decay», «decaimento» ou «desintegracdo radioativa»), numa cadeia caracteristica
de cada elemento radioativo. Da substancia inicial sobra sempre uma porc¢do, correspondente
aos atomos que ainda ndo se desintegraram, e que, evidentemente, diminui progressivamente
com o tempo. Designando por m(t) a massa de substancia que ainda ndo se desintegrou
(proporcional ao nimero de atomos que ndo sofreram o chamado decaimento radioativo), o
problema esta em obter informag&es acerca da fungdo m(t) em dado intervalo de tempo.

A analise do fendmeno fisico que preside a variacdo de m com o tempo sugere que a
probabilidade de um atomo de determinada substancia iniciar o processo de desintegracdo
radioativa durante um periodo de uma unidade de tempo é constante, ou seja, em cada um
desses periodos a massa de substancia que sofre desintegracdo é, em média, uma percentagem
fixa da massa existente. Assim, obtém-se a massa total que se desintegra entre os instantes t e
t + At (At > 0) multiplicando por At essa percentagem da massa existente; este postulado
esta formulado com certo grau de imprecisdo, uma vez que a massa devera variar entre os
instantes t e t 4+ At, pelo que se pode por a questdo de saber exatamente de que massa se
deve considerar a percentagem. Podemos comecar por supor que serda da massa considerada
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em certo instante intermédio ¢ € [t, t + At ]; teremos entdo:
m(t + At) = m(t) — km(&)At
para certa constante k > 0, ou seja,

m(t + At) — m(t)
At

= —km(§)

Para podermos supor que a fungdo m é solugao de alguma equacdo diferencial, teremos de
fazer a hipdtese de se tratar de fungdo diferencidvel. Esta hipdtese tem, evidentemente, algum
grau de irrealismo, ja que, em certo intervalo de tempo, o nimero de dtomos que comegou a
desintegrar-se é inteiro, pelo que a variacao de m se faz por multiplos inteiros da massa de um
atomo da substancia, tratando-se portanto sempre de funcdao “em escada”, logo descontinua
em muitos instantes, e portanto certamente nao diferencidvel. Como, no entanto, a massa de
cada 4dtomo é muito reduzida relativamente a massa total em estudo, podemos tentar
aproximar a fungdo massa por uma funcgdo diferencidvel, pois, por exemplo, para intervalos de
tempo reduzidos, mas significativos do ponto de vista experimental, temos a percecdo de que a
variacdo de massa sera também reduzida, o que pelo menos justifica a hipdtese de
continuidade. Formalmente, poderiamos até justificar a continuidade através da equacao
acima, pois dela resulta que, para cada t, m(t + At) é decrescente como fun¢do de At, pelo
que poderiamos majorar |m(t + At) — m(t)| = m(t) — m(t + At) por km(t)At que tende
para zero quando At — 07 e, analogamente, substituindo na referida equacdo, t port — At,
obtemos m(t) = m(t — At) — km(é)At, para é € [t — At,t ], donde se deduz que |m(t —
At) — m(t)| tende para zero quando At — 0%, ou seja, |m(t + At) — m(t)| também tende
para zero quando At — 07, o que mostra que m é de facto continua em todo o t.

De qualquer modo, os pressupostos que se fazem ao procurar adotar um modelo matematico
para estudar determinado fendmeno tém sempre algum grau de arbitrariedade,
correspondendo a certa simplificacdo da realidade. Uma vez desenvolvidas as consequéncias
matematicas do modelo adotado e confrontados os resultados com a realidade em estudo,
pode-se aferir o grau de precisdo do modelo. Caso se verifiqguem discrepancias notdveis com os
resultados da experiéncia, dever-se-do reexaminar os pressupostos que lhes serviram de base,
procurando eventualmente aproxima-los mais da realidade observada. Repete-se entdo o
processo de desenvolver a teoria matematica, resultante agora dos novos pressupostos, e de
confrontar com a realidade os resultados tedricos obtidos, podendo prosseguir-se do mesmo
modo indefinidamente, o que constitui, no fundo, o progresso normal das ciéncias envolvendo
processos de matematizagao.

No caso sobre o qual nos estamos a debrugar, feita a hipdtese de continuidade de m, podemos
passar ao limite quando At — 0% no segundo membro da ultima equac¢do acima, pois essa
continuidade garante que esse limite é igual a m(t) , ja que, independentemente da escolha de
&para cada At, ter-se-d sempre ¢ — t quando At — 0%, ja que, por construgiot <& <t +
At. Obtemos assim:
m(t + At) — m(t)
At—0t At

= —km(t)

Raciocinio idéntico pode ser levado a cabo relativamente a cada intervalo [t — At,t], o que
permite obter também:

- m(t+ At) —m(t) ~ m(t — At) —m(t) ~ m(t) —m(t — At)
lim = lim = lim
At—0~ At At—0t —At At—0*F At

= —km(t).
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A igualdade destes dois limites garante que a fungcdao m é diferencidvel e:
m'(t) = —km(t)

Examinemos agora outro exemplo de problema cuja resolucdo envolve uma equacdo do
mesmo tipo. Pensemos na evolucdo de determinada populacdo, por exemplo de seres
humanos nacionais de determinado pais. Designando por P(t) o numero de individuos
existentes em dado instante t, pretendemos estudar a evolugdo da fungdo P(t), procurando
fazer hipdteses tdo realistas quanto possivel acerca da populacdo de modo a podermos, no
entanto, supor que P(t) é solucdo de determinada equacdo diferencial. Tal como para o caso
da desintegracdo radioativa, também é claro agora que a popula¢do sé aproximadamente se
pode considerar como func¢do diferenciavel do tempo, ou mesmo continua, uma vez que sé
pode tomar valores inteiros, e uma fung¢do continua s6 tomando valores inteiros em dado
intervalo seria necessariamente constante. Neste caso, porém, considerando popula¢des
constituidas por “grande numero” de individuos, relativamente a variacdo que nessas
populagdes ocorre em “pequenos” intervalos de tempo, podemos conjeturar que a
aproximacao por funcdes diferencidveis serd adequada, pelo menos em certos casos.

Comecemos por supor que a variacdo de P ao longo do tempo é apenas consequéncia das
mortes e nascimentos que vao ocorrendo (ou seja supde-se que a emigragdo e imigracdo se
compensam); em primeira aproximacado é razodavel supor que o nimero de mortes que ocorre
por unidade de tempo é proporcional a populacdo total existente, com certa constante de
proporcionalidade M > 0 (M diz-se taxa de mortalidade média por habitante), bem como o
numero de nascimentos, com certa constante de proporcionalidade N > 0 (taxa de natalidade
média por habitante). Teremos entdo o seguinte calculo aproximado para a populacdo no
instante t + At, dada a populagdo no instante t:

P(t + At) — P(t)

P(t + At) = P(t) + NAtP(t) — MAtP(t) = "

= (N —M)P(¢)

(note-se que poderiamos comecar por fazer uma andlise “mais fina” destas hipdteses a imagem
do que se fez como decaimento radioativo, substituindo (N — M)P(t) por (N — M)P(§), com
Ee[t,t+At] e seguindo o raciocinio acima desenvolvido). Com a hipdtese de
diferenciabilidade, teremos em cada instante t, por passagem ao limite quando At — 0:

P'(t) = (N = M)P(t)

equagdo ja nossa conhecida, pois é, mais uma vez, da forma f' = kf. Muitas vezes designa-se
N — M por «taxa de crescimento médio por habitante».

Finalmente, consideremos a lei de Newton do arrefecimento/aquecimento que estabelece que
a taxa de variagdo instantanea da temperatura de um corpo é diretamente proporcional a
diferenca entre a temperatura ambiente e a temperatura do corpo. Representando por T(t) a
temperatura do corpo no instantet e por T, a temperatura ambiente, suposta constante,
teremos entdo, para certa constante k > 0:

T'(t) = k(T, —T(®));

Embora esta equagdo ndo seja exatamente da mesma forma das anteriores, se definirmos
f(t) =T, —T(t) teremos:

f'@) ==T'(t) = —k(To, = T(®)) = —kf (D).
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Note-se que poderiamos ter passado por uma deducdo da equacgdo mais cuidadosa, a exemplo
do que se fez para a desintegracdo radioativa, comegando por exprimir a lei de Newton do
arrefecimento primeiramente ndo em temos da taxa de variacdo instantanea da temperatura
(o que faz desde logo intervir uma derivada) mas da variagcdo da temperatura em “pequenos”
intervalos de tempo, postulando que a variagdao da temperatura por unidade de tempo é uma
percentagem fixa da diferenca de temperatura entre o corpo e o ambiente (havendo
arrefecimento ou aquecimento consoante o corpo esta a uma temperatura superior ou inferior
ao ambiente) e fazendo consideracdes semelhantes as efetuadas a propdsito do decaimento
radioativo ou do modelo apresentado de crescimento populacional.

5.2

Comentario

Estabelecidos alguns modelos de fendmenos da natureza que conduzem a estudar as fungdes f
definidas em intervalos de R que satisfazem, para t no respetivo dominio, a:

') =kf(t)

(onde k é uma constante independente det), podemos agora procurar caracterizar essas
fungdes utilizando expressdes analiticas nossas conhecidas. Ora, conhecemos uma funcgdo (a
exponencial e*) cuja derivada coincide com a prépria funcdo e facilmente se constroem a partir
dela funcdes satisfazendo a equacdo acima para todo o t € R. Com efeito temos, obviamente:

(ekt)' = kekt,

onde a diferenciacdo é feita naturalmente em ordem at. Ou seja, a fungdo f(t) = e¥t é
solucdo da primeira equacdo acima em todo o R o mesmo se podendo concluir para qualquer
funcdo dada por uma expressdo analitica da forma Ce*t, onde C é uma constante real
qualquer. PGe-se agora a questdo de saber que outras fung¢es também serdo solugdes dessa
mesma equagao. Ora, se supusermos que uma dada fun¢do u é solugdo da referida equagdo em
dado intervalo I de R, ou seja se, parat € I, u'(t) = ku(t) e se multiplicarmos ambos os
membros desta equagdo por e “*¢, obteremos, paratodoot € I:

u' (e = ku(t)e ™ < u' (e — ku(t)e ™ =0 & (u(t)e ) = 0.

A Ultima equacdo desta cadeia garante que a fungdo u(t)e ¥t é constante em I, ou seja, que
existe C € R tal que, paratodoot € I:

u(t)e ™ =,
ou ainda:

u(t) = Cekt.

Acabamos de demonstrar que as fun¢des dadas pelas expressdes analiticas Ce*t em intervalos
de R esgotam as solugdes, definidas em intervalos, da equagdo diferencial f' = kf. Ainda
podemos notar que, se conhecermos o valor u, de determinada solugdo em certo £, € I, entdo
teremos:

Uy = u(ty) = Ce*to = € = yye kb,

e portanto existe uma e somente uma solucdo em I da equacdo considerada que é dada por:

u(t) = uge Koekt = y,ekt=to),
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Um outro método que pode ser utilizado para se obter esta forma geral para as solugdes da
equacdo inicial, apds a abordagem do dominio «Primitivas e Calculo Integral», consiste em

!
partir da equagao (u(t)e‘kt)t = 0 e integrar ambos os membros num intervalo genérico da
forma [t,, t]. Utilizando a formula de Barrow obtemos imediatamente:

t
0= (u(s)e‘ks)’ ds = u(t)e ¥t —u(ty)e o = u(t) = ugert-to
to

No texto de apoio ao descritor 6.4 veremos como aplicar estas conclusGes aos problemas
referidos no descritor 5.1 para, em cada caso, avangarmos na resolucdo de diversas questdes
gue se podem colocar.

6.1 1. Foi efetuado um depdsito a um ano de 5800€ num banco no regime de juro composto a
taxa anual de 2,1%.

1.1. Qual o capital acumulado ao final de um ano?

1.2. Mostre que o capital acumulado ao fim de 5 anos é de aproximadamente 6435,12€.

1.3. Justifique que a sucessdo dos capitais acumulados em cada um dos anos a partir do
primeiro é uma progressao geométrica de razdo 1,021.

1.4. Obtenha a expressao que permite obter o capital acumulado ao fim de n anos.

1.5. Utilize a calculadora para determinar ao fim de quantos anos é possivel obter um
capital acumulado superior a 9000€.

1.6. Supondo que é dada a opc¢do de capitalizar juros pagos proporcionalmente em cada
periodo de trés meses, mas com uma taxa de apenas 1,9% ao ano, determine se um
tal depdsito permite obter ao fim de um ano um capital acumulado maior ou menor
do que o obtido na opcdo acima descrita.

2. *0 senhor Esteves aderiu a um plano de poupanca a uma taxa de juro semestral de 2,5%,
em regime de juro composto. Para tal efetuou um depdsito de 2000€ em janeiro de 2000 e
comprometeu-se a efetuar reforcos de 1000€ cada seis meses. Sabendo que este plano de
poupanca termina em janeiro de 2020, qual o capital acumulado ao fim deste periodo de
tempo?

62 1. Considere numeros reais positivos a, b e ¢ diferentes de 1 e tais que log,b =—2 e
log.b = 3. Determine o valor de:
1.1. log,(ab?);

1.2. log, (%) ;
1.3. logyc +logya;

1.4. log,, (cZ\/B);

a

2. Resolva, em IR, as seguintes condi¢des, exprimindo as solu¢des como intervalos ou unides
de intervalos quando ndo forem em numero finito ou numeravel:

2.1 —_ =384

2X+3

22 xe¥tl —x2eX <0
x-1

23 (%) < 25277,

24 e *—=3e*+2=0

2.5 4e?* —4eX—-3>0

Caderno de Apoio - FEL12 Pagina 59




2.6

2.7

2.8

2.9

*% 2 1
3. Mostre que paratodoox > 0, e, <lIn (1 + x) < <

x%—4

7x%+s < 1;
1-x
logi1(2x) < 2 —log1|—);
g1(2x) g;( . )
log,(x) >logg(3x — 2);

3
5COS X

*SCOSX +

1

6.3

2 —
1. Considere as fungdes f e g definidas por f(x) =1+ ex1 e g(x) = lni—j

11

1.2
1.3
1.4
15
1.6
1.7
1.8

Indigue o dominio de f e estude a existéncia de assintotas ao grafico de f.

Resolva a equagdo f(x) = 3.

Determine uma expressdo analitica para a fungdo inversa de f e o respetivo dominio.
Determine a fungdo derivada de fe identifique os intervalos de monotonia de f.
Determine o dominio da fungdo g.

Justifique que o eixo Ox é assintota do grafico de g em +00 e em —co.

Averigue se o grafico da fungdo g admite assintotas verticais.

Resolva a condigdo g(x) < 0.

2. A partir do instante em que foi administrada uma medicagdo por via oral, a quantidade do
medicamento X existente no sangue (em mg/I) é dada pela férmula

2.1

2.2

2.3

() =50(e%3 — 2%, com t em horas
Qual a quantidade de medicamento existente no organismo ao fim de 5 horas?
Apresente o resultado arredondado as décimas.
Ao fim de quanto tempo a quantidade de medicamento no organismo atinge o valor
maximo? Apresente o resultado em horas e minutos, arredondados as unidades
Sabe-se que a eficacia do tratamento depende da existéncia de uma quantidade
minima de 5mg/l no organismo. Utilize a calculadora gréfica para determinar
durante quanto tempo é garantida a quantidade minima no organismo, efetuando
um estudo prévio da fungdo f que legitime o processo. Apresente o resultado em
horas arredondado as décimas.

3. Esboce os graficos das fun¢bes dadas respetivamente por cada uma das seguintes
expressbes analiticas, come¢ando por determinar os respetivos dominios, intervalos de
monotonia, extremos relativos, concavidades e inflexdes.

3.1 f(x) = x%e%;

3.2

33

f(x) =3+1logi(4x — 1)

() =In ()

xXx—

34**%f(x) =In(e* - 1)
35f(x)=—x+4+e7*
3.6*f(x) = x3Inx

3.7

3.8

f(x) =e*cosx

*_2X .

Inx-1’
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3.9 **x*.
1

3.10 **xx,

4. Considere a fung¢do f definida em R\[—1,0] por f(x) = (1 + %)x
4.1 *Calcule a derivada de f.
4.2 **Mostre que a derivada de f pode ser expressa como o produto de f por uma
funcdo que é crescente em ]—o0, —1[, decrescente em ]0, +oo[ e tende para zero em
—oo e em +00 e conclua que f é crescente tanto em |—oo, —1[ como em |0, +oo[.
4.3 Serd f uma funcdo crescente? Justifique.
4.4 **Calcule os limites de f em —1 e em 0 e esboce o grafico de f.

6.4

Comentario

Ao abordarem situages concretas do tipo das referidas no descritor 5.1, ou seja, as que podem
ser modeladas recorrendo a equagdes diferenciais da forma y' = ky, onde k é uma constante
real, € mais proveitoso que, pelo menos numa primeira fase, os alunos procurem seguir os
processos descritos no texto de apoio ao descritor 5.2 em lugar de aplicarem apenas as
conclusoes finais entdo referidas. No entanto, dando sequéncia a essa exposi¢do, vejamos, em
cada um dos modelos referidos em 5.1, alguns exemplos do que pode ser interessante
desenvolver a partir das conclusdes referidas em 5.2, podendo as consideracdes que se seguem
constituir uma fonte de iniUmeros problemas concretos de aplicacdo destes conceitos.

No caso do decaimento radioativo, traduzindo diretamente a conclusdo final do texto de apoio
ao descritor 5.2, uma vez que as funcdes massa satisfazem m’' = —km, ficamos a saber que tais
fungdes m(t) sdo todas da forma:
m(t) = mge kt=to),

onde m é a massa da substancia radioativa em determinado instante t,. Para que esta solugdo
possa ser utilizada para a resolugdo de problemas praticos, é necessario conhecer a constante
k, caracteristica de cada substancia. A prépria forma das solu¢Ges permite-nos chegar a um
processo exequivel para a determinagdo de k; com efeito, supondo conhecida a massa da
substancia radioativa presente em determinada amostra em dois instantes t, e t;, se
designarmos por m, a massa no instante t; teremos:

1 m
my =m(ty) = mpe Kt1t0) = = ——— _|n—,
ti =ty Mg

ou seja, podemos agora escrever a solugdo apenas em fungdo de ty, t1, mg e my:

t—to
t—tg , My —_—
—k(t—tgo) — In— <m1>t1—t

m(t) = mye mgeti=to Mo = my|—

my
, . , . m
Estas férmulas permitem também notar que, no caso particular em que m; = 70, obtemos:

I 1 | 1 In2 bt In2
ti—to 2 t—t, 10T

em particular, o tempo t; — t; que a massa leva a reduzir-se a metade, designado por «half-
life» («semivida»), ndo depende da massa inicial e é uma quantidade caracteristica da
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substancia radioativa em questdo. Se designarmos a semivida por t; teremos entao:

In2 _1n2

t, = S k=
Tk ty

e obtemos também, em fungao da semivida:

_t-to
m(t) =my2 th.

O fendmeno de decaimento radioativo permite em alguns casos determinar a idade de
determinados objetos construidos com substancias de origem organica (madeira, por
exemplo), pelo facto de se saber que a percentagem de carbono 14, isétopo radioativo, no
carbono existente nos seres vivos se mantém sensivelmente constante, ja que estes seres, ao
alimentarem-se, acabam por absorver o carbono 14 existente no didxido de carbono da
atmosfera, através da fotossintese das plantas que direta ou indiretamente entram na cadeia
alimentar; quanto ao carbono 14 existente na atmosfera, a respetiva percentagem no carbono
total, devido aos bombardeamentos permanentes por raios cdsmicos, mantém-se
sensivelmente constante ao longo do tempo (as variacdes efetivas dessa percentagem podem
ser levadas em conta numa analise mais fina). Quando um desses seres morre, o carbono 14
gue continha comeca a decair de acordo com a lei que acabamos de estudar, ja que ndo ha
absor¢cdo de novas quantidades dessa substdncia. Comparando a taxa de desintegracdo
radioativa na amostra que se pretende datar e num ser ainda vivo é possivel saber ha quanto
tempo morreu o ser (a arvore, por exemplo) de onde foi colhido o material utilizado. Para o
efeito basta utilizar a férmula acima para k em funcdo de ty, t;,mgem, e, se quisermos
exprimir o resultado em fungdo da semivida, a férmula que relaciona k com t:
k= —;lnﬁﬁ ti1—ty = —llnﬁ=t—h @.
ti —ty Mg k my In2 my

Como, em geral, o que se mede diretamente sdo as taxas de decaimento e ndo as massas
subsistentes de substancia radioativa, podemos ainda notar que, da prépria equacgdo resulta
imediatamente que:

m'(to) _ m(to)
m'(ty)  m(ty)’

pelo que a féormula anterior para o lapso de tempo que se procura conhecer pode exprimir-se
na forma:

th . m'(to)

t; —top = —=In———,
e T ()

férmula que pode ser diretamente usada no chamado método de datagdo pelo Carbono 14.

Quanto ao modelo proposto de crescimento populacional, P’'(t) = (N — M)P(t), as solucdes
podem ser todas expressa na forma:

P(t) — poe(N—M)(t—to)’

onde P, é a populagdo no instante t,. Assim, se a taxa de natalidade (média por habitante) for
superior a taxa de mortalidade, a populagdo terd crescimento exponencial, ao passo que no
caso N < M a populagdo tenderd exponencialmente para a extingdo. Este modelo, dito
“Malthusiano”, em homenagem a Malthus, eclesidstico inglés que, na viragem do século XVIII
para o século XIX, apresentou este modelo, fazendo, a partir dele, previsdes catastréficas para
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o futuro da Humanidade, tem, evidentemente, fortes limitagdes, pois ndo leva em conta a
limitacdo dos recursos, a imigracdo e emigracdo, as variacbes das taxas de natalidade e
mortalidade, os conflitos, etc.

Embora ndo sejam referidos nas metas, existem modelos populacionais, geralmente mais
realistas que o precedente, que levam em conta as limita¢cdes de recursos, determinando que
uma dada populacdo ndo pode ultrapassar certo valor limite P, > 0 e, nesse caso, supde-se
que a taxa de crescimento médio por habitante em dado instante é antes proporcional ao
produto P(t) (Poo — P(t)). Obtém-se assim a equacdo (dita «de crescimento logistico»), para
certoa > 0:

P'(t) = a P(t) (P, — P(1)).

Curiosamente podemos chegar a uma equac¢ao do mesmo tipo fazendo a hipdtese de que, para
além dos nascimentos e “mortes naturais”, sujeitos a taxas médias constantes por habitante,
ha outras mortes que resultam da conflitualidade ou competicdo entre individuos, supondo-se,
por exemplo, que cada encontro entre dois individuos tem determinada probabilidade
constante de “ser fatal” o que determina que o nimero de mortes deste tipo por unidade de
tempo seja suposto proporcional ao nimero de encontros possiveis entre dois individuos da
populacdo (ocorrendo estes encontros aleatoriamente, mas uniformemente em relagdo ao
tempo), o qual evidentemente serd, em determinado instante t, igual ao nimero de pares (ndo
ordenados) que se podem formar com P(t) individuos, que é (no caso em que P(t) é um
nimero natural) P(t)(P(t) — 1)/2. Assim teriamos, com as aproximagdes habituais:

P(t + At) = P(t) + NAtP(t) — MAtP(t) — BAtP(t)(P(t) — 1)/2,

o que conduz a equacao:

P = W - P L POPE©) - 1) = a P(®) (P~ P®)),
com
2N - M)

P, +lea=
B

N[

N3do estudaremos propriamente este tipo de equagdes, mas nada impede que se descreva o
modelo aos alunos e que verifiguem, por exemplo, que determinada fungdao é solugdo,
propondo-se problemas envolvendo essa fun¢do. Note-se que o estudo desta equacdo pode
reduzir-se a uma primitivacdo direta, pois, supondo que a populacdo nunca atinge P, nem se
anula, a equacdo é equivalente a:

P'(t) _.
P(t) (P, — P())

E podemos facilmente integrar ambos os membros entre dois instantes t, e t, obtendo a forma
geral das solugdes com aquelas caracteristicas, desde que conhecamos uma primitiva da
fungdo de y:

1

y(Poo_y)

Assim, este estudo pode corresponder a problemas de nivel mais avancado, que podem
também ser abordados a propdsito do dominio «Primitivas e Calculo Integral».
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Tal como no caso do decaimento radioativo, também agora, no caso malthusiano, podemos
dispensar o conhecimento prévio da constante N — M, desde que se tenha acesso a censos da
populacdo em dois instantes diferentes; assim, refazendo os célculos acima efetuados no caso do
decaimento obtemos, para valores P, e P; da populagdo em instantes respetivamente ¢, e t;:

1 1 Py InP—InP

N-—-M= n—=
ti—te Po ty — %o
e portanto:
P It InP;—In P,
t{—t AT 00—
P(t) = P, (P—l) T pre ficty O,
0

Finalmente, quanto ao modelo de Newton de aquecimento/arrefecimento,
T'(t) = k(Ta — T(t)), ouseja, f'(t) = —kf(t), com f(t) = T, — T(t), teremos:

T, — T(t) = (T, — Ty)e *t=to),
sendo T,y a temperatura do corpo no instante t,, e portanto:
T(t) =T, — (T, — To)e ¥t) = Tye~k(t=to) 4 T, (1 — e=k(t=t)),

ou seja, a temperatura em cada instante é uma média pesada entre a temperatura inicial do
corpo e a temperatura ambiente, de modo que o “peso” associado a temperatura do corpo
tende para zero exponencialmente e o “peso” associado a temperatura ambiente tende para 1
também exponencialmente. Tal como nos modelos anteriores, também se poderia determinar
o valor de k conhecendo o valor T, e T; da temperatura em instantes, respetivamente ¢, e t;:

1 T,-T
n .
ti—ty Toa—To

k=—

Seguem-se alguns exemplos de problemas que podem ser propostos aos alunos, relacionados
com estes modelos. Os enunciados e os niveis de desempenho poderdo ser adaptados de
acordo com o que tiver sido discutido previamente acerca dos diversos modelos abordados.

1. A populagdo da Nova Zelandia era de 1,218 x 10° habitantes em 1921 e de 1,344x 10° em
1926; supondo que a evolugcdo da populagdo deste pais obedecia a uma lei Malthusiana
(taxa constante de crescimento populacional por habitante) determine a populagdo P(t)
para qualquer instante t. Sabendo que os valores reais eram, em milhGes de habitantes,
respetivamente 1,491 em 1935, 1,648 em 1945, 1,923 em 1953 e 3,14 em 1977, discuta a
adequacdo do modelo adotado a realidade, no periodo de tempo considerado, calculando
as percentagens de erro do modelo relativamente aos dados reais.

2. *Durante um certo periodo, a populagdo de um dado pais é dada, em milhGes de
habitantes, por P(t), onde t é o tempo, em anos, decorrido desde o dia 1 de Janeiro de
1960. A taxa de mortalidade anual é, aproximadamente, de 1,5 para cada 100 habitantes e
a taxa de natalidade de 2 para cada 100 habitantes. Todos os anos, chegam ainda ao pais
cerca de 100.000 novos imigrantes.

2.1 Calcule P(t + 1) em fungdo de P(t).

2.2 Supondo que as mortes e nascimentos se distribuem uniformemente ao longo do
tempo, ou seja, que as taxas de mortalidade e natalidade por habitante em
determinado periodo de tempo At > 0 (medido em anos) sdo diretamente
proporcionais a At, calcule P(t + At) em funcdo de P(t).
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P(t+At)—P(t)
At ) )
mostre que a fungdo P satisfaz a equagdo diferencial P'(t) = EP(t) + 5

2.3 Fazendo a aproximac¢do P'(t) =~ , para At suficientemente pequeno,

2.4 Determine uma expressao para a fungdo Q definida por Q(t) = P(t) + 20, depois de
estabelecer uma equacao diferencial satisfeita por esta funcdo, sabendo que em 1950
a populacgdo do pais é de 35 milhGes de habitantes.

2.5 Determine uma expressao para a funcdo P. Neste regime, ao fim de quanto tempo
duplicard a populagdo?

3. Uma massa de my = 50 gramas de Radio 226 existente numa amostra no instante t, = 0
desintegra-se ao longo do tempo. Em todo o instante t, a taxa de variacdo instantanea da
massa, m’'(t), é proporcional a massa m(t) existente nesse instante. Sabendo que ao fim de
1 ano, a massa de Radio é igual am(1) = 49,975 gramas, calcule o tempo necessério a
desintegracdo de metade da massa inicial. Apresente o resultado em anos, arredondado a
unidade.

4. O Carbono 14 sofre desintegragdo radioativa de tal forma que a taxa de variagdo Q'(t) da
massa Q(t) existente ao fim de t anos é diretamente proporcional a Q(t), sendo a
constante de proporcionalidade igual a —0,00012.

4.1 Prove que, a partir de uma massa inicial Q,, a massa Q(t) existente ao fim de t anos é
dada pela férmula Q(t) = Qqe~00012¢,

4.2 Uma amostra recolhida num tumulo contém apenas 30% do carbono 14 previsto em
organismos vivos. Determine a idade aproximada dessa amostra, em anos,
aproximada a unidade.

4.3 Uma amostra de origem vegetal foi datada de aproximadamente 15200 anos. Qual a
percentagem de carbono 14 contida nessa amostra? Apresente o resultado
arredondado as centésimas.

5. Durante um certo periodo, o nimero de ursos numa reserva natural é dado por P(t), onde
t é o tempo, em anos, decorrido a partir do dia 1 de Janeiro de 1990. A funcdo P verifica

P'(t) = 121—513(15)(100 — P(D)).

5.1 Mostre que a fungdo P, dada pela expressdo P(t) = 10

0 . -
—7, A € R, satisfaz a equagado
1+Ae” 5

diferencial. Admitiremos, até ao final do exercicio, que P é de facto desta forma.

5.2 Calcule o valor da constante A em fungdo da populagdo inicial P(0) = P,.

5.3 Qual a evolugdo da populagdo se P, = 1007? Interprete o resultado obtido.

5.4 **Considere que P, = 10. Em que instante t; a taxa instantanea P'(t,) é maxima?
Esboce o gréfico de P, interpretando t; geometricamente, determinando valores
aproximados dos eventuais pontos notdveis do grafico com o auxilio de uma
calculadora grafica. [Sugestdo: para o estudo da fungdo, nomeadamente para estudar
a monotonia e concavidades, pode utilizar a prépria equagao diferencial].

6. Uma substancia desintegra-se de tal forma que uma massa inicial de 12mg se reduz a 4mg
em meia hora. Sabe-se, por outro lado, que a taxa de variagdo instantanea da massa (ou
«taxa de desintegracdo») em determinado instante t, M'(t), é proporcional a massa M (t)
existente nesse instante.

6.1 Prove que, considerando a massa inicial indicada, a massa M, em mg, desta
substancia ao fim de t horas é dada pela expressdo M(t) = 4 x 372t+1,

6.2 Definindo a «taxa de desintegracdo média» num dado intervalo I = [t;,t,] por

M(ty)—-M(t . ~ .- .

v = (i)—t(l), compare a taxa de desintegracao média na primeira e na segunda
274

hora.
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6.3 Determine a taxa de desintegracao ao fim de uma hora e meia e ao fim de 3 horas.

6.4 Determine a expressdo de M''(t), estude o respetivo sinal, descreva como varia a
taxa de desintegracdo desta substancia e explique o significado desse resultado no
contexto da situacgao.

7. *Um copo com agua acabada de ferver (portanto a temperatura de 100°C) é deixado
arrefecer numa sala a temperatura ambiente de 25°C. Sabendo-se que ao fim de dois
minutos a temperatura da agua atinge 80°C, ao fim de quanto tempo atingird a
temperatura de 50°C?
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Primitivas e Calculo Integral PCI12

Descritor

Texto de Apoio

1.6

Comentario

Ainda que as justificacdes pedidas sejam bastante simples, ha que ter em atenc¢do que nao se
trata aqui de mostrar igualdades entre fung¢des, mas igualdades entre familias de funcgdes.

De facto, « (f (x) + g(x))dx» representa a familia de fun¢des dadas por expressdes da forma
H(x)+c,c€R, onde H é uma qualquer primitiva de f + g e «[ f(x)dx + [ g(x)dx»
representa a familia de fungdes F(x) + ¢’ + G(x) + ¢", c’,c"" € R, ou seja, F(x) + G(x) + d,
d € R, onde F e G sdo, respetivamente, primitivas de f e de g.

Assim, mostrar que [(f(x) + g(x))dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx é equivalente a mostrar que
H e F + G diferem por uma constante, ou seja, uma vez que se trata de fung¢des diferencidveis
num intervalo, que tém a mesma derivada: H' = f+ g=F' + G' = (F + G)'.

Da mesma forma, para k € R, mostrar que [ kf(x)dx = k [ f(x)dx é equivalente a mostrar
que kF' = (kF)', o que é verdade por linearidade da diferenciac3o.

1.7

1. Calcule, em intervalos convenientes, as seguintes primitivas:

1.1 [3x%dx

1.2 [sinxdx

1.3 [(2sinx + 3cosx) dx
1.4 [(x*+x%+1)dx
1.5 [e3*dx

16 [2xe* dx

17 [——dx

x2+1

Cosx

1.8 [—dx

sinx
1.9 [x3(x*+ 1)8dx
110 [+vx+1dx
1.11 [ sinxcos?xdx
1.12 * [cos?xdx
1.13 * [cos®xdx
1.14 **[ cos*x dx
115 [tgxdx
116 **[2Z dx

1.17 * [sinx cosx eS2*dx
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2.1

Comentario

Uma construgdo rigorosa do integral definido - recorrendo por exemplo a somas de Riemann
ou de Darboux — encontra-se fora do ambito do presente Programa. Desta forma, é efetuada,
nos restantes objetivos gerais deste dominio, uma introducao a nogao de integral recorrendo a
nocao de area. Note-se que, em rigor, a drea de regidoes do plano delimitadas por graficos de
funcbes continuas e por retas verticais ndo se encontra devidamente definida, pelo que a
presente abordagem deve ser considerada intuitiva.

2.2

Informagado complementar para o professor

O simbolo atualmente utilizado para representar o integral de uma funcao foi introduzido por
Leibniz no século XVII e é muito simplesmente a forma entdo geralmente utilizada para a letra
«s», exceto quando na posicdo final das palavras ou na segunda posi¢cdao de um duplo «s» no
interior de uma palavra. Pretendia-se assim abreviar a palavra latina “summa”, ou seja, “soma”
gue era a designacdo que Leibniz pretendia atribuir a “soma de quantidades infinitesimais”,
embora tenha sido suplantada pela de “integral” que Johann Bernoulli popularizou. O simbolo
era inicialmente utilizado sem a indicacdo dos extremos que, quando necessdrio, eram
concretizados no decorrer da exposigdo. As “parcelas” f(x)dx representavam o produto do
valor de uma funcdo em determinado ponto x do respetivo dominio pelo comprimento de um
intervalo onde se situava x, considerado “infinitesimal”, ou seja de comprimento “desprezavel”
e onde portanto se supunha que o valor da fungdo n&o variava, tomando sempre o valor f(x).
Quando a fungdo f era positiva, f(x)dx representava portanto a medida de area de um
retangulo com um dos lados de medida “infinitesimal”
retangulos assim considerados seria igual, deste modo, a area “abaixo do gréfico” da fungéo f,
em unidades quadradas.

e a “soma” das areas de todos os

Uma notacdo entdo utilizada para a derivada (e ainda hoje bastante vulgarizada) consistia em
representar a derivada de uma fungdo y(x) por

dy
dx

O que recorda a origem da nogao de derivada, que é o limite de uma razao entre o “acréscimo”
da varidvel dependente o “acréscimo” a que corresponde na varidvel independente. Com esta
notac¢do, a representacdo utilizada para o integral e a respetiva interpretacdo fornecem de
alguma maneira uma “mnemonica” para a férmula de Barrow, ja que, se “cortarmos” dx no
denominador com o dx do simbolo de integragdo, como se a derivada fosse um verdadeiro
quociente e odx no simbolo de integral fosse uma verdadeira quantidade multiplicativa,

obteriamos
dy
—dx=1]d
jdx X j Y

Se a Ultima expressao for interpretada como uma soma dos acréscimo dy correspondentes aos
acréscimos “infinitesimais” sucessivos em x que imaginamos que se efetuam para que x
percorra determinado intervalo de integracdo [a, b], notamos que as “sucessivas parcelas”
dy = y(x + dx) — y(x), para x entre a e b, se anulam todas, com excep¢do de —y(a) e y(b),
pelo que o resultado final é y(b) — y(a), coerentemente com a férmula de Barrow, ja que y,

. , o d
evidentemente, é uma primitiva de ﬁ.
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2.4
2.5

Comentario

A monotonia do integral definido, no caso considerado no descritor 2.4, pode ser considerada
como consequéncia imediata de uma propriedade intuitiva da nocdo de area, que admitiremos:
uma parte do plano tem sempre drea superior ou igual a um seu subconjunto.

Quanto ao descritor 2.5, a prova pedida pode, por exemplo, ser a seguinte, baseando-se, mais
uma vez, em propriedades intuitivas da no¢do de area que admitiremos para este efeito e
utilizaremos quando necessario, sem as nomear explicitamente:

Seja entdo f uma fungdo continua ndo negativa num intervalo [a, b], (a < b), e F, definida em
[a,b] por F,(x)= f;cf(t)dt . Fixado x € [a,b[ e dado h >0 tal que x+ h € [a,b],
Fy(x + h) — F,(x) é, pelo descritor 2.1, a medida da drea da regido do plano delimitada pelo
grafico de f, o eixo das abcissas e as retas verticais formadas pelos pontos de abcissas x e
x+ h.

Tem-se assim F,(x + h) — F,(x) = f;+hf(t)dt.

Pelo Teorema de Weierstrass, f admite um minimo
m(h) e um maximo M(h) no intervalo [x,x + h],
ambos ndo negativos. Como, para t nesse intervalo, a x X+ b -
se tem m(h) < f(t)<M(h) , o resultado
mencionado no descritor 2.4 implica que

f x+hm(h)dt < f x+hf(t)dt < f x+hM(h)dt,

X X X

ou seja, hm(h) < f;”hf(t)dt < hM(h).

mi — — £ — — — — — M — — &£ — — — = =

Destas desigualdades pode-se concluir que

m(h) < Falx h})l — R _ M(h).

Observando que, por continuidade de f no ponto x, ’llirr(l)m(h) = ’llirr(lJM(h) = f(x),
pelo Teorema das fun¢des enquadradas,

lim Fabe+h) - F(x) _ £,

h—-0*t h
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Por um processo andlogo, fixando x €]a, b] e considerando h > 0 tal que x — h € [a, b],
facilmente se conclui que

Fa(x+h)_Fa(x)_ . Fa(x_h)_Fa(x)_ . Fa(x)_Fa(x_h)
= lim = lim
h—0~ h h>0* —h h—0*+ h

= f(),

pelo que, pelo resultado expresso no descritor FRVR11 1.7, F é diferenciavel em x e

F'(x) = f(0).

Tem-se ainda F,(a) = faaf(t)dt = 0, ja que se trata da area de um segmento de reta (esta

contido em retangulos de area arbitrariamente pequena, pelo que tal drea, majorada por
numeros positivos arbitrariamente pequenos, sé pode ser nula).

2.6 Comentario
Com as notagbes do descritor anterior, basta observar, tomando x = b na igualdade
F,(x) = f;f(t)dt, que
b
R = | @
a
Tomando agora uma qualquer primitiva F da fungdo f no intervalo [a, b], o descritor 1.2
garante a existénciadec € Rtalque F = F, + c.
Assim,
b
F(b) —F(a) = F;(b) + ¢ — (Fy(a) + ¢) = F,(b) = f f(@®)dt.
a
2.8 Comentario
2.10

Nestes descritores estende-se o conceito de integral as fungdes continuas definidas num dado
intervalo [a, b] para as quais existe uma «decomposi¢do» (cy, ..., Cx41) do intervalo [a, b],
a=cy<c < <cg<cge1 =b(k €Ny, tal que, em cada intervalo [¢j, ¢j11], f € ndo
positiva ou ndo negativa. Sdo essencialmente as funcdes que “alternam de sinal um ndmero
finito de vezes”. Note-se que existem fungGes continuas que nao satisfazem este critério, como

por exemplo a fungdo definida no intervalo [0,1] por f(x) = x sini sex#0ef(0)=0.

"‘W!ﬂnﬂvﬂ\j/\/} /\ /\

A integrabilidade de tais func¢Ges fica portanto fora do ambito do presente Programa.
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Para se chegar a definicdo expressa no descritor 2.10, uma primeira etapa (descritor 2.8)
consiste em definir o integral de uma fungdo f continua e ndo positiva num intervalo [a, b]
como o simétrico da medida da 4rea da regido do plano delimitada pelo grafico da fungdo f, as
retas de equagdox =a,x = be o eixo das abcissas. Com esta definicdo, e reconhecendo
intuitivamente que a drea de uma dada regido do plano é preservada pela reflexao de eixo Ox
(assim como por qualquer isometria), facilmente se obtém que f; ftdt = — f:(—f(t))dt.
Podera entdo definir-se o integral no intervalo [a, b] de uma fungdo que alterne de sinal, nesse
intervalo, um numero finito de vezes, como mencionado mais acima, pela férmula

f61f(x)dx + -+ fc.jﬂf(x)dx + -+ fbf(x)dx,

devendo naturalmente ter-se o cuidado de observar que esta quantidade nao depende da
escolha da decomposigdo (cy, ..., Cx41)-

E facil verificar que, com esta defini¢do, o Teorema Fundamental do Calculo se estende a esta
classe de fungdes:

Dado x € [a, b[, existe § > 0 tal que f é ndo negativa ou ndo positiva no intervalo [x, x + §].

Fg(x+h)—Fg(x)

Se f for ndo negativa nesse intervalo, sabemos ja que hlir(rJl+ o
.

= f(x), onde, como

anteriormente, F, (x) = fo(t)dt.

Se f for ndo positiva no intervalo [x, x + §], a identidade f(ff(t)dt = — f(f(—f(t))dt permite
reduzir o problema ao caso anterior.

. Fy(x+h)-F,
Da mesma forma se mostra que, para x €]a, b], lim Fa(th)—Fa(x)

pm o = f(x), donde se conclui
que F; = f.

Podera entdo estender-se facilmente a estas fungdes a férmula de Barrow, e, em seguida, as
restantes propriedades elencadas no descritor 2.10.

3.1 : 1. Calcule o valor de cada um dos seguintes integrais:
1.1 f_zz t2dt;

1.2 [ (53 — 4t)dt;

13 ["%e2tds;

1.4 [

naet +eTHdt;

1.5 fg sin(2t) dt;
6
1.6 f_EEZCOS(t)dt;
6

17 [ dt;
e
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2 1
1.8 f% =t
NE )
1.9 f\/f 211 dt;
1.10*[% |t + 1|dt;

1.11%[°

| |-t* +1]dt;

2. Calcule a derivada das fung¢des definidas pelas seguintes expressoes:

X t? g4,
2.1 [ et dt;
22 (¥ 3)dt;
2 [, cos(t®)dt;
2.3 *fzoxtan Vedt;

2.4 **[°¥\1T —t24t.

sinx

3. Dada uma fungdo f continua num intervalo I = [a, b] (a < b), define-se a «média de f em
[a, b]» por

1 b
m() = 5— | fGdx

3.1 Calcule a média das funcgdes definidas pelas seguintes expressées, nos intervalos
indicados:

311 f(x)=cosx, I = [Og] el =[0,2m];

312 f(x)=x%1=[05];

3.1.3 f(x) = Asin(wt) (A, w > 0) num intervalo de amplitude igual ao respetivo
periodo positivo minimo.

3.2 **Considere um ponto material P que se desloca ao longo de um eixo. Mostre que a
média da funcdo velocidade, segundo esta definicdo, coincide com a velocidade
média.

3.3 *Seja f uma fungdo afim. Determine um ponto c do intervalo [a, b] tal que m(f) = f(c).

4. **Considere a fungdo F definida em R por F(x) = f:e‘tzdt.
4.1 Mostre que F é impar.
4.2 Mostre que a fungdo F é limitada, comegando por justificar que parat = 1, e’ <et.
4.3 Estude a monotonia de F e o sentido da concavidade do respetivo grafico.
4.4 Mostre que lim,_,, o, F(x) existe e é finito.
4.5 Calcule a equacdo da reta tangente ao grafico de F nos pontos de abcissax =0e
x =1.
4.6 Mostre que paratodoox =0, F(x) < x.
4.7 Esboce o grafico de F.

5. **Mostre que a primitiva nula em 0 de uma funcdo par definida em R é impar.
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Calcule, num intervalo conveniente, a primitiva nula em a = 1 das func¢des definidas por
6.1 f(x) =x3+2x +$+ 23/x;

6.2 gx) = lnTx + e3%,
1 A B

x(x+1) - x " x+1
e deduza uma expressdao da primitiva F nula em a = 2 da funcdo definida no intervalo
10, +o0[ por f(x) = —

x(x+1)’

Calcule constantes reais A e B ndo nulas tais que para todo o x € R\{0,1},

3.2

. Sejam u e v fung¢des definidas e primitivaveis num intervalo I.

1.1*Derivando o produto u.v, mostre que sendo P(uv') uma primitiva de uv’ ent3o
uv — P(uv") é uma primitiva de u’. v.
1.2 Deduza da alinea anterior que:

f(u’(x)v(x)) dx = uv — f(u(x)v’(x)) dx

1.3 Utilizando o resultado da alinea anterior determine a primitiva das seguintes funcdes
comecgando por escrevé-las adequadamente na forma u'v:
1.3.1 xe* 1.3.2**Inx 1.3.3 xsinx

. Um ponto material P desloca-se na reta numérica, estando, em cada instante t > 0, sendo

o tempo medido em segundos, submetido a aceleracdo a(t)igual a 4 unidades de
comprimento por segundo quadrado. Calcule a posicdo que ocupa o ponto P no instante
t = 10, sabendo que P se encontra no instante t = 0 na origem e que a velocidade de v é,
no instante t = 5, de 10 unidades de comprimento por segundo, no sentido positivo.

. Um ponto material P desloca-se na reta numérica, estando em cada instante t = 0

submetido a aceleragdo a(t) = cos(5t), na unidade de aceleragdo correspondente.

3.1 *Mostre que se a velocidade inicial (ou seja, no instante t = 0) de P for ndo nula, P
atinge pontos arbitrariamente afastados da respetiva posicao inicial.

3.2 Esta propriedade mantém-se quando a velocidade inicial de P é nula?

3.3 Calcule a velocidade e a posicdo inicial de P sabendo que nos instantest = 5771 e

t = 5m o ponto P se encontra na origem do referencial.

. *Um ponto material P desloca-se na reta numérica, estando em cada instantet = 0

submetido a aceleragdo a(t) = cos(wt + ¢), onde w >0 e ¢ € R. Calcule para que
velocidade(s) inicial(ais) (ou seja, no instante t = 0) a trajetéria de P é limitada, isto €, todas
as posigdes de P ao longo do tempo pertencem a um dado intervalo limitado. Calcule, nesse
caso, a amplitude da trajetdria de P, isto é, a maior distancia entre dois pontos dessa
trajetoria.

33

. Calcule a medida da darea da regido do plano formada pelos pontos P(x,y) do plano tais

queOSxS%AOSyS4x+tanx.

. *Calcule a medida da area da regido do plano formada pelos pontos P(x,y) do plano tais

que0<x<mA-—sin3x <y <sindx.

. Calcule a medida da 4rea da regido do plano delimitada pelos gréficos das fung¢des definidas

por f(x) = x*e f(x) = Vx.
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4. Na figura estdao representadas partes dos graficos
das fungdes definidas por f(x) = %sin (x + g) +%
eglx) = %sin (x + %) + % Calcule a medida da

area da regido do plano delimitada pelos graficos e
pelas retas paralelas ao eixo Oy e que intersetam o

. . T 41
eixo Ox nos pontos de abcissa €5

=
O [ PSR
el

wl
o

5. *Na figura estd representado um quadrilatero v
[ABCD] num referencial de tal forma que c
A(0,2),B(3,1),€(5,5) e D(0,4).

Determine a medida da drea do quadrilatero, !
utilizando integrais adequados.

=Y

6. *Na figura estdo representadas partes dos gréficos
das fungdes definidas por f(x) = —|x — 2|+ 4 e
g(x) =—|x—1| + 2. Calcule a medida da érea
da regido do plano delimitada pelos graficos de
f e g e pelos eixos coordenados, utilizando
integrais adequados.

B

7. Calcule a medida da area da regido do plano delimitada pelas pardbolas de equagdo
y:x2—3x+3ey=—%x2+3x—g.

8. *Calcule a medida da area da regido do plano delimitada pela parabola de equacdo
y = —x2 — 2x + 3 e pelas tangentes ao grafico de f nos pontos de interse¢do com o eixo
das abcissas.
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Numeros Complexos NC12

Descritor Texto de Apoio
1.1 Informagdao Complementar para o professor
1.2

. a . ~ .
A mudanga de varidvel y = x — 3 permite transformar a equacdo do terceiro grau
2

y3+ay?+by+c=0, ondea,b,c €ER, na equagdo x> +px+q=0, compzb—%e

2 . , ~
q= %(gaz - b) + c. Desta forma, para determinar as raizes de uma qualquer equagao do

terceiro grau, bastara estudar as equacdes da forma x3 + px + g = 0, em que o coeficiente de

x? é nulo. Tratando-se de uma equacdo do terceiro grau, a determinagdo de uma Unica raiz

permite conhecer todas as (eventuais) restantes raizes, por divisdo de polindmios e utilizagdo
da féormula resolvente para equagdes do segundo grau .

2 3
E neste contexto que se insere a férmula dita de Cardano: quando o discriminante D = qT + %

é positivo ou nulo, o nimero real
x = 3\/—%+\/5—3\/%+\/5

é raiz da equacdo x> +px +q = 0.

De facto, tomando x = u + v, esta Ultima equacdo é equivalente a

ud+3uv?+3utv+vi+plu+v)+q=0,
ou seja,
ud+v3+3uwwu+v)=-pu+v)—q.

Desta forma, uma condigdao suficiente para se obter uma raizx = u + v da equagdo inicial
consiste em resolver o sistema
3uv = —p Aud +v3 = —q.

p

€ tomando r = u3, obtém-se a equagdo do

Substituindo na segunda equagdo v = —

3 3
segundo graur? + qr — 5—7 = 0, cujo discrimante é iguala A = q% + 42% =4D.

_ —q+2vD _
==

Desta forma, se D >0, é possivel escolher u3 =r

u="/-21D.
Tem-se entdo v = —q —u’® = =7 — (£VD),isto ¢, v = 3/—% — (VD).

Obtém-se assim o resultado anunciado: x =u+v = 3\/—%+ VD — 3\/% + /D é uma raiz real

—gix/ﬁ, ou seja,

da equagio x3 + px + q = 0.

Os numeros complexos aparecem, historicamente, no decurso de uma tentativa de obter
solucGes reais de equagbes do terceiro grau de discriminante D < 0.

Um exemplo caracteristico, entre outros, é a equagdo x3 — 15x — 4 = 0.

_ (=92 n (-15)* _

O discriminante é iguala D = — —121 = —117?, obtendo-se assim

3 3 3 3
"x=\[2+ —112+\[2—\/—112=\/2+11\/—1+\/2—11\/—
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Esta expressdo ndo tem obviamente qualquer significado, uma vez que o simbolo vV—1 ndo tem
significado. No entanto, operando formalmente com este simbolo e considerando que

V=1x+v/-1= —1, tem-se
"QEVEIP =22 +3x22 xVo1+3x2x (V1) £ (V=1) =2 F V=1,

ou ainda

3 3
"x=\/2+11\/—_1+\/2—11\/—1=2—\/—1+2+\/— =4"

Embora todos estes calculos ndo tenham significado, obteve-se x = 4 que é, de facto, uma raiz
da equacdo x3 — 15x — 4 = 0. E com estes calculos que nasce a motivagdo de se construir, de
forma matematicamente correta, uma extensdo de R (e das respetivas operagdes) que
contenha um elemento «i» talque i X i = —1.

Comentario
Ainda que todos estes cdlculos ndo sejam necessariamente apresentados aos alunos com todo

o pormenor, é importante que associem historicamente o aparecimento dos numeros
complexos a atividade pratica de determinar raizes reais de polindmios do terceiro grau.

1.3

Comentario

O conjunto dos numeros complexos é construido no segundo objetivo geral deste dominio. No
presente descritor pretende-se apenas observar, previamente, que se estiver construida uma
extensdo de R (e das respetivas operacGes de adicdo e de multiplicacdo por forma a gozarem
das propriedades usuais) designada por «C», se C contiver um elemento i tal quei X i = —1,
entdo, necessariamente, os elementos de C da formax + iy, comx,y € R, operam-se da
seguinte forma: dados a, b, c,d € R,

(a+ib)+(c+id)=a+c+i(b+d) e (a+ib) X (c+id) =ac—bd + i(ac + bd).

Estes calculos prévios permitem motivar adequadamente a definicdo que é dada, no descritor
2.1, do conjunto C e das respetivas operacdes de adicdo e de multiplicacdo. Depois desta
construcdo feita, e de se acabar por dar, no descritor 2.5, um sentido a expressao «a + ib»,
a,b € R, pede-se a verificacdo, no descritor 2.8, de que efetivamente estas duas igualdades
tém lugar.

2.1

Comentario

Neste descritor é fornecida uma definicdo do conjunto dos nimeros complexos C e das
respetivas operag¢oes de adicdo e de subtracdo. Existem numerosas formas de se introduzir o
conjunto C. Optou-se por definir C como o conjunto R? munindo-o de uma operagdo de
adicao, que coincide com a operacao de adicdo de vetores do ponto de vista das respetivas
coordenadas, e de uma operagdo de multiplicacdo “especial”, motivada pelos célculos prévios
propostos no descritor 1.3.

Uma outra possibilidade consistiria em comecar por “postular a existéncia de uma solugdo para
a equacdo x? + 1 = 0”. No entanto, para a tornar minimamente adequada e credivel, seria
necessario um trabalho conceptual bem mais exigente. Ndo é possivel, de maneira genérica,
“decidir” que uma dada equacdo, a partida sem solugGes nos conjuntos conhecidos, possui
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efetivamente uma solugdao num conjunto mais alargado e que as operagdes usuais se estendem
a esse conjunto maior, mantendo as respetivas propriedades algébricas, pois esse processo
poderia introduzir contradi¢cdes no edificio da Matematica. Além disso, esta abordagem, levada
a cabo de forma ndo sustentada, tem como consequéncia, frequentemente, que permaneca
nos alunos a duvida da “verdadeira existéncia” da unidade imaginaria, mesmo depois de ja
manipularem os numeros complexos com alguma destreza. Um modo de evitar essas situacdes
€ precisamente o que aqui se propde, ou seja, construir explicitamente, utilizando apenas
objetos matematicos conhecidos, um modelo concreto do conjunto mais alargado e das
operacdes generalizadas que nele se definem, no quadro do qual se encontram solucdes da
referida equacao.

No descritor 2.3 efetua-se a identificagdo entre o complexo (a, 0) e o nimero real a, depois de
se verificar que as operagdes, em C, operam nos complexos com segunda coordenada nula da
mesma forma do que a adi¢cdo e a multiplicacdo operam no conjunto dos nimeros reais.

E agora possivel (descritor 2.4) exibir genuinamente um nimero complexo cujo quadrado é
igual a —1: tomando i = (0,1),

i2=(01%x(01)=0x0-1x11x0+0x1)=(-1,0) = —1.

4.3 1. Escreva os seguintes numeros complexos na forma rw, com r real positivo e |w| = 1:
—5;-3i; 2+ 2i; 3-—05i
2. *Considere um nimero complexo ndo nulo z.
2.1 Mostre que z admite uma decomposi¢do na forma z = rw,onder > 0 e |w|=1.
2.2 Mostre que a decomposicdo obtida na alinea anterior é Unica.
5.1 1. Resolva no conjunto dos nimeros complexos as equacbes z? = 1, z3 = le z* = 1.
O que pode conjeturar quanto ao nimero de solucdes da equacdo z™" = 1, paran € N ?
2. **Considere, paraw € C\{0}en € N, a equagdo z" = w.
2.1 Mostre que se z é solucdo entdo |z| = §/|w|.
2.2 Mostre, para 8 € R, que o nimero complexo z = |w|ei9é solucdo da equacdo se e
P a 2km ,
somente se 0 é da forma - + = onde @ é um argumentodew e k € Z.
2.3 Justifique que a equagdo z™ = w tem exatamente n solugdes.
6.1 1. Determine a parte real e a parte imagindria dos seguintes nimeros complexos:

1.1 -i(3 + 2i)?
1.2 (1+3i)7?

3+5i
1+7i

1.4 {191

15 (1-vZi)’

2. Determine o conjunto dos nimeros complexos z tais que

2z-1 , .
21 * 721, € Um nimero real;

z L, , o ..
2.2 - € Um numero imaginario puro.
Z+1+1
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3. *Considere niumeros naturaisa, b, ce d.
3.1 Determine nimeros naturais a e f tais que (a? + b?)(c? + d?) = a? + B2
(Sugestdo: utilize a igualdade, para nimeros complexos z e z’, |zz'| = |z| X |Z'].
3.2 Utilize o resultado da alinea anterior e as igualdades 90 = 81 + 9 e 68 = 64 + 4, para
escrever o numero 6120 como soma de dois quadrados.

1. Para cada uma das seguintes funcgdes, indique se se trata de uma translacao, rotacao,

6.2
reflexdo, reflexdo deslizante ou homotetia (interpretando-as como transformacdes do plano
complexo) e construa a imagem do afixo M(x,y) de um ndmero complexo genérico
z=x+iy:
11 f(z2)=z+ 1+
1.2 f(z) =iz
13 f(z2) = —z;
1.4 f(z) =3z
1.5 *f(z) =iz+5;
1.6 **f(z) =iz
2. Construa a imagem do triangulo de vértices A(1,0), B(0,1) e 0(0,0) por cada uma das
transformacdes indicadas no exercicio anterior.
3. Considere um determinado ponto M, afixo de um numero complexo z e o ponto A afixo do
ndmero complexo zg = 1 +i.
3.1 *Mostre que o afixode i(z—1—1i) + 1+ i é aimagem de M pela rotagdo de centro A
e de angulo g .
3.2 **Dado O € R, proponha uma expressdo para o numero complexo cujo afixo é a
imagem de M pela rotacdo de centro A e angulo 9.
4. Num plano munido de um referencial cartesiano de origem O, considere as seguintes
transformacdes:
f: rotacdo de cento O e angulo — g;
g: translagdo de vetor 1(1,2);
h: translacdo de vetor 1 (—2,1).
Mostre que foh = gof.
6.3 1. Determine o mdédulo e um argumento dos seguintes numeros complexos:

1.1 (1-0)3
12 (1-iv3)°

, (1-0)?
1.3 11+i\/§
1+itané@

14+ TH22 e [o,g[

% i iZ
15 *e+—e's

i(1+v30)"

2. Apresente na forma algébrica o nimero complexo z = e

3. Considere o numero complexo z = \/2 ++/3 — i\/2 —+/3. Calcule z?e deduza uma
representacao de z na forma trigonométrica.
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4. Considere o nimero complexo ndo nuloz = rew, onder € Rt e 0 € R. Determine, em
funcdo de r e de 8, o mddulo e um argumento dos seguintes nimeros complexos:
4.1 7;

1

4.2 -;
43 *1 4z
44 *1 -z
4.5 (1 —2)%
3
.;&2A2¢—H
5. * Mostre que cosz7ﬂ+ cos47”+ cos%ﬂ = —%.

. . 1
6. ** Dado a € R, considere um nimero complexo z tal que z + o= 2 cos a. Mostre que para

. 1
todo o numero natural n, z™ + = 2 cosna.

6.4

1. Considere os nimeros complexos z; = 3v2(1 + i), z, = 3v2i e z3 = 3v/2(1 — i) cujos

afixos sdo, respetivamente, os pontos M, M, e M.
1.1 Represente os pontos M, M, e M3 no plano complexo.
1.2 Mostre que o quadrilatero [0 M; M, M;] é um trapézio retangulo.

2. Determine o conjunto dos pontos afixos dos nimeros complexos z que verificam a condicao
z—1-i
z+1+i

3. Dado um ndmero complexo z, considere os pontos M, M, e M3, afixos, respetivamente dos
ndmeros complexos z, z2 e z3.
3.1 Determine para que valores de z os pontos M, M, e M5 sdo dois a dois distintos.
3.2 Determine para que valores de z o tridngulo [M; M, M;] é retangulo em M,.

4. *Determine o conjunto dos valores do nUmero complexo z para os quais os pontos M;, M, e
M, afixos, respetivamente, dos niumeros complexos 1 + i,z + i e 1 + iz estdo alinhados.

5. Represente as regides do plano definidas pelas seguintes condig¢des:
51 |z| <2A|z—i]|>1;
52 |z—1—-i|=|z+il;
53 —m < Arg(z) < gl\ |z+ 1| = 3;
5.4 0SArg(z—1)<%/\|Z—%| < 2;
55 |z—-1|<|z—1i].
561z-3—il>|z—ilA|z—3—i]>2

5.7 —ESArg(z)<gvlz+1—i|SZ

V4

6.5

1. Considere, em C, a equacio z° = 2.

1.1. Resolva a equagdo e mostre que os pontos afixos das respetivas solu¢es sdo vértices
de um poligono regular.
1.2. Determine a area do poligono referido em 1.1.
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. Considere o hexagono regular [ABCDEF] cujo centro é

2. Fixado um plano munido de um referencial ortonormado, considere um pentagono regular

inscrito numa circunferéncia de centro A(2,2).

2.1 Sabendo que um dos vértices do pentdgono é a origem O, determine as coordenadas
dos restantes vértices.

2.2 *Indique uma equacgado cujas solugdes sejam os numeros complexos cujos afixos sao os
vértices do pentdgono.

a origem O do referencial ortonormado representado.

Sabe-se que o ponto C é o afixo do nimero complexo

7, = =3 ? +i2,

3.1 Determine as coordenadas dos restantes vértices g
do hexagono.

3.2 Indique uma equagdo cujas solu¢des sejam os
numeros complexos cujos afixos sdo os vértices do

hexagono. £

9]
>

o
-

6.6

. Calcule a raiz quadrada do nimero complexo z = —8 + 6i.

. Resolva as equacgdes:

2.1 222 —6z+29 =0.

22 23+222+52=0

23 z4—2z2-15=0.

2.4 iz3 — z?2 — 2 = 0, sabendo que z, = i é solugdo.

. Determine nimeros complexos ze w taisquez+w = 2 e zw = 10.

. *Estabeleca uma condi¢do necessaria e suficiente sobre os reais b e ¢ por forma que as

solucdes da equagdo z2 + bz + ¢ = 0 tenham médulo 1.

. *Considere a equacgdo z* + 2z3 + 3z%2 + 22+ 2 = 0.

5.1 Mostre que se z,, é solugdo da equacdo, Z; é igualmente solugdo.
5.2 Determine todas as solugGes da equacdo, sabendo que uma delas é da forma ib, b > 0.
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