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APRESENTACAO

O tema Geometria do 11° ano engloba duas partes, trigonometria e geometria analitica,
dois assuntos em que ha uma grande tendéncia para escapar da geometria e cair no
célculo e na algebra, esquecendo problemas e actividades criativos para derrapar em
rotinas e técnicas. Os textos que vos apresentamos tém assim, como preocupacgao
fundamental, apelar ao reforco da geometria e, por ineréncia, ao papel da histéria.

Assim, e a semelhanc¢a da brochura de Geometria do 10° ano, organizamos este texto
em trés partes distintas, ndo totalmente estanques e que estabelecem algumas pontes
entre si:

Historias de Angulos e Triangulos, A. Franco de Oliveira

Uma série de textos breves sobre aspectos interessantes, que podem ser utilizados
directamente com os alunos, e que sugerem varias possibilidades de integracdo da
histérica da geometria.

Geometria, Elfrida Ralha
Algumas perspectivas sobre a geometria integrada com outros assuntos matematicos e
ideias da sua didactica para a articulacdo de conhecimentos.

Actividades Comentadas, Cristina Loureiro e Rita Bastos

Uma série de actividades seleccionadas para apresentar aos alunos sobre aspectos
fundamentais dos assuntos a estudar e da perspectiva em que estes podem ser
trabalhados.
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HISTORIAS DE ANGULOS E TRIANGULOS

1. O tamanho da Terra

Uma das primeiras aplicagbes da geometria euclidiana em grande escala data do tempo
de Arquimedes ou, mais exactamente, do seu contemporaneo Eratéstenes, director da
famosa Biblioteca de Alexandria, e cognominado “Beta”, por ser o segundo em todas as

coisas (o primeiro era Arquimedes, obviamente).

A ideia de Eratéstenes para determinar o perimetro de um circulo maximo ou um

meridiano da Terra era a seguinte. Imaginemos um plano vertical passando pelos poélos
Norte (N) e Sul (S) e por um lugar A sobre a superficie da Terra. No ponto A espeta-se
uma estaca [AP] ! com a direccao do fio de prumo, apontando, portanto, para o centro
O da Terra, que é também o centro do meridiano NSA. O meio-dia solar é a hora a que o
(centro do) Sol esta sobre o dito plano. Se o ponto A estiver entre o Trépico de Cancer e
0 Trépico de Capricérnio, ha um dia do ano, no meio do Ver&do, em que a posi¢do do Sol
passa exactamente no zénite da estaca [AP], isto €, em que a estaca ndo produz

qualquer sombra. Eratéstenes conhecia um lugar assim, a sul de Alexandria (B), no

actual Assuao.

! Por uma questéo de uniformidade com o resto do texto e com 0 uso corrente entre nés utilizamos

esta notacdo para segmentos. Continuamos a achar preferivel a notagio AP para segmento com
extremos A e P,e AP para o comprimento do segmento. Uma razdo desta preferéncia é que
a notacdo [ ] é universalmente utilizada para classes de equivaléncia, por exemplo, para a definicdo
de vector livre como classe de equivaléncia de um segmento orientado dado para a relacdo de
equivaléncia de equipoléncia. N&o € esta a altura oportuna nem este o local, todavia, para encetar
uma reforma das notagfes em uso no ensino secundario.
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Para completar os célculos, haveria que medir a distancia de A a B e o angulo a que os
raios solares fazem com uma estaca vertical em B, no mesmo dia e hora em que o Sol
passa no zénite de A. Supondo que os raios solares sdo paralelos, aquele é também o
angulo ao centro AOB, pela proposicdo geométrica conhecida por “teorema dos angulos
alternos-internos”. E claro, por outro lado, que o angulo ao centro AOB é proporcional ao

comprimento do arco AB sobre o meridiano NSA (fig. 1).

Segundo o cronista Cleémedes, Eratdstenes teria estimado a distancia de B a A em

5000 estadios, e 0 &ngulo na 252 parte de um angulo raso, obtendo o resultado
2x25x5000 = 250 000 estadios

para perimetro do meridiano terrestre. Par ter uma ideia deste valor, tenhamos em conta
que, de acordo com Plinio, o estadio de Eratdstenes valia 300 cubitos egipcios, e que 1
cubito = 0,525 m, o que da o valor final para perimetro do meridiano terrestre em 39 375
km. Este valor esta aguém do valor actualmente conhecido por umas escassas centenas
de quildbmetros, o que é surpreendente para o caracter rudimentar das medi¢des

efectuadas.

Figural

Na verdade, Plinio atribui a Eratéstenes o valor ainda mais préximo de 252 000 estadios,

cerca de 24 660 milhas terrestres, talvez por ser preferivel para as contas no sistema
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sexagesimal. Neste sistema, o dngulo raso era dividido em 180 partes ou graus (180°), e

cada parte ou grau corresponderia, portanto, a um arco de comprimento
252 000 + (2x180) = 700 estadios

Os gregos desenvolveram outro método para medir o perimetro do meridiano terrestre

utilizando uma estrela fixa em vez do Sol. O método, atribuido a Possidénio, baseia-se na
observacdo de que quando a estrela Canopos (C) se vé imediatamente acima do

horizonte, na direccdo de Rhodes, ela esta a 242 parte de um angulo raso acima do

horizonte em Alexandria. Como Rhodes e Alexandria estdo sensivelmente num mesmo

meridiano, e sendo HH' a linha do horizonte em Rhodes R) e Il" a linha do
horizonte em Alexandria (A), ambas perpendiculares aos raios da Terra nos pontos de

tangéncia R e A, respectivamente, tem-se a igualdade dos angulos /’AC e ROA, e

também dos angulos I’LH’ e I'AC, pois HH' // AC (fig. 2).

A estimativa de Possidoénio, de que o angulo I°’AC é a 242 parte de um angulo raso, ou
seja, 7,5°, que € também a medida do angulo ROA, faz com que o comprimento do arco

subtenso AR seja a 482 parte do perimetro do meridiano terrestre. Faltava medir o

comprimento deste arco, ligando Alexandria a Rhodes. S6 que estas duas cidades

estavam separadas por mar. Possidénio toma o valor atribuido a Eratéstenes, segundo o
qual o comprimento do arco AR é de 3750 estadios e, portanto, o perimetro do meridiano

terrestre vem igual a
48x3750 = 180 000 estadios,

menos de ¥ do valor obtido por Eratéstenes. A estimativa por Possidonio da elevacéo de
Canopos estava errada, devia ter sido de 5,25° em vez de 7,5°. Este erro, transmitido a
posteridade através do trabalhos do gedgrafo Strabo, haveria de ter uma grande

repercussao nas navegacdes quinhentistas, como veremos de seguida.

11
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Figura 2

2. O erro de Colombo

Colombo utilizou deliberadamente o valor de 180 000 estadios na sua argumentacéo
para convencer 0s poderosos e eventuais financiadores da viabilidade da sua viagem as
indias Orientais navegando para Ocidente. Sabia-se que a Terra era esférica e
tratava-se, portanto, apenas de calcular a duragdo da pretensa viagem, o0 que iria
depender exclusivamente dos calculos relativos ao tamanho da globo terrestre. De
acordo com o Almageste do famoso astrénomo Ptolemeu (muito posterior a Eratéstenes,
Possiddnio e Strabo), um viajante partindo do ponto mais ocidental da Europa (o Cabo de
S. Vicente) e viajando para Oriente percorreria a primeira metade do percurso em terra
(até Xangai) e a segunda metade por mar. Quer dizer, a por¢cdo continental abrangeria
cerca de 180° de um paralelo terrestre situado na zona temperada norte do planeta. Isto
deixaria demasiado mar para poente do Cabo de S. Vicente para satisfazer Colombo.
Bem mais conforme aos seus interesses era a estimativa de outro gedgrafo grego,
Marino de Tire, criticado por Ptolemeu, o qual alongava o percurso terrestre para oriente

para 235° em vez de 180° e, por conseguinte, encurtava 0 percurso maritimo para 135°.

12
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Isto ainda parecia muito. De acordo com o livro de viagens de Marco Polo, muito popular
na época, que Colombo adquiriu e anotou, a posicdo da costa oriental da China estava
28° mais a nascente do que a indicada por Marino de Tire, e as indias Orientais ou, mais
exactamente, a ilha japonesa de Cipango, estavam 30° ainda mais a oriente, de acordo
com Marco Polo, o que reduzia o arco a percorrer a (135° — 28°) — 30° = 77°. Como
Colombo pretendia partir das llhas Canéarias e ndo do Cabo de S. Vicente, uns 9° a
poente, ficariam 68° a percorrer por mar. Aos viajantes e pescadores é tradicionalmente
tolerada a tendéncia para exagerar, e Colombo n&o se coibiu de arredondar os 68° para
60°, a terca parte da estimativa de Ptolemeu. Para julgar da praticabilidade da viagem
haveria agora que converter esta medida angular em medida linear. Foi aqui que entrou o
erro de Possidénio. Preferindo o valor deste ao de Eratéstenes, ao longo do Equador a

distancia a percorrer seria de

60 180000

—— x———x24400~ 3000 milhas =~ 4800 km
360 252000

Como a viagem seria feita ndo ao longo do Equador mas sim de um paralelo passando
pelas Canarias, a latitude de 23° N, cujo perimetro é inferior ao do Equador por um factor
de 0,92 (v. adiante), obtemos finalmente a médica distancia de pouco mais de 4300 km a
percorrer desde as Candarias até ao Japao. Colombo calculou que precisaria de cerca de
30 dias para fazer esta viagem. Na realidade foram precisos 33 dias para encontrar terra
firme, 57° a nascente do ponto de partida. Astrénomos portugueses e espanhdis terdo
duvidado dos célculos de Colombo, pois os dados de Eratéstenes e Ptolemeu
(confirmados por medi¢cbes mais recentes), ignorando M. Polo, apontariam para uma
distancia quatro vezes maior, que nenhumas nauls da época suportariam. Mas Isabel de
Espanha e alguns investidores apostaram forte nas pretensdes de Colombo, e ganharam
— ninguém da época podia adivinhar que no fim da viagem se encontrasse néo as ilhas

japonesas mas um Novo Mundo por explorar, as Américas!

3. Graduando um arco

A Proposicao 1.9 dos Elementos de Euclides ensina a construir, com régua e compasso,

a bissectriz AD de um angulo geométrico ZBAC dado (figura 3a). A prova de que a

13
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semi-recta AD é de facto a bissectriz recorre ao conhecido critério (LLL) de
congruéncia de triangulos (figura 3b). Esta bissectriz é, também, o lugar geométrico dos
pontos do plano equidistantes dos lados do angulo dado.”

Figura 3

A construcdo da bissectriz € o0 método mais basico para a graduacao (divisdo em partes
iguais) de um arco de circunferéncia, ou de instrumentos de medicdo de angulos
(transferidor, quadrantes astronémicos, astrolabios, teodolitos, etc.).

A designacéo de um angulo como uma frac¢do de um angulo recto € muito razoavel e (til
nas aplicacées, nomeadamente, na constru¢éo de instrumentos, mas outras convencdes
foram sendo feitas desde a antiguidade. J& no tempo dos babilénicos e egipcios antigos
0 angulo recto era suposto dividido em 90 partes iguais, ou graus, cada grau em 60
partes chamadas minutos, e cada minuto em 60 partes ou segundos. Ao todo, pois, o
angulo recto compreende 5400 minutos. A importancia do angulo recto como unidade
natural estd bem evidenciada nos Elementos de Euclides, pois é objecto do Postulado 4,
o qual afirma que “todos os angulos rectos sao iguais”. Recorde-se que Euclides define

»3

um angulo recto como sendo um angulo “igual™ a um seu suplementar adjacente. Em

versGes mais modernas da geometria euclidiana esta proposi¢cao pode ser demonstrada,

2 Na geometria sintética, 0 angulo geométrico é usualmente definido como a reunido de duas
semi-rectas com a mesma origem, ndo opostas nem coincidentes. Quando se definem os angulos
orientados (como pares ordenados de semi-rectas) e se introduzem medidas, é que € usual estender
a defini¢do de modo a incluir o angulo nulo (semi-rectas coincidentes) e o &ngulo raso (semi-rectas
opostas).

¥ Modernamente, traduzimos o “igual” de Euclides, quando aplicado a figuras como segmentos
(que ele chamava linhas rectas), angulos e triangulos, circunferéncias, etc. por “congruentes”. Na
geometria métrica isto quer dizer “mesma forma e medida”, mas ndo esquegamos que a geometria
de Euclides é, toda ela, sintética (sem ndmeros).

14
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mas ndo se sabia como fazé-lo no tempo de Euclides, nem tal teria sido possivel
somente com os postulados que Euclides nos deixou. Efectivamente, como se sabe, a
moderna concepgdo da geometria euclidiana muito deve aos gedmetras que, desde
finais do século XVIII, mas principalmente nas Ultimas décadas do século passado (Pieri,
Pasch, Hilbert) procederam a uma profunda revisdo dos fundamentos da geometria,
completando o que Euclides deixara omisso ou incompleto (questdes relativas a ordem e
a continuidade, por exemplo). Veja-se, a proposito, o que se disse a este respeito na

brochura para o 10° ano.

*OTXLN LTS

Figura 4

Um quadrante astronémico para medir a altitude do Sol, do séc. XVI

Pelo método da bissectriz, a partir do angulo recto, a melhor aproximagéo que se obtém
de 1° é (90+64)°, ou seja, aproximadamente, 1°26’ (um grau e 26 minutos); a partir de 2/3
de um angulo recto, ou seja 60°, este método permite obter a aproximacao (90+96)°, ou
seja, quase 56” (56 segundos). Um angulo recto dividido desta maneira teria 96 partes e
néo 90.

Para complicar as coisas, a Revolucdo Francesa procedeu a uma reforma dos pesos e
medidas em 1792, que se traduziu na divisdo do &ngulo recto em 100 partes ou grados, e
cada grado em 100 partes, também chamadas minutos (para ajudar a confusdo), de
modo a ficar mais conforme ao sistema métrico. E a unidade linear de comprimento, o
metro (m) foi definida como sendo a milésima parte do comprimento de um arco de

meridiano, junto ao equador, subtenso por um angulo de 1 grado. O mesmo arco, se

15
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subtenso por 1° babilénico, corresponde a 1 milha nautica. Um quarto de meridiano tem,
pois, 90x60 = 540 milhas nauticas, ou 100x100 = 10 000 km, donde a relacéo

1 km = 0.54 milhas nauticas.

Nao h& nenhum problema, do ponto de vista teérico, em dividir o angulo recto em 100
partes iguais, ou em 96, em vez de 90, ou em qualquer outro nimero de partes. E tudo

uma questéo de convengao.

Convencéo por convengédo, pode-se fixar aquela que define o radiano como a medida de
um angulo ao centro que subtende o arco menor de comprimento 1 da circunferéncia
unitaria. Deste modo, definindo = como comprimento de uma semicircunferéncia unitaria
(ou de uma semicircunferéncia cujo raio se toma por unidade), o &ngulo recto medira m/2

radianos.

4. Medindo as alturas

Outra aplicacéo pratica da geometria euclidiana, que conduz a trigonometria, consiste na
utilizacdo de tridngulos semelhantes para a determinacdo de alturas de objectos
distantes, como arvores ou torres. Como se sabe, a semelhanca de tridngulos é definida
em termos de congruéncias de angulos homadlogos ou correspondentes, mas o resultado
que mais interessa aqui é a proposicdo VI.4 de Euclides de que, em triangulos

semelhantes, lados homologos séo proporcionais. Na semelhancga

AABC ~ ADEF

(em que os vértices A, B,C correspondem aos vértices D, E,F , respectivamente)

tem-se

* Recorde-se que, para 0s gedmetras gregos antigos, uma razdo numérica como AB/ DE nio
possui uma existéncia ou significado autdnomo. As razdes s aparecem integradas em propor¢des “a: b :: c:

16
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Se designarmos por I a razdo comum, resulta que os perimetros dos dois triangulos

estdo na mesma razao

AB + AC + BC .
DE + DF + EF

Com um pouco mais de engenho, utilizando o facto de a area de um tridngulo ser igual a
metade da area de um paralelogramo com a mesma base e altura, resulta que a razao

entre as areas dos dois triangulos é

area(AABC) 2
area(ADEF)

Regressando ao problema da medi¢&o de alturas, imaginemos uma pessoa colocada em

D com altura AD igual a altura do tronco da arvore BF, desejando medir a altura da
arvore CF, como na figura seguinte. Necessita da ajuda de um amigo ou de uma estaca
vertical de comprimento YZ com XZ = AD. Supondo conhecidos AD, YX e AB = DF,
tem-se AAXY ~ AABC, logo

Yx _cB
AX AB’
donde
CB = AB (ij
= X| ——
AX )’

e finalimente CF = CB + BF = CB + AD.

A medicio da altura da arvore pode-se até fazer sem conhecer a distancia AB, poupando

o esforco fisico do percurso mas onerando um pouco o esforgo mental.

d” (ler “a esta para b assim como c esta para d”, e ndo sdo entre nimeros mas entre objectos geométricos da
mesma espécie (como dois segmentos, ou duas figuras planas, ou dois solidos). Qualquer crianca entende o
significado de uma frase como “o meu pau ¢ duas vezes maior do que o teu” mesmo que ndo faga a minima
ideia de como medir comprimentos.

17
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Figura 5

Mas desta vez ha que fazer a medigdo em A, obtendo a relagéo
AH/GH =AB/CB,
e repeti-la um pouco mais adiante em D, obtendo a relag&o

DJ/1J=DB/CB=(AB-AD)/CB.

Figura 6

Temos entao

DJ AB AD AH AD

IJ CB CB GH CB'

18
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donde
AD AH DJ

CB GH 1J

Esta Gltima relacdo permite calcular o valor desconhecido CB, ja que todos os outros s&o

conhecidos.

Figura 7

Altura de uma torre, pelo método dos triangulos semelhantes, de
acordo com Apianus, Quadrans astronomicus (1532)

5. As razbes trigonométricas

Abstraindo das aplicagbes, e focando a aten¢do somente nas semelhancas inerentes a
figura seguinte (verticais paralelas, angulo recto em C), podemos dizer que o valor

comum das razoes

(1) =T = A

19
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¢ determinado pelo angulo geométrico ~CAB. Para um &ngulo mais pequeno ~C’4B o

valor da razdo diminui, pois diminuem o0s numeradores mas permanecem O0s

denominadores.

Podemos dizer, portanto, que qualquer uma daquelas razdes é uma espécie de medida

da amplitude do angulo «/BAC. Mas o mesmo se poderia dizer de qualquer uma das

razbes
) AB 3 AW B AY
@) AC AV  AX’
c
14
Cr
X
Vl
X!
A ¥ W B
Figura 8
ou de qualquer uma das razdes
3 CB 3 VW B XY
©) AC AV  AX

Os gedmetras ndo privilegiam nenhuma das razdes anteriores, mas deram nomes a

todas elas.

Assim, no triangulo rectangulo AABC, a raz&o (lado oposto / lado adjacente) = E (ou

qualquer uma das suas iguais,) € chamada a tangente do angulo LA (= «£BAC),

abreviadamente

20
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A razdo (lado oposto / hipotenusa) = —— (ou qualquer uma das suas iguais) é

AC

chamada o seno do angulo A, abreviadamente

sen A = B—C
~ AC

Finalmente, a razdo (lado adjacente / hipotenusa) = E € chamada o coseno do

angulo A,

COS A= ﬁ
- AC

Resulta imediatamente das definicdes que
senA=cosC e cosA=senC

Além disso, como qualquer cateto é mais pequeno do que a hipotenusa, as fun¢des seno
e coseno tém sempre valores entre 0 e 1. No caso particular de o triangulo rectangulo

ABC ser isosceles (isto ¢, AC = CB e, portanto, por pons asinorum, <A e B sé&o

congruentes, logo cada um deles mede 45°), tem-se tg A =tg 45° = 1.

Como as razbes (1), (2) ou (3) s6 dependem da amplitude do <A e quaisquer dois
angulos congruentes tém a mesma amplitude, é conveniente saber os valores de tg A,

sen A e cos A para diferentes angulos. Desde muito cedo que estes valores foram

tabelados. Na pagina seguinte estda um exemplo de uma tal tabela. Por causa das
relagbes (4) tais tabelas s6 precisam de ser feitas para angulos entre 0° e 45° pois, por

exemplo, para um angulo entre 45° e 90°, que € da forma 45° + x, tem-se
sen(45° + x) = cos(45° — x),

com 45° — x entre 0° e 45°. O aspecto de tais tabelas pouco se alterou nos ultimos 400
anos, excepto talvez no grau de precisdo dos valores. Modernamente recorre-se as

calculadoras para obter os valores desejados com boa aproximacao.

O caso 23° deve merecer atencdo especial, por razfes historicas, pois € o angulo

compreendido por dois raios da Terra, um terminando no Equador e outro terminando no

21
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paralelo das Canérias. Colombo necessitou de calcular a razdo entre os perimetros do
Equador e desse paralelo, a qual é igual a razdo entre os raios respectivos (porqué),

conforme a figura seguinte, ou seja

cos 23°~ 0,92

Paralelo das N
Canarias

raio do paralelo

raio da Terra

Equador

Figura 9

A terceira coluna da tabela (parcial) seguinte exibe os valores da fun¢do secante. Os
gebmetras também deram nomes as razbes reciprocas das razfes (1), (2) e (3),
respectivamente

cotangente de A = cotg A = 1/tg A,
cosecante de A = cosec A = 1/sen A,

secante de A =sec A =1/cos A

As seis razdes ou fungdes trigonométricas foram introduzidas pelos Arabes.

22
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Figura 10
Parte de uma tabela trigonométrica, de Pitiscus (1612)

Com excepcao do termo seno, os nomes das fun¢des tém uma explicagdo simples em
termos do chamado circulo (mais propriamente: circunferéncia) trigonométrico, o qual é
conhecido desde ha, pelo menos, 500 anos. Pensemos numa circunferéncia de centro O

e raio 1, conforme a figura seguinte. Deste modo, as razdes em que o denominador é o

comprimento do raio correspondem a segmentos com o comprimento do numerador.

D

Figura 11
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Nesta figura é suposto o segmento [BD] ser tangente a circunferéncia no ponto C,
[CA] perpendicular a [OB] no ponto A, e o triangulo OAD com angulo recto em O. O

raio [OC] tem comprimento 1, como se disse. Assim, atendendo as igualdades de
angulos (a) assinaladas (justificacao?),
AC OA

BC
sen o = §=AC,COSOL— E:OA,tga_ E:BC

C0SeC a = ob OD, seca= B OB, cotg o = cb CD
4% oc TV eT oo TR e oo T
Quanto ao home seno, este deriva do latim sinus, que significa “baia” ou “cova” (como

em “cova do peito”) e parece ter origem numa tradugao deficiente, pelos arabes, da

AC
palavra “Jya” utilizada por Aryabhata para nomear a razao E palavra essa que

significa “arco” (a arma, de “arco e flecha”). Os arabes substituiram a palavra “Jya” por
“Jaib” (“cova do peito”) que deu no latim sinus. Observe-se que ha outras versdes do

circulo trigonométrico adequadas para visualizar as razbes trigonométricas.

Como curiosidade, Lewis Carroll, o conhecido autor das aventuras de Alice, também

I6gico e matematico, designou as seis funcdes trigonométricas pelos simbolos seguintes:
Figura 12

Qual é qual?
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6. Uma aplicacéo a Optica

A trigonometria tem muitas aplicagfes as ciéncias. Uma das mais simples, mas n&o
menos importante, € ao fendmeno da refraccdo (ou deflexdo) da luz ao passar de um
meio para outro, por exemplo, ao passar do ar para a 4gua, ao atravessar a atmosfera ou
penetrar numa lente de vidro. Os gregos antigos conheciam o fenbmeno e tentaram
explica-lo geometricamente, mas sem grande sucesso. Os termos “angulo de incidéncia”

(i) e “angulo de refracgao” (r) sao deles, mas escapou-lhes a relacédo entre i er.

| perpendicular ac
| planc de separagfo

| planc de

. separagio
agua | ¥

Figura 13

Arabes e Cristdos n&o fizeram melhor ao longo dos séculos, até que o gedmetra
holandés Willebrord Snel, no comego do séc. XVII, propds a formula simples (correcta)

seni=nsentr,

onde n é uma constante chamada indice de refrac¢édo, que depende dos dois meios que
a luz atravessa. No caso da agua, em comparacdo com o ar (quer dizer, o sentido da

trajectéria € da 4gua para o ar), o valor da constante é n = 1,333.

Imaginemos um observador em B, 21 cm acima do nivel da agua no recipiente cilindrico

e 12 cm a esquerda do bordo H, como na figura seguinte.

O recipiente tem a altura de 8 cm, e o ponto A (o bordo superior direito de uma moeda

colocada centralmente no fundo) esta a 4 cm da linha DF. Para uma certa altura da

agua, a moeda torna-se visivel e parece estar mais préxima da superficie do liquido do
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gue esta na realidade (note que o trajecto do raio de luz € da moeda para o observador),

como se o observador estivesse em Q e ndo houvesse refracgao.

Qual é a altura da agua para que a moeda comece a ficar visivel?

ar

ro
Figura 14

A geometria da situacdo é descrita na figura seguinte (os nimeros ndo estdo em escala).
Pelos dados do problema, tg o = 21/12 = 1,75, donde o. = 60° 15’ e r = 90° — 60° 15" = 29°
45'. Ignorando a altura da moeda, substituindo os valores de n e SEN r na lei de Snel vem

seni=0,372 etgi=0,401.

Seja x = DF a altura da superficie da agua a determinar, e y = FL. Ent&o

gy FH-FD _8-x
9e="cp ~ y
e
. -y
tg1=—",
g X
ou seja
1,75y =8 - x
0,401x =4 —vy,

sistema este que permite determinar x ~ 3,34 cm, um pouco abaixo da meia altura do

recipiente.
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211 v

Fy G

Figura 15

7. Uma questédo de método

Desde que foi criada por Descartes e Fermat no séc. XVII, a geometria analitica no plano
ou no espaco adquiriu um estatuto privilegiado nos estudos geométricos, algébricos e
analiticos, quer pelo facto de permitir integrar uns nos outros os métodos geométricos,
algébricos e analiticos (reais e complexos) quer pelas possibilidades de enriquecimento
(célculo vectorial, algebra linear e multilinear) e de generalizagdo a outras dimensdes. O
plano euclidiano real R°e o espacgo euclidiano real R® sdo, tdo somente, modelos
particulares da geometria euclidiana em qualquer uma das modernas formulacdes
axiométicas nos quais os conceitos (primitivos ou definidos, conforme a axiomatica)
ponto, recta, plano, incidéncia, distancia, ordem (relacdo situado entre), congruéncia, etc.
admitem interpretagBes concretas, e ai se podem concretizar eficientemente as
proposicdes, construcdes e transformacdes geométricas que s&o objecto do
desenvolvimento dedutivo a partir da axiomatica admitida. Um caso tipico de sucesso do

tratamento algébrico-analitico €, por exemplo, no estudo das conicas. No caso da
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geometria euclidiana plana ou espacial (axiomatica de Hilbert, ou alguma das
axiomaticas métricas), acontece que tais modelos s&o Unicos a menos de isomorfismo,

respectivamente.

Mas nada disto retira o interesse cientifico e didactico pelo estudo axiomatico da
geometria, ou melhor, das geometrias, e aqui estamos pensando tanto nas mais simples
(conceptualmente, mas ndo computacionalmente) geometrias finitas, afins, hiperbolicas
ou projectivas e suas aplicacdes (da estatistica a criptografia), como das geometrias
euclidiana e suas subgeometrias, n&o-euclidianas como a hiperbdlica, projectiva,
esférica, etc. etc. etc. e respectivos modelos. SO esta perspectiva axiomatica permite
elucidar convenientemente o papel dos axiomas de paralelismo, a hatureza métrica e ndo

métrica de diversas nocoes, etc.’

N&do menos importante, do ponto de vista formativo, € a prépria oportunidade de
ilustragcdo do método axiomético ou hipotético-dedutivo, tdo dificil de conseguir noutras
areas, e 0s associados conceitos de rigor justificativo ou demonstrativo onde se
concretiza o raciocinio légico (a l6gica esta aqui, inerente a pratica demonstrativa, ainda
que informal, e ndo necessita de ser explicitada a este nivel — apenas é necessario e
suficiente formular os enunciados e as definicbes e fazer as justificacbes ou
demonstracbes possiveis (a este nivel basico ou secundario) com CLAREZA
TRANSPARENTE, Unica maneira de as tornar convincentes e universalmente aceites). Isto
€, obviamente, um complemento natural do papel da intuicdo e da visualizagcao espacial
(facam muitas figuras!) na descoberta de justificacbes e de solugBes de problemas

(sempre os houve, montanhas deles, em geometria!).

Todos estes aspectos deviam fazer parte da formacgéo cientifica basica do futuro
professor de matematica, mesmo que, como tem acontecido nas Ultimas décadas, o
papel da geometria nos niveis basico e secundario tenha sido minimizado e reduzido a
uma expressao minima incaracteristica. Porqué? A questdo ndo € nova. Em vérios
paises aconteceu o mesmo ao longo deste século, ciclicamente. Quer por que

académicos influentes mas insensiveis ao fundo da questdo foram expurgando os

® Dois exemplos: 1) o paralelismo de duas rectas no plano (euclidiano) é muitas vezes explicado e
interiorizado pelos alunos como significando equidistancia quando, na realidade, se trata de uma
nogdo ndo métrica mas unicamente de incidéncia — as rectas r e s sdo paralelas se e s se
coincidem ou ndao tém nenhum ponto comum; 2) a definicdo de angulo recto é também
interiorizada normalmente como uma nogdo métrica (um angulo que mede 90°), esquecendo a
simplicidade da definicdo de Euclides discutida acima e esquecendo que antes de medir qualquer

coisa se tem de fixar uma unidade padréo.
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curricula universitarios da geometria “elementar”, sintética ou métrica, de base
axiomatica, a favor dos poderosos meios algébricos e analiticos da geometria “superior”,
0 que ndo deixou de influenciar geracBes de autores de programas e de manuais
escolares; quer por serem eles mesmos professores universitarios com natural tendéncia
para verem tudo em funcdo dos seus interesses imediatos quer por serem professores
liceais acomodados a rotina e incapazes de fazerem frente as directivas de quem lhes
esta hierarquicamente acima; quer porque, em areas diferentes da geometria, algumas
alteragdes curriculares vindas “de cima” foram efectivamente necessarias e correctas e
reforcaram o mito de que tudo o que vem de cima é bom®; quer ainda porgue h& sempre
quem tenha receio de que a matematica seja uma violéncia mental aos coitadinhos dos
estudantes, num mundo moderno de consumismo imediatista e de explosdo e
democratizacdo escolar a qualquer preco. Ciclicamente porque, ao longo do século, se
foi reconhecendo o erro das estratégias modernistas bem pensantes no que diz respeito
ao ensino da geometria, o que pode ser constatado em modernas edi¢des e reedicbes de
manuais classicos de geometria que cairam em desuso e foram recuperados em formas

didactica e visualmente mais aliciantes mas estruturalmente inalteradas.

Por muito que pese a alguns pedagogos de ocasido, a natureza da matematica nao
mudou nos dois Ultimos milénios (os teoremas das teorias matematicas nao
envelheceram entretanto, tornaram-se classicos) apenas se enriqueceu com novas
teorias, poderosos meios de calculo e de simulagdo ou visualizagdo (programas
informaticos e computacionais). Umas doses de Pedagogia, umas experiéncias
diversificadas de pratica pedagégica e umas licdes de Histéria da Matemética e de
histérias da matematica e dos matematicos nado fazem mal a ninguém; pelo contrario,
sdo um complemento importante e (til a formagdo béasica do futuro professor, mas
desengane-se quem pense que elas (estes breves guias ou os préprios manuais
escolares) podem substituir a formacéo cientifica de base.

Preconizamos multiplas abordagens possiveis, portanto, no ensino da geometria
elementar, mas a partir de um fundo comum com alguma coeréncia e extensdo, como o
fornecido pelas monografias de Birkoff & Beatly, Lang & Murrow ou Moise & Downs

indicadas na Bibliografia.

® Apesar do reconhecido exagero e caracter nefasto da imposicdo dos formalismos abstractos
(bourbakistas) que acompanharam a (alid$s boa) reforma dos programas e a introducdo das

29



HISTORIAS DE ANGULOS E TRIANGULOS

8. Duas interpretacdes

A propésito da introducéo da nocéo de produto interno (em R®), parece-nos conveniente
fazé-la preceder de interpretac6es motivadoras. Uma é retirada da area da Economia e
outra da area da Fisica.

Se o0 custo unitario de certa mercadoria é ¢ e sdo produzidas a unidades, o custo total €
ca. Se em vez de uma mercadoria sdo produzidas trés, digamos que as componentes
materiais de certo artefacto, com custos unitarios c;, ¢, e cs3, podemos representar o

custo unitério do dito artefacto por um vector
€=(C1,C2,C3), OU C=C€; +Cr€; +C3€3,

onde e;, e, e; 0s vectores da base candnica. E o nimero de unidades de cada
componente do artefacto, a;, a, e as respectivamente, serdo analogamente
representadas por um vector

a=(a;a,as), OU a=ae;+ae,+aszes
O custo total do artefacto sera, naturalmente, a soma dos custos parciais c;a;,
custo total = cja; + Ccra, + Cias

A esta quantidade chama-se produto interno (canénico) dos vectores c e a, e denota-se c

«a.

Vejamos agora como se define habitualmente a nocdo de trabalho em Fisica.
Imaginemos uma forca (ndo nula) f actuando sobre uma particula ou corpo pontual,
colocado na origem dos eixos, provocando um deslocamento v (ndo nulo) em linha recta.
Se aforca f e 0 vector v tém a mesma direcgédo e sentido, isto é, se o angulo 6 entre f e v
for nulo, entdo o trabalho W realizado pela forca f é simplesmente o produto das normas

(comprimentos) de f e v,

W= [[f[-{IvII

“matematicas modernas” nos anos sessenta.
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Em geral, o trabalho realizado por uma for¢ca depende da componente da for¢ca segundo
o vector da deslocacéo, isto é, do produto ||f|| cos 0, cujo significado geométrico se
constata na figura seguinte. O trabalho realizado €, entéo, o produto desta componente

pelo comprimento do vector deslocacgéo
W = [f||-||v]|-cos 6

Esta quantidade escalar é positiva se 0 < 6 < 90°, nula se 6 = 0° e negativa se 6 < 90°.

Figura 16

Prova-se que esta expressdo para o trabalho realizado pela forca f que produz o
deslocamento v é igual ao produto interno de f e v, mas a prova utiliza a chamada lei dos

cosenos (v. figura seguinte para o significado dos termos’)
c’=a’+b”*—2abcos 0

Esta lei pode-se considerar uma generalizacdo do teorema de Pitagoras, que

corresponde ao caso particular © = n/2. Aplicando este teorema aos triangulos CBD e

ABD obtemos
b>=BD’+x* e c¢*=BD*+(a-x)’

Subtraindo membro a membro a segunda equac¢éo da primeira vem
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2

c? —b? =a% —2ax

Substituindo X = b cos 6 na Ultima expressdo vem a lei dos cosenos.

C D a A
Figura 17
Supondoa=B-C= (a,,a,),b=A-C= (b,,b,), éclaro que c=|A—B||= b -al
(v. figura). Mostramos que
a.b =|lal|-||b|| cos 6
De facto, pela lei dos cosenos tem-se

2 |lall llbl| cos 6 = |jall” + [Ib]|* - |Ib - al|?

(a12 +3-22)*‘(b12 +b22)_((b1 _a1)2 + (b, _az)z)
=2(ab,+a,b,)

=2(a.h),

donde o resultado.

’ Figura-se o caso de 0 ser agudo, mas a lei também vale nos outros casos.
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GEOMETRIA

Introducéo

Estou absolutamente convencida de que a Geometria contém um valor educacional
Unico e também de que, apesar disso, tem sido, nos Ultimos tempos, dramaticamente

relegada para um plano pouco condizente com esse valor.

No entanto, o assunto principal que me levou a escrever este texto ndo € sentimental,
diz, na verdade, respeito a um contetdo obrigatorio dos programas de Matemética e
trata-se, por isso, também de uma questéo oficialmente prioritdria na formacéo escolar

dos nossos jovens.

Neste caso, como em muitos outros semelhantes, nem as minhas conviccdes nem
sequer a obrigatoriedade oficial do assunto sdo condi¢Bes suficientes para a sua
implementacdo efectiva, na pratica lectiva, dentro das salas de aula. Parece-me, em
particular, transparecer, entre muitos professores de Matematica, uma postura de pratica
derrotista e uma atitude de quase reconciliacio com o desaparecimento efectivo da
Geometria, algumas vezes camuflado sob a forma de reconversdo em conteludos

puramente algébricos, das nossas aulas de Geometria.

Pretendo pois argumentar que, por um lado, nem o desaparecimento da Geometria é
inevitdvel nem a sua substituicdo por conteldos algébricos puros é necessariamente
eficaz e que, por outro lado, a aprendizagem da Geometria ndo depende tanto do tipo de
contelildos geométricos especificos nem dos préprios alunos como depende da vontade,
do empenho e do esforgco dos agentes transmissores que sdo 0s professores, em

aumentar o numero dos “sobreviventes” em Matematica.

N&o se vislumbram razdes de facto para que esta Geometria (elementar) que, desde
sempre, esteve relacionada com a instrucdo fundamental dos cidadaos, ndo deva, agora
e no futuro, continuar a ser um tema central da formacdo dos nossos alunos. Possui,
reconhecidamente, qualidades estéticas Unicas e possui, acima de tudo, capacidades de

estimular o raciocinio matematico impares podendo, dizem, desenvolver nos alunos

35



GEOMETRIA

uma autoconfianca intelectual genuina porquanto se trata de um assunto

perfeitamente inteligivel ao alcance de qualquer um deles.

Na actualidade, as directivas metodolégicas internacionais apontam, fundamentalmente,
na direccdo de se considerar o aprendiz um participante activo que constroi os seus
proprios conhecimentos, em vez de um mero receptor de conhecimentos ja construidos.
Deste modo, pretende-se que a sala de aula de Matematica se converta em um

laborat6rio mateméatico onde, em particular:

i) estardo sempre presentes 0S compassos e as réguas, os esquadros e o0s
transferidores e ainda os sélidos (de madeira e/ou acrilicos) tradicionais mas também
onde se instalardo as calculadoras graficas e outro apoio multimedia (televisor,
videogravador, cassetes, etc.);

i) existirdo os materiais susceptiveis de se transformarem em modelos tais como as
palhinhas e os arames, os elasticos e os espelhos, os geoplanos, as tabuas de madeira,

0S pregos e 0s martelos, etc.;

iii) estardo sempre disponiveis manuais escolares diversificados e outra bibliografia afim,
para consulta e esclarecimento adicionais individualizados ou em grupo quer do
professor quer dos alunos;

7

iv) reinara um ambiente continuo de descoberta (heuristico) que é implementado e

supervisado pelo professor mas devera ser desenvolvido de forma rigorosa por todos.

Um alerta especial importa aqui referir: sabe-se, também, que o uso esporadico dos
materiais na aula de Geometria converte-os numa curiosidade em vez de os tornar

ferramentas metodolégicas valiosas.

Tendo, na brochura anterior, optado por uma sensibilizacdo metodoldgico/filoséfica sobre
a Geometria apresentei, na altura, trés objectivos principais que suportam o seu ensino.
Agora, assumindo essa sensibilizacdo como ponto de partida j& assente,
concentrar-me-ei fundamentalmente em outras trés questfes, de caracter geométrico
mais ao nivel dos contetdos que tentarei abordar sobre diversas perspectivas e que
estdo, ao mesmo tempo, relacionadas directamente com esses objectivos enunciados na

brochura anterior:

i) a “Logica” - a prop6sito do papel da Geometria no desenvolvimento de capacidades de

raciocinio légico/dedutivo;
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ii) a “Trigonometria” - como ilustragéo das rela¢cdes da Geometria com a resolugéo de

problemas do mundo real, isto €, como exemplo das aplicagbes da Geometria e

iii) a “Programacgéo Linear” - acerca do papel que a visualizacdo (processamento e
interpretacdo visuais) desempenha enquanto capacidade importante em, por exemplo,

outros problemas matematicos.

Além disso, as razdes por detras da seleccdo destes trés topicos cientificos
extravasaram o estabelecimento destas relagbes dicotdmicas com os objectivos
metodoldgicos apresentados na brochura anterior. As verdadeiras razées prendem-se,

respectivamente, com:

i) Os Professores de Matematica - Durante este ano ouvi, muitas vezes e nas mais
diversas ocasides, os professores de Matematica do Ensino Secundario repetidamente
comentarem (queixosos) e questionarem o desaparecimento da Logica no novo
ajustamento dos programas oficiais. Ndo me parece de todo verdade que a Légica
Matematica tenha desaparecido dos programas, simplesmente porque tal seria
impossivel numa disciplina (a Matematica) e sobre um assunto (a Geometria) onde o
raciocinio loégico tem lugar inerente e ndo é necessariamente equivalente ao uso e abuso

de um formalismo e uma manipulagéo abstractos de “V(s)” e “F(s)”.

Na Geometria ndo sO se encontra a logica formalizada como a podemos encontrar de
uma forma muito mais Util, aplicada a situa¢des concretas suportada pelo intuitivo, pelo
visual e pelo experimental que servem, frequentemente, uma desejavel compreensdo
efectiva de leis e regras de raciocinio l6gico e que se opdem a um conhecimento
mecanico (memorizado) de regras e leis tedricas traduziveis em quadros e

caracteriza¢cbes, mais ou menos, extensos e rebuscados.

ii) Os Alunos de Matemética - Ao longo da minha carreira tenho, ano apds ano,
encontrado centenas de alunos, recém-chegados a Universidade, com um trauma
particular a respeito da Trigonometria. No meu entender ndo ha razdo de fundo, relativa
ao conteudo, que possa justificar tal atitude de panico por parte dos estudantes. A
Trigonometria sugere-nos a resolucdo de problemas histéricos perfeitamente actuais,
permite-nos estabelecer as tdo desejaveis ligacdes com outras disciplinas, como ainda
nos pode ajudar a encontrar uma grande variedade de desafios do quotidiano cujo

“esqueleto” matematico é simples e, em muitos casos, Unico.
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iii) Os Contetldos em Matematica - A Programacdao Linear é um assunto actual, também
simples e verdadeiramente cativante porquanto relativo a conceitos geométricos basicos
de facil aplicacdo a situacBes reais deveras interessantes (por exemplo, em contextos
industriais e comerciais). Trata-se, por conseguinte, de um tema particularmente
apropriado para tratar os conhecimentos, eventualmente mais teéricos, que se
relacionam com “rectas”. Em tracos gerais podemos dizer que a Programacéao Linear é
um método para obtengao das “melhores” solugbes de problemas que se expressam em
termos de equagfes ou inequacdes do 1° grau, com duas variaveis. Estas solu¢des sao,

usualmente, encontradas a partir de esbogos de linhas rectas.

Sobre a(s) dificuldade(s) da Geometria

A énfase que colocamos no ensino da Geometria depende n&o tanto da prépria
Geometria como depende do modo como olhamos para o mundo e do modo como
pretendemos a sociedade a nossa volta, isto €, como depende da geracdo dos alunos
que a devem aprender. Assim, hoje em dia e sobretudo ao nivel do ensino dito
secundario, toda a algebra, toda a trigonometria, todo o calculo, etc., que ensinamos aos
nossos alunos podem, se calhar mais do que em qualquer outra era, facilmente perder o
seu verdadeiro valor e tornarem-se tdo somente num ritual sem sentido (embora,
porventura, mantendo a elegancia) a menos que nés, professores, relembremos
constantemente a fungdo da Matemética na sociedade actual. Esta funcdo, variavel com
0 tempo e com a cultura, permite-nos ainda, em particular, colocar no devido lugar quer a

Aritmética elementar quer, eventualmente por razdes distintas, a Geometria.

Desde hé varios anos que, pelo menos dentro dos circulos especializados em Ensino da
Matematica, se recomenda uma “unificacdo” dos diversos ramos da Matematica e se
destaca o papel da Geometria como elemento de ligagcédo vital entre os topicos
(Algebra, Célculo, Estatistica, etc.). Os métodos algébricos e os geométricos podem,
pela sua natureza complementar, entrecruzilhar-se em vez de se sobreporem. Atente-se,

em particular, nas seguintes “dificuldades”:

Linguagem - a utilizac@o de letras para os angulos e para os arcos, para os segmentos
e para 0s comprimentos, para 0S pontos e para 0s vectores, para as areas e para 0S

volumes, etc., isto €, as ferramentas algébricas reduzem, frequentemente, os problemas
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geométricos a sequéncias de silogismos (algébricos); poupa-se, deste modo, tempo e
espaco mas introduz-se uma linguagem matematica simbdlica que nem sempre é 6bvia
(que o digam a grande maioria dos nossos alunos) porquanto altamente abstracta. Ora,
enquanto o professor possui um grau de especializacao elevado e que pratica, de forma
sistematica, durante muitos anos o aluno tem ainda uma visdo muito reduzida das
vantagens dessa linguagem algébrica (principalmente porque tradicionalmente lhe é

imposta e introduzida em jeito de regras e mnemonicas de caracter memaorizavel).

RelagcGes - uma curva (ente geométrico) estuda-se a partir de uma relagao funcional
(ente algébrico) do tipo Y= f(X) ou F(X,y)=0, isto é, as ferramentas geométricas
suportam de uma forma crucial o estudo do Calculo (diferencial e integral). No entanto os
alunos raramente tém oportunidade de perceber estas rela¢gBes interteméticas na sua
verdadeira extensdo porquanto muitas vezes o0s assuntos lhes sdo ensinados por

professores distintos, com sensibilidades diferenciadas e, muitas vezes, em anos ou em

ciclos lectivos mais ou menos distanciados.

Aqueles que acham que a Geometria é muito dificil tém, provavelmente, em mente um
cenario onde o professor se refugia - porventura por desconhecimento das verdadeiras
razdes subjacentes ao seu ensino- nos métodos algébricos e onde o aluno se debate
sozinho contra longas sequéncias de passos cuja dificuldade é, muitas vezes,
minimizada pelo professor mas que o aluno sente penalizadora para ele préprio. Aqui faz
sentido realcar o papel do trabalho oral e o do trabalho em equipe dentro da sala de
aula: o aluno ndo precisa de comecar por provar que € capaz de entender e de
apresentar demonstracdes escritas dos problemas geométricos, muito menos se forem
demonstracdes levadas a cabo individualmente e ainda menos se essas demonstracdes

tém lugar em testes e em exames.

Exemplos

Sobre a complementaridade dos diversos topicos matematicos e sobre algumas
questdes de linguagem apresento, de seguida, dois exemplos que tentarei explorar sob

perspectivas distintas sem, contudo, me alongar demasiado em nenhuma delas e nunca
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perdendo o sentido de que este texto se destina a um publico muito especial *,
-porquanto especializado e capaz de estudar, de criticar, de fazer adaptacdes em vez de
se limitar a reproduzir de forma papagueada e impessoal,- que sdo os professores de

Matematica.

1° Exemplo - Qual a maior area rectangular que é limitada por um dado perimetro?

(suponhamos que um agricultor tem 200 metros de vedacao para limitar um campo, por

forma a que nele caiba o maior nimero de ovelhas)
Aritmética:

A natureza do problema vé-se considerando alguns produtos (de nimeros naturais)
1x99, 2x98, 3x97, ..., 50x50, ..., 99x1; a partir dos quais se “intui” que a area
maxima corresponde a forma quadrada. Isto €, o campo de maior area € 0 campo

guadrado com 50 metros de lado.

Observe-se, em particular, como a “simetria” do problema é destruida quando este se

aborda pelo método tradicional do calculo, nomeadamente:

Com A=xy=x(100-x),
vem d—A =100-2x.
dx
Ora A =0« x=50.
dx
d’A iy
E como v = —2, trata-se de um maximo quando X =Y.

Ou seja, neste caso, quando

x =Yy =50.

1 O papel de simples exemplos ilustrativos concretos de afirmacées, eventualmente mais teéricas,
que vao sendo apresentados ao publico especializado destinatario deste texto e que aqui se realca a
proposito destes dois problemas matematicos, vai continuar a manter-se ao longo das seccles
seguintes.
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Algebra:

(X=y)? =(x+Yy)*—4xy=>0

< (X+Yy)?=4xy

2
X+y

< Xy <L
y(zj

e a igualdade ocorre quando X=YV.

Como, neste caso, se tem por hipétese que 2X + 2y = 200, obtém-se finalmente
X =Yy =50.

Abordagem Paramétrica:

Seja X =50+t.
Entéo y=50-t
e portanto Xy = 2500 —t? < 2500.

A igualdade ocorre quando t =0, isto &, quando
x =Yy =50.

Abordagem Geométrica:

Considere-se a circunferéncia de diametro AB = 100,
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Sejam X = PA e y= PB. Entéo, por construcdo geométrica (com régua e compasso),

tem-se

xy—PA.PB-PQ"

gue é maximo quando [PQ] esta na posicdo (simétrica) a ponteado. Ou seja, quando
X e Y s&o iguais e como o diametro da circunferéncia € X+ Y, que, por hipdtese, é

100 (metros) tem-se finaimente

PA=PB =50.

Trigonometricamente:

A partir da figura anterior, seja ZQAP =6.

Ent&o x =100 cos®#, y=100sen’d
e portanto X'y =10000 cos’ @ sen® @ = 2500 sen” 26,
cujo maximo é 2500.

Donde se conclui que
6 = 45°%;
E, portanto
X =100c0s®45° =50 e y =100 sen®45° =50

Comentario: Este problema de méximos (e minimos) é, na verdade, uma variacdo do
resultado sobre médias aritmética e geométrica cuja origem se traga, pelo menos, até a
Grécia Classica:

a+b2\/%

2

Serve, em particular, como exemplo das inUmeras oportunidades para que, dentro da
sala de aula de Matematica, professor e alunos explorem as liga¢des entre os diversos

tépicos, estabelecam as ligacGes entre a Matematica abordada em diversos niveis de
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escolaridade, dismistifiquem as resolugcbes Unicas dos problemas de Matematica,
abordem os mesmos resultados sob perspectivas diversificadas e a propésito de
problemas diferenciados, etc., etc..

2° Exemplo- O estudo de um triangulo isésceles [ABC]no qual ZBAC =36°e arecta
CD bissecta o angulo ACB.

Para iniciados:

E um exercicio adequado a demonstragéo de que os segmentos de recta[AD], [DC]

e [BC] tém o mesmo comprimento; e, dever-se-4 acrescentar (a demonstracéo de) que

este € o Unico triangulo isésceles que conduz a esta propriedade.

Fazendo, por exemplo, AB=AC=1e AD= D_C = E = X, verifica-se que:

1_x
X 1-x

O que dara ao aluno do ensino Basico uma oportunidade para rever as equacgdes do 2°
grau:

x*+x-1=0,
obtendo-se, para este problema, uma Unica solugéo que é

—1+\/§
X=—"7.
2

A “razéo de ouro” é portanto

33|
3| 3|
N
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Agqui existe uma oportunidade para rever os numeros irracionais e também para

“experimentar” a calculadora, nomeadamente porque

2 2(\5+1)  B+1

\/g—].: (\/3—1)(\/§+1)_ =1.618034...

E ainda um exercicio 6ptimo pedir aos alunos que “encontrem” os tridngulos

“36° —72° —72°” num pentagono regular e num pentagrama como o da figura seguinte:

Pentagrama(s) Regular(es)

Mas os alunos, mesmo os do Ensino Basico, ndo tém que parar no pentagrama. O
professor pode ainda mostrar-lhes os 4 poliedros regulares ditos de Kepler-Poinsot e

pedir-lhes que, também neste caso, se descubra a “razdo de ouro”.

A construgdo com régua e compasso do pentagono regular também vale a pena ser

experimentada com estes alunos.
E continuando:

Neste problema podemos seguir o0 caminho que nos conduz a trigonometria basica;

assim temos:

x 5-1

sen 18° =cos 72° = —
2 4

E continuando:

O mesmo resultado obtém-se a partir da solugao da equagéo trigopnométrica

cos 36 = cos 20,
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30 =+260 +360°k, com k ntimero inteiro.

=0=72°k.

Também se tem que,
4cos®@ —3cosf =2cos’ 0 -1
equivalente a

4¢3 -2¢?-3c+1=0.

O que nos d& uma oportunidade de trabalhar a factorizagdo de polindmios (0 Teorema
do Resto):

(c—1)(4c? +2¢c-1)=0,

-1+
<c=1lvc= 1_\/3.
4
o 5-1
Portanto, cos72° = 2 , como antes.
~1-5

O significado da outra raiz, ( j, é o coseno de 144°- e tem-se mais outra

4

oportunidade para estabelecer “pontes” - o que nos conduz a:

1+\/§

cos36° = .
4

O valor exacto de

€0536°xCc0s72° = % ,

dever-se-ia também obter usando a teoria das equacdes de 2°grau e verificado por

outros métodos, quer algébricos quer geométricos.

O aluno que, com a ajuda da turma (professor incluido), chegou ao resultado

J5-1
4 1

senl8° =cos72° =
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. Para obter

podera sentir alguma dificuldade em chegar até ao significado de

c0s36°, poderé raciocinar da seguinte forma:

2
c0536° =1—25en?18° =1—2 ‘/34_1 =8_(652‘/§)=‘/§4_1,

J5-1

ou c0s72° =2c0s236° —1= —

\/§+3= \/§+1 ’

Portanto, cos%36° =
8 4

Aqui, existe uma grande oportunidade para o professor mais ambicioso realgar o facto de

0s numeros da forma a+ b\/g, com a e b racionais serem um corpo, explicando-se, a

estes alunos, que sdo nimeros que, quer 0s somemos, subtraiamos, multipliquemos ou

dividamos (quaisquer dois deles) ainda chegaremos a um nimero da mesma forma.
Finalmente:

Nao é possivel abordar o tema do “numero de ouro” sem passar algum tempo com a
sucessdo 1, 2, 3,5, 8,13, 21,..., a que chamamos de Fibonacci. Deste modo, é também

possivel passar (rever, abordar pela primeira vez ou, simplesmente, referenciar) pelas
relagbes “por recorréncia”, pelo desenvolvimento binomial e até pelas fracgdes

continuas.

Comentério: Relagbes algébrico/trigonométrico/geométricas do mesmo tipo podem

. . 1°
abordar-se com as razdes trigonométricas de 15°, 225 , etc., mas os angulos que

tratAmos no exercicio anterior sdo particularmente importantes por causa da ligacdo com
a “razdo de ouro”; podendo, assim, estabelecer-se uma desejavel cooperacao entre o
professor de Matematica e os colegas das areas das artes visuais e tecnoldgicas da
escola assim como com os colegas de Biologia a propésito da arvore genealdgica do
“zangdo” (sucessdo de Fibonacci). Salientando ainda a relacdo estreita entre a
Matematica que se estudou anteriormente, aquela que se esta estudar no presente e

aquela que o aluno encontrara no futuro da sua formacgéo académica.
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Logica

A Filosofia comecou quando o Homem comecou a questionar-se sobre os qués e os
porqués do mundo que o rodeava. Um exemplo classico desta busca filoséfica é a
descricdo, pelos filésofos Gregos, de que o mundo € composto por 4 elementos,
nomeadamente, a Terra, o Fogo, a Agua e o Ar. Segundo Platdo o mundo real era um

“mundo de forma” onde:
um triangulo equilatero representava a Terra,
um tridngulo isésceles simbolizava o Fogo,
um triangulo rectangulo simbolizava o espirito da Agua,
um triangulo escaleno representava o Ar.

Associada a estas preocupacdes filoséficas desenvolve-se a Ciéncia (a Geometria, em
particular, enquanto modelo cientifico —l6gico- por exceléncia). Hoje em dia a Ciéncia
esta de tal forma desenvolvida e oferece-nos tanta informacdo acerca do como que
temos, muitas vezes, a sensacao de que sabemos o porqué. As questdes filosoficas que
se colocaram na Grécia Classica podem ou nao ja ter sido respondidas e, no entanto,
hoje, como no passado, interessa perceber o porqué das coisas e ndo buscarmos téao

somente as respostas para 0 como.

Sobre o desaparecimento de “Os Elementos”

Quer se queira quer ndo se queira, a velha atitude aristocratica em relacdo a
Matematica, baseada nos ideais platonicos, desapareceu em grande parte da sociedade
contemporénea. Levantam-se, outra vez, questbes fundamentais sobre a natureza, o
significado e os objectivos da Matematica e do seu ensino mas a Matematica ja ndo se
destina s6 a uma elite intelectual e, em dltima andlise, nés, os professores de
Matematica, somos agora vistos como meros oficiais recrutados para uma determinada

profissédo que, desejavelmente, nos satisfaz.

! Para uma descricdo mais detalhada mas, a0 mesmo tempo, suficientemente simples sobre este
assunto pode, por exemplo, ler-se “Conceitos Fundamentais da Matematica” do Professor Bento
de Jesus Caraca.
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Quando procuramos as razdes pelas quais, no Ensino da Matemética, se abandonam
determinados objectivos educativos e se reformulam ciclicamente os programas
curriculares, estamos, na pratica, a recuperar tempo e esforcos; podemos seguir por
atalhos que o0s nossos antepassados ndo podiam prever; pode-se adaptar 0 nosso
ensino as exigéncias sociais do nosso publico e, acima de tudo, podem-se desempenhar
as funcbes de professor com as certezas e as justificacdes solidas do que se esta a
fazer e ndo agir por mimica ou por obediéncia cega a directivas oficiais. O entendimento,
por parte do professor de Matematica, das razfes subjacentes as reformas curriculares

€, assim, uma mais valia, no desempenho profissional.

Referi, anteriormente, a atitude de derrota em relacdo ao desaparecimento da Geometria
nas nossas escolas embora a Geometria, enquanto conteddo educacional, nunca tenha
desaparecido dos programas oficiais; o que sim desapareceu foi a Geometria, dita de
Euclides. Interessa, antes de mais, perceber que, ao abandonar os principios
(platénicos) patentes na obra de Euclides, a Geometria ndo se tornou numa area do
saber menos fundamental, nem sequer numa actividade mental menos admiravel. E, no
entanto, associados a este desaparecimento estdo, por um lado, o inicio da tal postura
derrotista nos professores de Matematica e, por outro lado, o inicio das directivas

metodoldgicas sobre os laboratérios de Matematica.

Tendo pois claro que, uma coisa é o curriculo que se programa (aquele que é ditado
oficialmente e que deveria, em teoria, ser cumprido) e outra coisa, por vezes
completamente distinta, € o curriculo que se ensina (aquele que os professores, na
pratica, entendem, sabem, podem e/ou querem cumprir)z, interessa apostar numa
aproximacéo efectiva entre estes dois conjuntos de saberes, nomeadamente a custa do

esclarecimento, junto dos professores, das razdes subjacentes as reformas curriculares.

Tornou-se comum referenciar a Histéria da Matemética como tema relevante na
instrucdo Matematica contemporanea. Enunciam-se, cada vez mais extensamente,
razbes de peso para esse recurso educacional em Matematica; existem, cada vez mais
ao nosso dispor, materiais (bibliografia e videogramas, por exemplo) com sugestfes
relevantes sobre possiveis abordagens historico/didacticas de temas matematicos; existe

também, cada vez mais, um numero crescente de especialistas interessados na

Z Existe ainda um terceiro curriculo: aquele que, efectivamente, os alunos aprendem e que
também, muitas vezes, tem poucas semelhancas quer com o curriculo programado quer com o que
lhes foi ensinado. O estudo das semelhancas e das diferengas entre estes trés curriculos é um
assunto importante e deveras interessante.
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recuperacdo de textos matematicos histéricos por forma a estabelecer relacdes
cientifico/culturais entre os conteldos matematicos, as suas raizes historicas e as suas
raizes culturais. No entanto, existe outra razdo igualmente importante para que 0s
professores de Matematica se interessem pela Histéria da Matematica em geral e, em
particular, pela Histéria do Ensino da Matematica: o reconhecimento de que as decisdes
curriculares sédo decisbes que assentam em tradicdes (de caracter mais ou menos
nacional) que, por sua vez e por razdes especificas bem identificadas, variam e podem
inclusive cessar de ser relevantes, em determinado momento e em determinadas

sociedades.

Actualmente, “Os Elementos” de Euclides ja ndo sdo os principais livros-texto nas
nossas escolas; ja nem sequer constituem, na maioria dos casos, suporte e referéncia
fundamentais na escrita dos livros que os substituiram e, até j4, desapareceram da
grande maioria dos planos de estudo dos cursos de Matemética nas nossas
Universidades. No entanto, os 13 livros (escritos por volta do ano 300 a.C.) que
compdem “Os Elementos” e englobam todos os sucessos da Matematica Grega foram,
durante muitos séculos e ininterruptamente, a base de todo e qualquer ensino de
Matematica no mundo Ocidental. Durante a primeira metade do nosso século, estes
livros mantinham-se ainda como “o” tratado essencial do ensino da Matematica na

maioria das escolas e das universidades do Ocidente.

Justifica-se, pelos motivos apresentados anteriormente, uma andlise, ainda que rapida,
das razdes historico/sociais por detras deste desaparecimento recentemente consumado
apos tantos séculos de supremacia. S8o duas as principais razdes para o abandono, nos

curriculos contemporaneos, desta obra impar; nomeadamente:

a) Por um lado, Euclides (e também Platdo) professava, - veja-se este facto a luz da
sociedade em que estava inserido- uma metodologia de ensino de alguma forma distante
de objectivos mais concretos e mais populares da sociedade moderna. A exposi¢cdo dos
temas em “Os Elementos” afigura-se, por isto, desprovida de incentivos pedagdgicos

para o aprendiz contemporaneo; por exemplo, a célebre frase de Platdo de que:
N&o ha caminhos reais para a Geometria...,

identifica-se com um ideal metodolégico de ensino da Geometria baseado em
pressupostos de sacrificios subjacentes a esse caminho. Ora, esta filosofia de instrugao

da Grécia Classica e, eventualmente, de muitas outras civilizagcbes posteriores que
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comungavam dos mesmos principios apresenta-se, na sociedade actual, como directiva
educacional pouco condizente com uma instrucdo que se pretende agora mais
simplificada, mais concreta e mais pratica, mas também mais alargada a mais

cidadaos.

b) Por outro lado, “Os Elementos” reconheceram-se, na altura da sua abolicdo como
texto basico dos nossos estabelecimentos de ensino, como um tratado muito extenso e,
por conseguinte, também pouco condizente com ideais mais imediatistas e também

cientificamente mais diversificados da sociedade moderna.

Sendo uma exposicdo longa de conteddos e ndo dizendo sequer respeito a outros
tépicos matematicos entretanto ja conhecidos foi, por isso, substituida por outras
abordagens que parecem ser mais apropriadas ao ritmo de aprendizagem requerido pelo
cidaddo moderno. A sociedade contempordnea mostra-se, por exemplo, adversa a
aceitar um tratamento cientifico pouco diferenciado de resultados que, segundo o seu
entendimento, tém uma importancia muito variavel. Criticou-se, especialmente, a
apresentacao repetitiva de resultados secundarios, a igualdade na énfase com que se
tratam teoremas principais e teoremas secundarios e a demora na apresentacdo de
resultados verdadeiramente importantes; refere-se, a este respeito, o caso do famoso
Teorema de Pitagoras que s6 aparece (no Livro | de “Os Elementos”) depois de serem
enunciados e demonstrados 40 outros teoremas e sem a utilizagdo de qualquer

destaque especial.

Em resumo, foram estas as duas principais razdes pelas quais desapareceu das nossas
escolas um texto basico de qualidade inigualdvel e que sobreviveu como texto
fundamental apesar de, ao longo dos séculos, ter sido sujeito a um escrutinio cerrado
por parte de matematicos conceituados, nomeadamente a propdsito do “Postulado das

Paralelas”.

Que figuem pois esclarecidos, os professores de Matematica, sobre os imperativos
sociais contemporaneos por detrds do abandono de “Os Elementos”. Em sua
substituicdo, destacam-se, no caso do Ensino da Geometria, para 0s alunos da

actualidade:

— 0 abandono de exposic¢des longas;
— 0 abandono de repeti¢cfes fastidiosas;

— 0 abandono de palestras matematicas de caracter eminentemente teorico;
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— 0 abandono de um tratamento monoténico dos diversos resultados;...

Por outro lado, o estudo da Histéria do Ensino da Matematica como meio de
esclarecimento de dividas metodoldgicas que se colocam ao professor de Matematica a

propdsito do desaparecimento de “Os Elementos”, mantém:

— um tratamento rigoroso;
—  um tratamento l6gico;

— um tratamento consistente e compativel dos entes geométricos;

isto €, os termos indefinidos, as definicdes exactas, as deducdes validas e/ou invéalidas,
etc., jamais foram excluidos do ensino da Geometria e, muito especialmente, dos

programas do Ensino Secundario.

Sobre a “Logica”

A Logica, enquanto ramo cientifico, trata dos principios de inferéncia valida e a sua
origem traca-se - na sequéncia do que atras referimos a respeito dos filésofos cidad&os
de uma sociedade, a Grécia Classica, que se revelou particularmente apropriada a estas
reflexdes - até Aristételes (384 - 322 a. C.)*. No entanto, parece 6bvio aceitar que, agora

e sempre, os homens, mesmo antes de Aristoteles, fazem e discutem inferéncias.

Um dos grandes objectivos que pretendemos alcancar com o estudo da Geometria
continua a ser - como ja salientei na brochura anterior e como pretendi justificar nos
paragrafos anteriores - o desenvolvimento das capacidades de raciocinio légico que, de
resto, usamos intensamente no nosso dia-a-dia: quando, simplesmente, decidimos o que
vestir pela manhd, quando mantemos uma qualquer conversa com um amigo, quando
ouvimos uma noticia na telefonia, quando lemos uma histéria num livro, quando
assistimos a um filme ou quando planeamos o que fazer numa qualquer situacao
requer-se um raciocinio légico. Os mal-entendidos sdo comuns e, frequentemente,
tiramos conclusfes que estao incorrectas ou, pelo menos, sdo questionaveis. A Légica,

por isso, ndo é tdo somente uma ferramenta para 0 matematico ou para o légico; é

¥ Neste contexto, interessa frequentemente distinguir “logico” de “formal”.
* A Légica de Aristoteles era baseada numa espécie formal de argumento a que chamamos
silogismo.
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usada por cada um de nos, em cada dia e em quase todos os aspectos da nossa vida.
Raciocinar de uma forma razoavel afigura-se, por isso, cada vez mais importante e tal
pode, de uma forma simples, ser desenvolvido, nas aulas de Matematica, com a ajuda
da Geometria.

As caracteristicas da Geometria inspiraram a Humanidade, ao longo dos tempos e em
muitos outros campos do saber, da moral, da politica, etc., a organizar as suas ideias
segundo 0os mesmos principios. Assim, no estudo da Geometria, encontram-se inUmeras

oportunidades para se usar/desenvolver o raciocinio.

A Geometria foi o primeiro sistema de ideias desenvolvido pelo Homem segundo o qual
uns poucos e simples factos tomados como pontos de partida foram, posteriormente,
usados para obter muitos outros factos menos simples. Tal sistema diz-se dedutivo - a
Geometria é, assim, um modelo de um sistema légico - e a l6gica que usamos nas
demonstra¢des geométricas costumamos chamar deduc¢éo. Enquanto ciéncia dedutiva,

a Geometria cumpre determinados requisitos basicos, nomeadamente:

1) certos termos e certas proposi¢coes sdo “primitivos”, isto €, tém que ser aceites,
respectivamente como “indefinidos” e “sem demonstracao”;

2) todos os outros termos e proposi¢cdes tém que ser derivados dos “primitivos”.

Sobre os termos indefinidos

O seguinte diadlogo passa-se numa sala de aula e pertence a um filme dos “Bucha e

Estica”.

Professora: O que é um cometa?

Um dos alunos: Uma estrela com uma cauda.

Professora: Quem é que é capaz de me dar um exemplo de um cometa?
Estica: O Rin-Tin-Tin.

A palavra “cometa” foi, neste dialogo, interpretada de maneira diferente mas igualmente

I6gica.

Em Geometria, como no dia-a-dia, algumas palavras podem ter significados diferentes

que, regra geral, subentendemos a partir do contexto onde estdo inseridas. Outras
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palavras, apesar de apresentarem um unico significado no dicionario, podem significar
coisas diferentes para pessoas diferentes. As diferencas de significado podem acarretar
desentendimentos, de maior ou menor gravidade, entre, em particular, professor e

alunos. Por exemplo:

“Pode um losango ser um quadrado? E um quadrado pode ser um losango?”, que, neste

caso, afinal se resumem a “O que é um losango e o que € um quadrado?”.

Interessa, em primeiro lugar, garantir que, na sala de aula, existe unanimidade (ha
exactiddo) nas definicdes dos termos geométricos, por forma a estabelecer um

entendimento basico entre aquilo que professor e alunos dizem e entendem entre si.

Esta-se, por isso, perante a questdo de se saber por onde comecar? Parece logico

comecar pelo principio, isto é, pelos termos mais simples. Termos suficientemente

"> 530, na realidade, termos indefinidos, isto é, ndo

simples tais como “ponto” ou “linha
se definem. A respeito deles s6 podemos, com rigor, dizer que, em Geometria, “um
ponto € um ponto € um ponto...” e assim sucessivamente® e, embora possa parecer que
designando-os como “indefinidos” estamos, porventura, a abandonar a procura de uma
definicdo, a verdade € que para definirmos qualquer palavra precisamos de outras
palavras que, por sua vez, precisam ainda de outras palavras e esta cadeia tem,

necessariamente, um fim’.

Entdo escolhem-se termos como “ponto” ou “linha”, isto &, especialmente simples para
serem 0s primeiros dessa cadeia de palavras que caracterizam outras palavras e
chamamo-lhes termos indefinidos. A partir dai, servem como base para as definicbes de
outros termos. Para além de “ponto” e “linha” temos, em Geometria, outros termos
especialmente simples como é o caso de “plano” e “conjunto” que também séo termos

indefinidos.

® No presente contexto l6gico dever-se-4 entender “linha recta” sempre que o termo “linha” for
referido. Posteriormente, a respeito dos postulados, se aprofundara esta identificagao.

® Aproveito a oportunidade para fazer uma chamada de atencdo particular, a respeito do rigor
exigivel nas aulas de Matematica: enganam-se o0s alunos quando lhes sdo apresentadas
“definigdes” para estes termos (ponto e linha, por exemplo); rigorosamente falando, eles ndo se
definem.

" As definicdes ditas circulares, isto é, onde se utiliza na caracterizacdo o termo que Se esta a
definir ndo sdo verdadeiras definicbes mas, regra geral, os livros-texto que temos a nossa
disposicdo sdo, no caso especifico das definicdes em Geometria, particularmente “descuidados”
com estas pseudo/definicdes.
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Depois de alguns termos simples terem sido aceites como indefinidos, pode-se

finalmente comecar a definir outros termos.

Pergunto:

a) E possivel definir qualquer termo geométrico?
b) Euclides tentou definir “ponto” dizendo que “é o que n&o tem partes”. Qual teria sido

a sua inteng&o?

Sobre as definicdes

Conjunto, ponto, linha e plano sdo termos suficientemente simples para que o0s

aceitemos como indefinidos. E espago?

Espaco, define-se como sendo o conjunto de todos os pontos. Com esta definicdo
queremos pois dizer que a palavra “espago” e a frase “conjunto de todos os pontos” tém
exactamente o mesmo significado; isto €, ndo sé podemos afirmar que “espago” é “o
conjunto de todos os pontos”, como também podemos afirmar que “o conjunto de todos
os pontos” € o “espacgo”. Ora, cada uma destas afirmacdes € a reciproca uma da outra e
sabemos que a reciproca de uma proposicdo verdadeira pode ou ndo ser uma
proposicdo verdadeira. No entanto, a natureza de uma definicdo acarreta como

consequéncia que as duas proposi¢des reciprocas sdo sempre verdadeiras.

Acabamos de ver que uma consequéncia do nome “definicdo” é a garantia de que a sua

reciproca também é verdadeira, ou seja
Se uma afirmacgéo é uma definigdo, entdo a sua reciproca é também verdadeira.

Pergunto:

a) Podemos concluir que se a reciproca nédo € verdadeira, a afirmacdo ndo pode ser

uma definicdo? Porqué?

Sugiro:
a) Tente escrever uma definicdo clara e concisa que explique o seu entendimento do

termo “linha” (recta).
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b)) A luz do que se afirmou a respeito de definicdes, defina-se, por exemplo, “triangulo
equilatero”.
b,) Separem-se as afirmacdes reciprocas envolvidas na definicao.

bs) Introduza-se o significado de “se e s6 se”, numa definicao.

Sobre os postulados

Vimos, anteriormente, que a palavra “linha” esta entre os termos que deixaremos por

definir. A este respeito o matematico D’ Alembert escreveu um dia que:
E uma desgraca o facto da Geometria ndo me dar uma definicdo de linha...

Tente-se®, por desafio, por teimosia ou simplesmente por curiosidade, escrever uma
definicdo clara e concisa que explique o conceito de linha. Suponhamos a este respeito
que, em vez de aceitarmos “linha” como termo indefinido, tentavamos definir “linha” a

partir, por exemplo, de “ponto” e “conjunto” (tendo-os aceites como indefinidos).
Pergunto:
Porque é que, em particular, a seguinte definicdo ¢é insatisfatoria?

Uma linha é um conjunto de pontos!

A Geometria, ou qualquer outro sistema dedutivo, comporta-se tal e qual um jogo. Para
se jogar bem, em Geometria como nos outros jogos, tém que se conhecer e aceitar as
regras basicas. Além disso, para que o “jogo” seja jogavel interessa, pelo menos,

garantir que:

— as regras bésicas séo suficientes, isto &, dizem-nos o que fazer em qualquer

situacao que possa surgir;

8 Acredito que para efeitos de uma compreensdo efectiva da Matematica a pergunta “E se ndo
fosse assim?” ou o desafio “Suponhamos que ndo!!” deveriam fazer parte obrigatoria da lista das
perguntas que o professor faz a si préprio e também das que faz aos seus alunos porquanto séo
altamente esclarecedoras da génese dos préprios conceitos matematicos. Sdo, por conseguinte,
altamente recomendaveis na préatica lectiva diaria.
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— as regras basicas sdo consistentes, isto €, ndo se contradizem umas as outras

nem nos conduzem a contradigéesg.

As regras basicas em Geometria, que se fixam de uma vez por todas e que, de facto, é
necessario aceitar antes de iniciar o “jogo”, chamam-se postulados®; sdo criacdes
humanas e o aspecto que o assunto toma depende directamente da natureza dos
postulados que se escolhem. Em Geometria encontramos ainda algumas grandes
vantagens relativamente a outros jogos; em particular, em Geometria existem muito
menos regras (postulados) do que, por exemplo, no futebol e (outra vantagem) em
Geometria, 0os postulados nédo séo tdo subjectivos nem variam tanto como as regras do
futebol.

Diferentes conjuntos de postulados geométricos deram, ao longo dos tempos, origem a
diferentes geometrias e o facto de, durante muitos séculos, a Geometria Euclideana ser
a Unica Geometria que se conhecia deve-se, basicamente, a duracdo da pesquisa que
se foi desenrolando até que o Homem se apercebesse de que era possivel “jogar” com
diferentes conjuntos de regras.

Hoje em dia, aceitando os postulados da Geometria Euclideana’" e complementando-os
com algumas regras algébricas elementares, estamos em condigdes de iniciar um “jogo”

deveras interessante e importante com 0s nossos alunos do Ensino Secundario.

Os postulados geométricos tratam de conjuntos de pontos e das suas rela(;c")es12 e uma
maneira ldgica de comegar € pelos termos indefinidos: “ponto”, “linha” e “plano”. Uma
vez que nao possuimos definicdes que nos dizem o que € que estas palavras significam,

dar-lhes-emos significado postulando algumas relagfes entre esses termos™®;

1° Postulado: Para quaisquer dois pontos, existe uma Unica linha que passa por eles.

® No entanto, no raciocinio dedutivo em Geometria é, muitas vezes, Gtil tentar chegar, de forma
deliberada, a contradices; fala-se, nesse caso, de “deducdo indirecta”.

10 «postular” significa “pedir para aceitar”.

1 O desaparecimento de “Os Elementos” de Euclides ndo significaram o desaparecimento, dos
nossos curriculos, dos postulados de Euclides.

12 Relembre-se, a este propésito, 0 que escrevi na brochura anterior a respeito da ordem a seguir:
primeiro os factos, depois as propriedades e, finalmente num nivel de maturidade superior, as
relacGes.

13 E resolvemos, desta forma, o problema de D’ Alembert e, eventualmente, de muitos dos nossos
alunos.
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Sugiro:

Uma analise critica a proposito das raz8es subjacentes aos enunciados dos postulados
geométricos. Por exemplo:
a) Se ndo pensassemos numa linha como sendo recta, existiiam muitas linhas

determinadas por dois pontos (P e Q); veja-se, a este respeito, a seguinte figura:

P

b) Se uma linha fosse recta mas finita, teriamos também muitas linhas rectas a passar

por dois pontos (quaisquer dois segmentos de recta que passassem por esses pontos).

Contudo se uma linha for recta e de comprimento infinito parece haver s6 uma linha que
passa por dois pontos dados. Assumimos que tal é verdade e chamamos-lhe um

postulado.
20 Postulado: Uma linha contém pelo menos dois™* pontos.

Sugestodes lectivas:

Abordem-se, a propésito deste postulado, por exemplo:
— as definicdes de pontos colineares e de rectas concorrentes;
— justifigue-se a existéncia deste postulado salientado, em particular, que uma
linha recta também contém mais do que dois pontos;
— 0 numero maximo de pontos que duas quaisquer linhas rectas podem ter em

comum.

3° Postulado: Para quaisquer 3 pontos ndo colineares, existe exactamente um plano

que os contém.

4° Postulado: Se 2 pontos pertencem a um plano, entdo a recta que passa por esses

pontos esta no plano.

1 No nosso contexto geométrico quando nos referimos a dois entes pretenderemos sempre dizer
que ndo s&o 0 mesmo ente.
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Mais sugestdes lectivas:

Salientem-se, em particular:

— as convengles (para representar um plano, por exemplo);

— os cuidados especiais (embora os nossos desenhos tenham limites, € bom nao
esquecer que, por exemplo, os planos sdo superficies ilimitadas);

— 0s modelos fisicos (usem-se, por exemplo, 3 pequenos cilindros de cortica -
rolhas - com as mesmas dimensfes para representar pontos e um rectangulo
de plastico transparente para representar um plano que se assenta sobre os
pontos: experimente-se remover uma ou duas das rolhas, experimente-se
colocar as rolhas em posi¢cdes particulares por debaixo do plano ou ainda
acrescente-se ao modelo um pau colorido - mikado - que passe por 2 dos

pontos ou 2 paus que passem pelos trés pontos, etc., etc..)

A informacéo que estes postulados nos dao pode ser utilizada para demonstrar outras
relacdes entre pontos, rectas e planos. Por outras palavras, se aceitarmos estas quatro
afirmac¢des como sendo verdadeiras, podemos demonstrar - quer geométrica quer
algebricamente - a veracidade de outras afirma¢des, usando um raciocinio

dedutivo.

Pretendendo, acima de tudo, evitar as situacbes onde, a propésito do estudo da
Geometria no Ensino Secundario, ouvimos dizer que “as respostas sdo simplesmente
uma questdo de opinido”*®; interessa relembrar que existem outros postulados, alguns
dos quais da area da “aritmética”, isto &, outros postulados que ndo enunciaremos mas
que importa relembrar para efeitos do tal desejavel rigor e entendimento na comunicagao
entre professor e alunos na aula de Matematica e a propésito do ensino da Geometria

dizem, por exemplo, respeito a:

— adistancia entre 2 pontos e a correspondéncia entre pontos de uma recta e o
conjunto dos nimeros reais;
— a medida de angulos e a correspondéncia entre angulos e um intervalo de

ndmeros reais;

!> Cito, neste caso, 0 comentario que ouvi ser proferido por um aluno que encontrei recentemente
numa aula de Geometria de uma Escola Secundaria.
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e ainda:

— 0s postulados da reflexividade, da simetria e da transitividade da relagdo de
igualdade entre 2 nimeros reais;
— os postulados do “corpo” dos numeros reais;

— eftc., etc..

Sobre tirar conclusdes

Aceitar a veracidade de determinada informacgdo € o que nés fazemos, a toda a hora,
quando ouvimos, apalpamos, saboreamos, cheiramos ou vemos os factos do mundo a
nossa volta, isto é, quando fazemos uso dos nossos 5 sentidos. A seguir, tiramos
conclusbes e essas conclusbes - verdadeiras, falsas ou simplesmente incertas -

englobam uma justificacéo, isto €, um raciocinio subjacentele.

Ora, em Geometria, repetimos tdo somente este processo geral de abordar os
problemas com que somos confrontados: partimos dos factos, a que chamamos
postulados®’ (cuja veracidade ou falsidade nado é ditada pela Légica), que também nos
sdo ditados pelos sentidos e vamos (com a ajuda da Ldgica) deduzindo conclusdes

que pretendemos verdadeiras.
Simbolicamente traduzimos esta abordagem, escrevendo, por exemplo:

— SeA entdo B

— AimplicaB

- A=B

— Tem-se B, quando se tem A

- Etc., etc.,

Dizemos ainda que A é a hipotese (o0 antecedente) e B é a conclusdo (a consequéncia);

e podemos ainda representar esta relagdo de “se - entdo” entre antecedente e

% Encontram-se facilmente, para efeitos de motivacdo para o assunto nas aulas de Geometria,
situacdes reais exemplificativas desta actividade. Por exemplo: lendo e tirando conclusbes de
textos publicados em jornais ou vendo fotografias e chegando a conclusdes acerca das mesmas.

' Também se dizem “axiomas”.
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consequente, entre hipotese e conclusdo, por meio de um diagramals, nomeadamente:

B

Diagrama de Euler @

desenhando duas curvas fechadas, uma dentro da outra, onde o circulo menor diz
respeito a hipétese (A) e o circulo maior é relativo a concluséo (B).

De notar que, nesta representacdo, reside, para os alunos, uma dificuldade ja

identificada e motivo de alguns estudos didacticos, nomeadamente:
A compreenséo de que, numa implicagdo, a concluséo (B) contém a hipdtese (A).

Salientamos também que a construgcdo de tabelas de verdade - porquanto imposta e
formal - ndo deu, até ao momento, qualquer mostra de facilitar esta compreenséo e,
deste modo, contribuir para ultrapassar esta dificuldade diagnosticada. Bem pelo
contrario, o recurso a uma linguagem tecnicista e abstracta de “V(s)” e “F(s)” assentua o
distanciamento entre a légica basica do raciocinio do dia-a-dia e a logica igualmente

basica (se bem que sistematizada) do raciocinio geométrico que desejamos estreitar.

Proponho, por conseguinte, o tratamento l6gico de exercicios diversificados e abordados
sistematicamente ao longo de todo o capitulo19 que apontem, em particular, para a
compreenséo20 do significado de uma afirmagéo do tipo:

A implica B

a) A partir do reconhecimento, por parte do professor, de que as “implicagbes” nem
sempre (nem no dia—a-dia nem na sala de aula de Geometria) nos s;urgem21 na forma
mais ébvia e mais esquelética de

Se A, entao B.

18 Estes diagramas chamam-se, por vezes, diagramas de Euler em meméria de um matemaético
suico do século XVIII (Leonardo Euler).

19 De salientar que, na conjectura actual e nacional, ndo é defendida, no ensino secundério, uma
abordagem da “Logica” separada dos problemas concretos da aprendizagem da Geometria, nem
agrupada numa Unica seccao.

2 A palavra “compreensio” que, de resto, serd repetida ao longo deste texto, pretende, neste
contexto, significar mais do que “conhecimento”; “compreensdo” significa “entendimento” e
pressupoe mais do que “repeticdo” ou “memorizagdo” abstractos.
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A rescrita de frases com o propésito da nao alteracao do significado da frase inicial € um
exercicio importante de interpretacdo, de andlise critica e de contacto com um conjunto
diversificado de afirmacdes equivalentes que estdo, em particular, na base das
demonstracdes dos teoremas matematicos. Sugiro pois ao professor de Matematica que,
sem ser necessario o recurso a uma énfase explicitamente formal, modere e adeque
sempre 0 seu ensino e a escolha da sua linguagem a sua classe que - em determinado
dia e em determinada hora vai aprender uma Matematica determinada- sem nunca
abandonar um tratamento rigoroso, coerente e ldgico dos conceitos matematicos.
Torna-se, por isso, indispensavel que o professor de Matematica esteja constantemente
consciente das consequéncias (I6gicas) das afirmacdes que profere e do contexto em
gue estas séo proferidas, por mais ébvias que estas parecam por forma a poder exigir

que os alunos também se comportem e ajam com 0 mesmo rigor.

Os objectivos do professor a este respeito séo, fundamentalmente:

— com o trampolim por exceléncia que é a Geometria, ajudar 0s nossos alunos a
raciocinar logicamente e nunca o de, em Geometria, criar ratoeiras onde, sem 0
acompanhamento e o rigor devidos, 0s nossos alunos ficardo inevitavelmente presos;

— aspirar, em Geometria, a um rigor de comunicacao que é constante, que € 0 mesmo
para alunos e para professores e onde as deduc¢des sdo validadas ou invalidadas com
base em argumentos l6gicos irrefutaveis.

Sobre a equivaléncia l6gica

Lewis Carroll (1832 - 1898), escritor de historias para criangas entre as quais se destaca
“Alice no Pais das Maravilhas”, foi professor de Matematica em Oxford. Os seus livros
contém inimeros e memoraveis exemplos de boa e deliberada l6gica que ele proéprio
colocava aos seus colegas e aos seus alunos na Universidade e que se tornaram
exercicios favoritos entre muitos mateméticos. Recomendo, a este respeito, a leitura
atenta deste livro e a andlise subsequente das situacdes que ai sdo descritas por forma

a, em particular, abordar questdes ldgicas pertinentes a respeito de:

21 Referimo-nos a meios de comunicacdo que podem ser escritos e também, noutros casos
igualmente passiveis de serem tratados na aula de Geometria, poderdo ser de comunicagdo oral, ou
comunicagdo gestual em vez de escritos.
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— Proposigbes contrapositivas; simbolicamente, a proposigdo contrapositiva de “A
implica B” é a proposigdo “ndo B implica ndo A”.

— Proposigdes reciprocas; simbolicamente, a proposi¢ao reciproca de “A implica
B” é “B implica A”.

— Proposic¢des inversas; simbolicamente, a proposi¢ao inversa de “A implica B” é

“n&o A implica nédo B”.

As relacdes entre estas proposicdes derivadas sado facilmente analisaveis e
subsequentemente entendiveis a custa de, por exemplo, diagramas de Euler e podem

ser sumariadas no seguinte quadro:

Logicamente |Uma  afirmagdo  condicional: A=B

Equivalentes )

A  afirmacdo  contrapositiva de (2):

Logicamente | A afirmacéo reciproca de (1): B=A

Equivalentes . :
. A afirmacéo inversa de (1): —A =—-B

Assim se aceitarmos a proposi¢do (1) como verdadeira, ndo temos outro remédio sendo
aceitar também a veracidade da sua contrapositiva e analogamente para as proposicdes
reciproca e inversa; uma vez que tais proposicdes sdo logicamente equivalentes. E
precisamente nestas relacdes que reside a validade das deducgbes que fazemos, em

Geometria assim como, por exemplo, huma investigag&o criminal.

Pergunto:
a) Quais as proposi¢des contrapositiva, reciproca e inversa da seguinte afirmacéo:

Num plano, duas rectas perpendiculares a uma terceira sdo paralelas entre si.
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Trigonometria

Nos finais do século Il antes de Cristo, Alexandria (no Egipto) era o centro de um
movimento intelectual operado pelos judeus refugiados nesta cidade e que ai se haviam
familiarizado com a cultura Grega. Sob a dominacdo esclarecida da dinastia dos
Lagidas, Alexandria era o maior centro das artes de navegar e mecénica do mundo
antigo e, com a sua biblioteca, o seu observatério e os seus jardins botanico e zoolégico,
tornou-se num prodigioso foco de concentracdo dos mais variados conhecimentos
humanos. Ai floresceram, a par do comércio, as letras, as artes e as ciéncias e ali
acorreram sabios de outros paises e fildsofos de outras escolas (cirenaicos, cépticos,
estéicos, platénicos e peripatéticos). Neste ambiente, a cidade de Alexandria,
salientava-se como um grande centro de aprendizagem e de transac¢Bes maritimas
onde o0 grego era 0 meio de ensino e de escrita mas onde os cidaddos eram

cosmopolitas1 com uma forte componente judaica.

Os Homens, em Alexandria, questionavam-se entédo sobre quanto do mundo estaria por
explorar e a Geometria (Grega) foi aplicada a medida dos Céus. Toma forma a
Trigonometria (medida(s) de triangulos) e o tamanho da Terra e a distancia da Terra ao
Sol ou a Lua séo calculados; é o inicio de uma nova era, relacionada com as medi¢des
celestiais e que, necessariamente, envolviam numeros muito maiores do que os

tratados, até entéo, pelos Gregos.

Alguns séculos mais tarde uma nova aritmética desenvolvida por matematicos &arabes
tais como Al-Kwarizmi e Omar Khayam teve lugar; ainda hoje a conhecemos pelo seu
nome arabe “algebra” e através das rotas comerciais esta nova linguagem chega a

Europa.

Europa estd no limiar das grandes navegacdes: os homens do mar transportam o0s
astronomos judeus que fazem uso dos almanaques preparados por estudiosos arabes;
os mercadores enriquecem; mais do que nunca o0 mundo pensa em termos de ndmeros
grandes; a nova aritmética fomenta um instrumento impressionante que foi criado pela
necessidade de melhores tdbuas de medidas celestiais para uso nas descobertas

maritimas; os logaritmos contam-se entre os primeiros “frutos” culturais fomentados

! Influenciados por muitos paises e muitas culturas.
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pelas navegagfes; os matematicos pensam em termos de mapas, em latitudes e em

longitudes; uma nova espécie de geometria € inevitavel.

E a partir desta nova Geometria de Descartes, um grupo de estudiosos, preocupados
com a mecéanica do relégio de péndulo, faz também novas descobertas sobre o
movimento dos planetas e inicia uma nova linguagem matematica a que noés hoje

chamamos “calculo”.

Porque acredito que é um bom exercicio, quer para alunos quer para professores de
Matematica, um esfor¢co suplementar para nos apercebermos do quanto a Histdria da
Matematica é um espelho das civilizagBes - que se entrecruzam com a cultura, com a
economia, com a religido, com as invengdes e as descobertas - cujos mapas se foram
alterando e ao qual nés hoje, felizmente, podemos aceder (através do estudo) em pouco

tempo.

Sobre tridngulos (rectangulos): algumas coisas basicas e indispenséaveis

Dois tridngulos sdo, por definicao, “equiangularesz” quando os pares dos angulos
correspondentes tiverem a mesma medida. Recordo, a este respeito, algumas
representacdes bésicas de tridngulos rectangulos que ilustram resultados bésicos

indispensaveis em Trigonometria® (e independente do nivel de Ensino em que se esta a

abordar):
™
90°-0 P
NN ™
PN B' 90°-6,
90°—0 / :
0 I o
| 9 4\ L SN
ul [¢)
c .. cCccC A

% Note-se que a “equiangularidade” é um caso da semelhanca de triangulos.
® A figura do lado direito serve também de base & célebre demonstracéo, do Teorema de Pitagoras,
feita por Naber no inicio deste século.
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E recordo também o enunciado de uma proposi¢éo, também fundamental para o estudo
da Trigonometria - cuja demonstracdo se pode encontrar no livro VI de Euclides e cujo
enunciado diz:

Sao iguais 0s quocientes entre os comprimentos dos lados correspondentes de

triangulos rectangulos”® equiangulares:

AB AB' AB" AB"

BC BC' B'C" B"C"

O recurso a desenhos de situagdes reais onde a utilizacéo simples destas no¢des possa

ser, de forma répida e eficaz, recordada.

Faco, por exemplo, referéncias a um desenho tipico sobre a forma como Tales podera
ter medido a altura da Grande PirAmide de Gizé ou, a partir de uma fotografia especifica,

a idealizagao de “instrumentos” para a medigao da largura de um rio.

Para se dar o salto de Atenas para Alexandria basta tdo somente dar nomes as 3 (trés)
razBes constantes para cada angulo e independentes do triangulo. Os nomes entdo

escolhidos e que ainda hoje se mantém, foram:

comprimento do cateto oposto

send = : : ;
comprimento da hipotenusa
comprimento do cateto adjacente
cosf = _ :
comprimento da hipotenusa
a0 comprimento do cateto oposto
g =

comprimento do cateto adjacente '

Noto também, a partir da figura anterior, que algumas das consequéncias das definicGes

destas razdes trigonométricas sao:

sen @ = cos (90° —0);

* N6s, hoje em dia, sabemos ser verdade também para quaisquer outros tridngulos, ndo
obrigatoriamente rectangulos.
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cos & =sen (90° —0);

coso

_send

Além disso, a partir daqui e em jeito de aplicagéo pratico/técnica, pode-se apresentar um

critério para a
a divisdo de um segmento em qualquer nimero de partes com 0 mesmo comprimento.

Por exemplo a divisdo em 4 partes do segmento de recta [AB]:

mmdm—— = ==}T]

Tracar o segmento [BF]de comprimento 4 unidades a partir do segmento [AB], que se
pretende dividir, de tal forma que BC=CD=DE=EF=1. Tracem-se
[cC’] [DD'] e [EE'] paralelos a [AB] e depois tracem-se [C'C'] [D'D’] e

[E'E"]paralelos a [BF]. Entao

AC” — CI!DN — D”EII — EVIB-

E assim estabelecer, por sua vez, uma aplicacdo importante que € a construcéo de
escalas - por exemplo, o NOnio - que revolucionaram a precisdo das medicoes,

nomeadamente as efectuadas no tempo de Newton.

Sugiro:

a

Referéncias histéricas a construcdo de templos e de timulos na Antiguidade podem
servir de mote para um problema elementar de medi¢do angular sobre a construgcéo de
(paredes) verticais. Para isso recorre-se, hoje como no passado, a um fio de prumo ou a

um péndulo como se ilustra a seguir:
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Y ?

\ Horizonte

Principios de “Tangéncia”.

Enquanto o fio de prumo coloca a énfase no angulo recto como unidade fundamental

da medicéo angular; o péndulo serve para realcar (mostrar de forma informal) o facto de a

tangente a uma circunferéncia num dado ponto ser perpendicular ao segmento que passa
por esse ponto e pelo centro da circunferéncia.

Sobre o(s) radiano(s)

Uma outra forma de medir um angulo® é procurando o nimero de radianos, isto é, a
partir da raz&o entre o arco da circunferéncia (a circunferéncia que tem centro no vértice
do angulo e o arco que é limitado pelos lados do angulo) e o raio dessa circunferéncia.
De tal forma que quando o arco mede o mesmo que o raio, dizemos que o angulo mede
1 radiano. A constante de proporcionalidade entre o perimetro e o diametro de uma

circunferéncia chamamos 7 Por exemplo:

Desenhe-se uma circunferéncia cujo raio mede 1 unidade; desenhem-se ainda dois raios
dessa circunferéncia que limitem um angulo de 15°. A partir desse diagrama concluimos

facilmente que esta circunferéncia fica dividida em 24 angulos (ao centro) de 15° cada e
- R 1 .

que, portanto, o arco que limita cada um destes angulos mede 24 do perimetro da

circunferéncia; pelo que, também podemos descrever o angulo de 15° dizendo que mede

T . 6
12 radianos’.

> Medem-se angulos procurando, por exemplo, o nimero de graus ou o nimero de grados.
® Em jeito de brincadeira mas a0 mesmo tempo antevendo o estudo das funcdes trigonométricas
costumo dizer aos meus alunos que uma grande vantagem deste “novo” sistema de medicao de
angulos é que, em radianos, podemos medir angulos com uma fita métrica (ou uma régua)...
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Uma forma util de definir as razfes trigonométricas é precisamente recorrendo ao circulo

de raio 1 (unidade) — dito circulo trigonométrico. Entdo, no circulo trigonométrico, tem-se:

send = AB (= cateto oposto) N
- . - A

cosd = OB (= cateto adjacente) s

. ; 1

AIBI ’I
tgf=—=A'B’ /) ,

= oB ' o 1B
\ ,/I
\\ //

Esta €, de resto, a razdo pela qual os primeiros textos sobre Trigonometria chamam a

AB (=send) semicorda’ do angulo 26. No circulo trigonométrico podemos ainda

“deduzir” relagdes trigonométricas relevantes como é o caso das seguintes:

sen®@+cos’ 0 =1:

0 1+cosé .
c0s —=.,[——; h
2 2 !
2 N\
B
sen Q __sen «99 ; Bi
2 COS — i
2 1
ou ainda
AB' =2 —2c0s6.
Sugiro:

Também neste caso a Histéria da Matematica nos fornece material didactico deveras

adequado para exploracdes na sala de aula. Por exemplo:

’ Pode ainda confirmar-se a escolha desta designacdo numa das figuras que de seguida se
apresentam a respeito da Trigonometria de Ptolemeu.
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2 cosH,

Trigonometria de Ptolemeu Trigonometria Hindu (e moderna)

Sugiro ainda:

Algumas aplicacBes praticas relevantes e saliento, a este propdsito, a oportunidade que
aqui existe para se estabelecerem ligacdes interdisciplinares privilegiadas® entre a

Matematica e outras areas do saber, nomeadamente a Histoéria, a Fisica, a Astronomia e
a Geografia.

Exemplo 1.

vertical (sem sombra)

73s°

Alexandria

7%
Equador \

(Como Eratéstenes mediu o perimetro da Terra)
Ao meio-dia o Sol brilha directamente sobre o meridiano de longitude do observador. Siena e
Alexandria tém (praticamente) a mesma longitude e distam (aproximadamente) 800 quilémetros.
Assim, o Sol, os dois lugares e o centro da Terra podem desenhar-se ha mesma superficie plana

do espaco.

Para podermos concluir que o perimetro da Terra é aproximadamente igual a 40000
quilémetros, dado por:

800 x 360° ,
— 190 (quilébmetros)
2

® Faco aqui referéncia para a necessidade que existe de se diversificarem estas relagdes
interdisciplinares, por exemplo, a nivel da chamada “Area Escola” onde a Matemética aparece
sistematicamente como area de apoio unicamente estatistico e portanto redutor das verdadeiras
capacidades da Matematica.
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1 . i .
e portanto, tomando © = 37 temos o raio da Terra aproximadamente igual a 6400

quilémetros.
Exemplo 2.

Outros exercicios de raciocinio e aplicagdo das nogdes trigonométricas patentes, por

exemplo, no célculo de latitudes.

Programacao Linear

O estudo da Programacéo Linear desenvolveu-se a partir do trabalho, na Forca Aérea

dos Estados Unidos em finais dos anos 40 de George Dantzig.

Hoje em dia a programacédo linear aplica-se a uma variedade alargada de problemas
quer na industria quer na ciéncia, de contornos mais ou menos complicados mas de
resolucdo basica simples e a medida que os computadores se tornaram mais potentes

foram também sendo resolvidos problemas mais elaborados.

O que se propde —neste nivel de ensino- € uma abordagem geométrica para a solucao
de problemas de maximos ou de minimos de uma expressao linear com duas variaveis
sujeitas a um conjunto de restrices também lineares e consegue-se, a0 mesmo tempo,
uma concretizacao (a custa de enunciados apelativos e diferenciados de acordo com as
caracteristicas das turmas) de técnicas algébricas de resolugdo, mais ou menos
rebuscadas e abstractas. O objectivo primordial deste assunto é motivar os alunos para
a aprendizagem da Matematica, mostrando-lhes verdadeiros problemas reais nos quais
a Geometria que estdo a aprender é actualmente usada na indUstria, ha economia, etc.,.

Os objectivos especificos deste conteddo prendem-se fundamentalmente com:

— atraducdo matemética das ideias expressas em linguagem corrente;
— arepresentacao grafica de sistemas de inequacdes lineares;
— a conexdo entre a solucdo de um sistema de inequagdes lineares e um plano

factivel de producéo;

70



GEOMETRIA

— aligagdo grafica entre uma fungéo objectivo e uma regiao possivel do plano, por
forma a obter a “melhor” solugao para o problema;
— ainterpretacao da solucdo obtida para o problema;

— aandlise do impacto, em problemas reais, da adicdo de novas restrigdes.

Os problemas de Programacao Linear séo constituidos por 3 ingredientes basicos:

— uma funcdo objectivo (equacdo linear que representa o objectivo de quer
maximizar o lucro quer minimizar o custo), a qual se pretende maximizar ou
minimizar;

— um conjunto de incégnitas ou variaveis (que as circunstancias podem fazer
alterar) que afectam o valor da funcdo objectivos;

— um conjunto de restri¢c8es (criadas por imposicdes diversificadas, tais como o
tempo, o equipamento, etc.) que condicionam os valores que as incégnitas

podem tomar e os que estdo excluidos.
Exemplos de problemas sobre Programacéo Linear:

1° Exemplo - Se eu for a um parque de diversdes com 1250 escudos na carteira e as
Unicas atrac¢Bes em que estou interessada séo os carrinhos de choque (que custam 250
escudos por cada volta) e a montanha russa (que custa 350 escudos, por volta), quantas

voltas em cada uma das atrac¢des posso eu dar?

Existem, é claro, muitas respostas diferentes para esta questdo que até se conseguem
facilmente obter sem qualquer célculo. Posso, por exemplo, andar 5 voltas nos carrinhos

de choque; ou 3 voltas na montanha russa e ainda regressar a casa com algum troco.

Se eu andar y voltas nos carrinhos e p voltas na montanha russa, y e p estdo

restringidas pela desigualdade seguinte:
250y +350pn <1250

que, por sua vez, se pode representar graficamente como, por exemplo, na figura
seguinte, onde todas as possiveis respostas estdo dadas pelos pontos marcados no

triangulo que ndo se sombreou:
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LA

[
'

——S——,
250y, + 350 p = 1250

Este método é particularmente facil por causa da pergunta colocada mas era, ainda
assim, vélido mesmo quando a minha actividade no parque de divers@es estiver sujeita a
outras restricdes. Além disso, em casos como este, as solugbes tém que ser pares
ordenados (y, w) de numeros naturais °. Na representacdo grafica s6 os pontos

assinalados na figura é que sédo relevantes em termos de resposta ao problema.

Suponhamos que ndo podia estar mais do que 1 hora no parque e gque os carrinhos
demoram... e a montanha russa demora... E que escolhas eu tenho se eu considerar que

a montanha russa me diverte 2 vezes mais do que os carrinhos?

Sugiro:

— Desde o inicio, uma abordagem de dialogo aberto e livre entre professor e
alunos a proposito das “restrigdes” que podemos ir impondo neste tipo de

problemas.

— Elaboragdo de “portfolios” como técnica de avaliagdo privilegiada deste

conteudo.

— Estabelecimento de projectos individuais e de escolha arbitraria de temas, de

acordo com os interesses especificos de cada um.

2° Exemplo — Um aluno pretende que o seu pequeno almoco de leite e flocos de milho

Ihe saia tdo econdémico quanto possivel.
Com base no que come habitualmente nas outras refeicdes do dia, decide que ao

L : . 1
pequeno almoco deverd ingerir pelo menos 9g de proteinas, pelo menos 3 da dose

diaria recomendada (ddr) de vitamina D e pelo menos 2 da dose diéria recomendada de

célcio.
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Nas embalagens do leite e dos flocos, o aluno encontra a seguinte informacéo:

Leite Flocos de Milho
(= (30 9)
chavena)
Preco 15 escudos 45 escudos
Proteinas 49 2g
Vitamina D ddr <= ddr
Calcio ddr -

Uma vez que o aluno ndo gosta da sua mistura nem demasiadamente liquida nem
demasiadamente seca, decide ainda condicionar a sua mistura a uma chavena de leite

para uma quantidade de flocos que varia entre 30g e 100g.

3° Exemplo — Uma fabrica de doces tem em armazém 130 kg de bombons de cereja
coberta de chocolate e 170 kg de bombons de chocolate com recheio de baunilha e
decidem vender estes produtos sob a forma de 2 misturas embaladas

convenientemente:

— numa das misturas, juntar-se-4o uns e outros bombons em partes iguais e

vender-se-a este produto embalado por 1500 escudos;

— na outra mistura, juntar-se-ao um terco dos bombons de cereja com dois ter¢os
dos bombons de baunilha e pér-se-do a venda estas embalagens por 1000

escudos

Quantos quilos de cada mistura devera a fabrica preparar de modo a obter o maior lucro

possivel?

Sugiro:

— Um cuidado especial com os dados destes problemas que se pretendem
verdadeiramente realistas.

— Proponho, também neste caso, uma reflexdo muito cuidada, por parte do
professor de Matematica, sobre os aspectos algébricos deste tipo de problemas.
O seu tratamento rigoroso néo é facilmente implementavel no ensino secundario

e, como tal, serd preferivel ficarmo-nos pelo tratamento geométrico. Na

® Néo é possivel dar-se, por exemplo, meia volta em nenhuma das atracgdes.
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realidade cada um destes trés exemplos é uma caso particular do seguinte

problema algébrico:

Encontrar os valores de X; ede X, que maximizem (ou minimizem) a funcgéo

Z=C X +C, X%

condicionada por exigéncias do tipo X, 20 e X, 20 e ainda do tipo™®

a,% +a,% (<) (2)(=)h
A X 8% (S) (Z)(:) b,

Ay Xg 8 %, (S) (2)(:) by,
Um par de valores (xi, X,) que satisfacam todas as restricdes diz-se uma solucao
possivel para o problema. Um tratamento algébrico do problema pressupbe o
conhecimento e 0 uso de ferramentas adequadas™ mas um tratamento geométrico
resume-se, de forma facil, & procura de uma regido do plano que € o conjunto de todas
as solugbes possiveis. A representacdo geométrica pode, neste caso como em muitos
outros, sugerir a demonstracdo de teoremas fundamentais, a serem tratados
posteriormente, tais como os que dizem respeito aos pontos extremos numa regido de

solugdes possiveis (a sombreado na figuralz); por exemplo:

19 Note-se que a notacdo que decidi adoptar nestas expresses significa que cada uma das linhas
pode, na verdade, ser um dos trés casos seguintes: a inequagdo linear com o sinal “<”, ou a
inequacdo linear com o sinal “2>”, ou ainda a equagéo linear com o sinal “ =",

1 Nomeadamente, sistemas lineares com mais equacdes do que incgnitas, matrizes, dependéncia
linear, etc..

12 As linhas de nivel representadas nesta figura sdo, por definic&o, as linhas ao longo das quais a

funcdo objectivo toma valores constantes.
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linhas
de nivel
-1 ——
a1 X+a,.%=b,, / - =25 A, X, HEX, =D,
- A
\
A

‘\
/amx1+a1zxz=b1

\ 4

Nota final

Os matematicos Gregos herdaram, sem dulvida, de outros povos os conhecimentos
matematicos que lhes permitiam fazer calculos comerciais, estabelecer impostos, medir
terrenos, desenhar calendarios e outros fins praticos, mais ou menos, “primitivos”.
Costuma, em jeito de resumo, afirmar-se que os Gregos tiveram duas fontes principais
de inspiracdo, ambas originarias do Neolitico, nomeadamente: uma fonte algébrica vinda
da Babil6nia e uma fonte geométrica vinda do Egipto; depois, com essa heranca, fizeram
algo de novo: transformaram a Matematica num sistema I6gico que parte de proposi¢des
fundamentais e, via dedugbes, se desenrola em direc¢édo as conclusbes. Desde entéo,
qualquer pessoa pode, racionalmente, convencer-se da validade dos raciocinios que faz
e esta concepcdo da Matematica (e muito especialmente da Geometria) manteve-se
inalterada. Gradualmente, as aplicagcbes da Matemética foram-se alargando e outras
ciéncias foram fazendo uso do método dedutivo da Matemética. Apesar disso, a grande
maioria dos alunos que, nas nossas escolas basicas e secundarias, aprende Matematica
dificilmente reconhecera o uso tdo importante deste conhecimento escolar a menos que
o professor de Matematica assuma a missdo de apresentar ao aluno uma cadeia de
raciocinios matematicos sobre os quais o0 aluno é capaz de reflectir, que é capaz de

seguir e, enfim, que possa compreender.

Actualmente é impossivel dizer onde € que comeca a algebra e acaba a geometria ou

onde comeca a geometria e acaba a andlise; os problemas geométricos resolvem-se
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algebricamente da mesma forma que problemas algébricos podem ser resolvidos

geometricamente. Osgood costumava afirmar que:

Todas as regras da Trigonometria se podem deduzir a partir da equacédo

diferencial y'+y =0 .

Pergunto:

Se, porventura, encontrassemos um dia um aluno que tivesse estudado o assunto desta
maneira, estariamos disposto a aceitar estes conhecimentos que, afinal, nem comegam

com a medicgdo de triangulos?

N&do se ira certamente muito longe se continuarmos a fundamentar o estudo da
Geometria Analitica em questdes manipulativas de escrita, mais ou menos, rebuscadas
com base na representacdo de pontos por meio de coordenadas. Descartes inventou
eixos e coordenadas para representar 0s entes geomeétricos mas, como nota final,
parece-me importante explicitar algo que, porventura, ja esta implicito no texto que aqui

apresento e que é a relagao entre “notagcao” e “método”.

Em Geometria a notacdo que se escolhe ndo tem qualquer relagdo com o método que se
adopta. Assim, embora as demonstragdes possam, por meio de uma escolha apropriada
de notacgdo (dita analitica), ser, por exemplo, encurtadas; os problemas geométricos que
se propdem oficialmente neste nivel de ensino (secundario) continuam a ser 0s
problemas da Geometria de Euclides e o0 método de abordagem desses problemas &,

portanto, o método (de raciocinio) dedutivo.
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ACTIVIDADES COMENTADAS

Como acontece na maior parte dos casos a introducdo € escrita no fim. Também noés
comecamos por registar apenas as ideias orientadoras das actividades a seleccionar e
dos comentarios a fazer, e foi depois de tudo escrito que elabordmos esta apresentacao.
Desde o inicio que fixamos que 0 nosso trabalho assentaria nas seguintes ideias:
visualizacdo, muita visualizagdo, ambientes dindmicos de trabalho e articulacdo de
ideias.

A visualizagéo, segundo Conway referido por Eduardo Veloso (1998, p.132 e seguintes),
e como nos também a entendemos, (...) diz respeito a constru¢do e manipulagdo de
imagens mentais. Essas imagens podem destinar-se a reproduzir situagbes que nao
estdo visiveis naquele momento mas que sado familiares, ou podem tentar estudar
situag@es inacessiveis que apenas podem ser imaginadas.

()

A frase que se ouve frequentemente, "nunca fui capaz de ver no espago", pode levar a
crer que essa capacidade é como que inata, ha quem a tenha e quem nunca a venha a
ter. Mas ndo € assim. O poder de visualizac¢ao treina-se, e uma das consequéncias de
um ensino da geometria em que se utilizem métodos activos de construcdo e
manipulacdo de modelos e em que existam actividades explicitas para desenvolver a
visualizagdo é precisamente o0 acréscimo desse poder.

A visualizacado, para além de um trabalho especifico que vira sendo feito, talvez, ao longo
dos vérios anos de aprendizagem matematica, e ndo sé, deve estar sempre presente no
trabalho em geometria. Serd assim que se enriquece e reconstréi o patriménio de
imagens de cada um. A imagem de um triangulo, ou de um cubo, ndo pode ser igual para
um aluno do secundario e para um aluno do 2° ciclo, embora cada um deles deva
trabalhar muitos tridngulos e muitos cubos para ter a imagem mais rica possivel e por
isso, mais articulada com outras imagens, de cada um destes objectos matematicos. Se
experimentarmos fechar os olhos e ver tudo o que pudermos num triangulo ou num cubo

podemos apercebermo-nos da riqueza e extensdo da nossa experiéncia de visualizacao.
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Mas ver é uma actividade dinamica, intimamente ligada a representacéo, e por isso 0s
objectos ndo podem estar inacessiveis. Se é essencial a construgdo e manipulacéo de
modelos e a sua representacdo de muitos modos possiveis, isso deve ser feito por todos

0S meios ao nosso alcance.

Em 1988, James T. Fey escreveu (p. 45)

7

Uma das mais importantes tarefas em Educacdo Matematica hoje é a revisdo dos
curriculos e dos métodos de ensino de modo a tirar proveito das novas tecnologias.

J& entdo Fey afirmava que os instrumentos numéricos, graficos e de manipulacédo
simbdlica fornecidos pelo computador oferecem cada um formas Unicas de
esclarecimento e poder no ensino e aprendizagem da matemética e na resolucao de
problemas. Contudo, o aspecto dos computadores que recentemente tem gerado mais
entusiasmo entre os educadores matematicos é a facilidade de passagem de uma forma
de representacdo da informagdo para outra a medida que o utilizador procura a
compreenséo conceptual e as solugées dos problemas. (p. 60)

Recordar este artigo de James Fey, cuja leitura recomendamos vivamente, é ter presente
algumas ideias fundamentais sobre a utilizacdo de computadores e de calculadoras
graficas, que evidenciamos: o dinamismo e a versatilidade das representacdes de ideias
mateméticas e de procedimentos, os ambientes de trabalho interactivos e a deslocacéo

do pensamento concreto para formas simbdlicas.

Embora a data do referido texto ainda ndo existissem os programas educacionais de que
hoje dispomos, as ideias fundamentais ja estavam presentes. Entre estas queremos
salientar as condi¢Ges de variabilidade o dinamismo e a flexibilidade do tipo de ambiente
de trabalho proporcionado, com que podemos fazer a ponte para 1998. J4 nada podera
ser como dantes.

As novas tecnologias estdo a transformar rapidamente o panorama da matemética e do
seu ensino. O chamado software para a geometria dindmica, representado pelos
programas Cabri-géométre e The Geometer's Sketchpad, tem potencialidades para
revolucionar profundamente os modos de resolucdo de problemas e de exploracdo de
situacdes e as proprias concep¢des de demonstracdo, em particular a sua relevancia na
aprendizagem da geometria. Ao lado das outras perspectivas, devemos também
considerar a abordagem através deste tipo de software.(Veloso 1998, p. 60)
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Neste programa do Ensino Secundario a utilizacdo de computadores ndo esta prevista
para todos os alunos, e é muita pena. Mas o recurso a laboratérios de Matematica e as
novas orientagdes curriculares abrem boas hip6teses para que muitos alunos possam
passar por esta experiéncia na Matematica. Por isso, muitas das actividades que
apresentamos foram ja pensadas na perspectiva da sua utlizagdo num ambiente
geométrico dinamico (AGD) embora grande parte delas também possam, ainda que de
forma muito mais pobre e deficiente, ser trabalhadas com papel e lapis. Algumas das
sugestBes para os AGD podem ser exploradas pelos alunos para resolver problemas e
em projectos fora da sala de aula. S&o situacdes extremamente simples do ponto de
vista da construcdo e que exigem muito poucos conhecimentos desses programas, seja
0 Geometer's Sketchpad, seja o Cabri-géometre.

Tanto para professores como para alunos a articulacdo de ideias, conhecimentos,
processos, ... € fundamental. E esta preocupagéo torna-se mais pertinente se pensarmos
que estamos a falar de 11° ano e de assuntos que ndo sao novos. Os alunos podem ou
nao ter ja trabalhado a trigonometria e a geometria analitica, mas o professor nunca
podera iniciar a sua exploracdo sem articular velhos com novos conhecimentos e
potencializando aprendizagens j& feitas pelos alunos. Para o professor esta preocupacao
traduz-se na seleccdo de propostas diversificadas, nas mdultiplas perspectivas, nos
cuidados com a discussé@o de exploracdes realizadas, ... Para os alunos passara por
experiéncias de muitos tipos, pessoais e colectivas, pela investigacéo, pela descoberta,
pela discussdo, pela demonstracédo, pelo trabalho na sala de aula e fora dela, pela
resolucdo de problemas e pela realizagdo de projectos também. Para tudo isto temos a
nosso favor a matematica, ciéncia por exceléncia das conexBes e do poder da
articulacéo de processos.

Pensamos que a combinagcdo de ambientes dindmicos com propostas diversificadas e
abertas permitirdA aos alunos, e aos professores também, desenvolver novas
perspectivas sobre a Matematica e sobre o seu ensino. E esta preocupac¢ido que nos
persegue porque se alguma certeza temos sobre a nossa experiéncia recente de
educacd@o matematica € o aprofundamento dos nossos conhecimentos matematicos e da

multiplicidade e complexidade dos modos de aprender.

E com esta estrutura orientadora que procuramos arrumar ideias sobre o desenvol-
vimento do Tema Geometria do programa do 11° ano, que engloba duas partes

fundamentais: trigonometria, geometria analitica.
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Embora possa parecer que o nosso texto esta um pouco carregado de citagdes, optamos
por fazé-lo para estimular a leitura dos textos originais. Textos estes que consideramos
fundamentais para qualquer professor de Matemética e cujas ideias, porque estéo ja tao

bem expressas, ndo faz sentido rescrever por palavras nossas.
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E com esta estrutura orientadora que procuramos arrumar ideias sobre o desenvol-
vimento do Tema Geometria do programa do 11° ano, que engloba duas partes

fundamentais: trigonometria, geometria analitica.

Embora possa parecer que 0 nosso texto esta um pouco carregado de citacfes, optamos
por fazé-lo para estimular a leitura dos textos originais. Textos estes que consideramos
fundamentais para qualquer professor de Matematica e cujas ideias, porque estdo ja tao
bem expressas, ndo faz sentido rescrever por palavras nossas.

Trigonometria

As sugestdes de trabalho que vamos apresentar ndo sao inteiramente novas, porém as
exploragbes que sugerimos apontam para que se dé mais atencdo aos conceitos e ao
seu significado e menos as técnicas. Esta perspectiva € sustentada pelas indicagfes
metodoldgicas do ajustamento do programa e favorecida pelos instrumentos tecnolégicos
que estdo ao nosso dispor e que se vao revelar aqui bastante poderosos.

Os exercicios tradicionais de redugéo ao primeiro quadrante, simplificacdo de expressoes
e resolucdo de equagBes deixaram de fazer sentido porque as calculadoras calculam
razBes trigonométricas de qualquer angulo, utilizam expressfes ndo simplificadas e
dao-nos muito boas aproximacdes das solugBes de equacdes. As relagdes continuam a

ser importantes, mas 0s objectivos e a maneira de as trabalhar tém que ser outros.
O ensino da trigonometria podera ter sempre presente:

— A histéria como uma forma de valorizar e compreender a evolucdo da matematica
como parte da evolugdo da cultura cientifica e técnica.

— As aplicagBes da matematica que, neste caso e a este nivel, estdo muito ligadas a
problemas historicos.

— As conexfes dentro da matematica, porque este assunto articula conhecimentos de
geometria, de calculo, de funcgdes, etc.

— A natureza do conhecimento matematico na perspectiva empirica e indutiva, por um

lado, dedutiva e formal, por outro.
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Problemas de resolucéo de triangulos

Tanto por razbes histéricas como por razbes didacticas, ndo ha outra maneira de
comecar a trabalhar a trigonometria que nao seja pela resolucdo de problemas sobre
tridangulos. Do ponto de vista histérico, a trigonometria desenvolveu-se precisamente para
resolver problemas em que estavam presentes os triangulos. Do ponto de vista didactico,
esta abordagem permite ao professor apresentar situacdes estimulantes tanto para
alunos que ja contactaram com as razdes trigonométricas (fazem parte do programa do
9° ano), como para aqueles que as desconhecem totalmente.

Nem todos os problemas de resolucdo de triangulos séo igualmente interessantes.
Tentdmos seleccionar alguns que, na nossa opinido, ajudam a dar significado as razées
trigonométricas e valorizam o raciocinio geométrico. Nao consideramos aqui nenhum
problema histérico porque ha varios tratados noutro texto desta brochura.

A escada de pedreiro

Para maior seguranca, a distancia da base de uma escada de pedreiro a parede deve ser
igual a um quarto do comprimento da escada. Qual é o dngulo que uma escada nesta
posi¢éo faz com o chdo? Seré que depende do comprimento da escada?

A forma aberta como este problema estd colocado permite que diferentes alunos
experimentem diferentes medidas da escada e que, em discussdo, se conclua que o
angulo ndo depende do comprimento da escada. E um problema que permite rever ou
introduzir a semelhanga nos triangulos rectangulos e as razfes trigonométricas como
dependentes do angulo.

Esta experiéncia com diversos valores é muito mais visivel e completa se for feita num
programa de geometria dindmica. Neste caso € desejavel que os alunos construam o
modelo da situacdo, individualmente ou em grupo, mesmo que isso ndo seja feito em
tempo de aula. Os alunos devem ser estimulados a procurar outros problemas deste tipo
e a simul4-los em computador.

Em alguns problemas o professor poderd apresentar modelos previamente construidos,
COMO O que Sse segue.
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<> The Geometer's Sketchpad [_ (O] x|
File Edit Display Construct Transform  Measure Graph  Work Help

. Parede cCcamprlmento da escada .
@F Comprimento da escada = 6,023 cm

~ Inclinagéo da escada = 75,562°

G

4|

Chéo -
4 I bI

A construc@o geométrica tem que ser feita de modo a que a distancia da base da escada
a parede seja sempre um quarto do comprimento da escada. Se fizermos variar o
comprimento da escada vemos que no desenho e nas medi¢cfes a escada aumenta de
comprimento, e portanto aumenta também a distancia da base a parede, mas a
inclinagdo mantém-se. Até agora nado utilizamos nenhuma razdo trigonométrica, ela
apenas esta implicita na situagdo. Este problema pode ser uma boa ocasido para definir
a funcgéo trigonométrica coseno.

Angulo das diagonais de um rectangulo

Constroi um rectangulo em que o angulo das suas diagonais seja de 70°. Qual é a
relagéo entre o comprimento e a largura do rectangulo?

Qual é o angulo das diagonais de um rectangulo em que o comprimento é o triplo da
largura?

A exploracdo deste problema é perfeitamente andloga & do problema anterior. Tanto
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pode ser trabalhado através da experimentagéo de varios casos com papel e lapis, como
pela construgdo de um sketch apropriado.

Na primeira situacdo o angulo determina a razao constante entre os lados. Na segunda, é
a razao entre os lados que determina o angulo.

Angulo das diagonais de um cubo

Qual é o angulo de duas diagonais espaciais de um cubo?

Fazendo no cubo um corte adequado, isto €, o corte do plano definido por duas diagonais
espaciais, reduzimos a questédo ao problema do plano que acabamos de resolver.

B A

2 aresta

diagonal
facial

7

A razdo trigonométrica que nos vai permitir obter o angulo pedido é a tangente,
exactamente como no problema anterior. A tangente é igual a razdo entre os lados do
rectangulo de corte, ou seja, é igual a razdo entre uma aresta e uma diagonal facial do
cubo.

B A
w2 o

1 ‘ 5 ~3526°
C D

o~ 70,53%° ~ 70° 31" 44"

Este problema pode ser estendido a obtencdo dos angulos de diagonais de paralele-
pipedos e de prismas rectos. Também aqui, para sélidos semelhantes, os angulos
correspondentes sdo iguais.
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Poligono regular

Quanto mede o lado de um triangulo equilatero inscrito numa circunferéncia de raio r? E

o lado de um quadrado? E de um pentagono regular? E de um poligono de n lados?

Quanto mede o ap6tema de um poligono regular de n lados inscrito numa circunferéncia

de raio r? Qual é a area desse poligono?

Embora possa parecer que a formulagdo do problema é repetitiva, a ideia é fazer a
exploragéo de alguns casos para chegar a expressées gerais ou formulas que permitem
relacionar medidas do poligono inscrito com o raio da circunferéncia. Qualquer delas é a
expressdo geral de uma sucessao, ja que o nimero de lados é uma variavel natural.

A visualizagdo dos poligonos inscritos numa mesma circunferéncia permite trabalhar
conceitos importantes das sucessdes: sucessfes mondétonas, sucessdes limitadas,

convergéncia, etc.

Triangulos nao rectangulos

Dois barcos A e B encontram-se a cinco milhas um do outro e observam um terceiro
barco C, em dificuldades. O barco A observa os outros dois segundo direc¢des que
fazem um angulo de 57° e o barco B observa os outros dois segundo um angulo de 62°.
Se o barco A se deslocar a velocidade de 25 milhas por hora e o barco B a velocidade de
20 milhas por hora, qual é que chega primeiro para socorrer o barco C?

Cc

57° 62°
A 5m B

Todas as situacBes anteriores se resolviam recorrendo a tridngulos rectangulos ou a
triangulos is6sceles dos quais imediatamente se obtém um ftridngulo rectangulo.
Consideramos que é importante também resolver problemas em que o triangulo de

partida é escaleno e em que a divisdo em tridngulos rectangulos néo € tdo imediata.
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C C
2 b
A =L 5m B A 5m - B
g:sen57O e g:sen 61° %:sen 62° e %:sen 61°
5sen57°=asen61° 5sen 62° = b sen 61°
a= —SSseen”6517oo ~ 4,794 b= —5;9””661%0 ~ 5,048

O barco A encontra-se a 5,048 milhas de C, a uma velocidade de 25 milhas por hora da
0,202 horas, ou seja quase 13 minutos de percurso. O barco B encontra-se a 4,794
milhas de C, a 20 milhas por hora da 0,239 horas, mais do que 14 minutos. Embora o
barco B esteja mais perto, o barco A é mais rapido e vai chegar primeiro.

Na resolugdo que apresentamos nao calculamos propositadamente h e g, embora isso
fosse possivel e 0 mais natural para os alunos. Nao o fizemos porque esses valores ndo
S80 necessarios e porque estamos a pensar ja na generalizacdo deste problema a
qualquer triangulo.

c C
a
b
A c B A c B
D senA e Docenc 9_senB e I-wnt
c a c b
cxsenA=axsenC cxsenB=bxsenC
a ¢ b ¢
senA  snC sen B senC
: . ~ a b c . :
Destas duas igualdades tira-se a relacéo = = = — conhecida como Lei

sen A sené_senc

dos Senos (ou Analogia dos Senos ): Esta lei, embora néo fazendo parte do programa, é
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uma generalizagdo com alguma utilidade e muito acessivel a alunos mais interessados. A
sua deducao pode surgir no seguimento da resolucdo de situagdes como esta. O valor de
uma férmula matematica esta precisamente no poder que ela representa, e portanto na

sua obtencao, e ndo na sua utilizagdo mecénica.

Quando se tem a disposicdo instrumentos tdo poderosos como 0s programas de
geometria dinamica, é interessante observar o comportamento duma relacdo como esta.
Para um triangulo qualquer, que no fundo representa todos os tridngulos, observamos a
variacao de todas as medidas — lados, angulos e respectivos senos — e a constancia das
razbes entre cada lado e o seno do angulo oposto. Esta exploragdo pode ser realizada
antes de estabelecida a Lei dos Senos, embora tenha que ser feita como uma actividade
extremamente dirigida porque muito dificilmente os alunos se lembrardo de calcular as
referidas razes. Optando por esta investigacdo, serd que depois de observar que as
razBes se mantém constantes, fica alguma divida de que Lei dos Senos seja valida para
gualquer triangulo? Em casos como este, o papel da demonstragéo, ou da deducéo que
apresentdmos, deixa de ser o de convencer-nos da validade da relagdo para passar a ser
0 da compreensao de porque é que ela se verifica. Até porque se experimentarmos com
outras razdes, notamos que ndo ha invariantes deste tipo.

Fomos habituados a valorizar a pureza de uma deducado, esquecendo-nos muitas vezes
de todas as dificuldades, ensaios, erros e frustracBes que tantas vezes estiveram
presentes na actividade matematica de quem a fez. Combinando experimentacdo e
deducao, temos a possibilidade de fazer com que o0s alunos se aproximem do que é essa
actividade matematica e consigam perceber o valor da deducdo, mas partindo de
experiéncias com muito mais significado para eles e mais acessiveis a todos. Parece-nos
que qualquer aluno aderirh com mais ou menos entusiasmo a observacdo de uma
animacdo como a que falamos, mas s6 alguns alunos séo sensiveis a deducdo pura.
Talvez que abordagens combinadas como esta que propomos fagam com que mais

alunos passem a valorizar os métodos da matemaética.

Estas sé8o apenas algumas sugestdes de problemas e de ideias para a sua exploragéao.
Problemas deste tipo sdo relativamente faceis de encontrar e surgem até em situacdes
de aplicagbes da matematica a areas de conhecimento muito diversas. Sao boas

oportunidades para ir ao encontro de alguns interesses dos alunos.

Angulos e medidas
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Na trigonometria trabalhamos com angulos e destes o que nos interessa principalmente é
a sua medida. Por isso é tdo importante o sistema de unidades utilizado. A unidade de
medida de angulo mais conhecida € o grau e € a Unica com que os alunos trabalharam
até ao fim do 3° ciclo. O sistema que tem por unidade de medida o grau, sistema
sexagesimal, é extremamente interessante do ponto de vista histérico e sugere
actividades de pesquisa documental a realizar com os alunos. Mas, se pode ser
interessante o aprofundamento do conhecimento de um sistema de unidades de medida
que os alunos utilizam rotineiramente, a introducdo de um novo sistema de medidas
arrasta a necessidade de o professor dar atengdo a outros aspectos que ndo sejam a
mera mecanizacdo da utilizacdo deste sistema. Ndo sO os alunos tém ja maior
capacidade de compreender as ideias fundamentais de cada um dos sistemas de
medidas, e as vantagens ou desvantagens respectivas, como surge aqui uma boa
oportunidade de aprofundar o seu conhecimento sobre a natureza da matematica.
Estamos perante um dos aspectos interessantes do pensamento matematico que é a
possibilidade de criar um sistema em que a unidade de medida é escolhida de acordo
com os interesses de quem vai trabalhar com ela, neste caso por razées que tém a ver
com a simplificagc&o dos processos.

Radiano

e Uma circunferéncia tem 5 cm de raio. Qual € o comprimento da circunferéncia?
Qual é o comprimento de um arco de 180° de amplitude? E de 90°? E de 30°?
Qual é o comprimento de um arco de 52° de amplitude?

Qual é a amplitude de um arco que tem 12 cm de comprimento? E de 4 cm?
Qual é a amplitude de um arco que tem 5 cm de comprimento?

e Uma circunferéncia tem raio r. Qual é o comprimento da circunferéncia?
Qual é o comprimento de um arco de 180° de amplitude? E de 90°? E de 30°?
Qual é a amplitude de um arco que tem comprimento r?

e Numa circunferéncia & tua escolha desenha um arco cujo comprimento seja aproxi-

madamente igual ao raio. Representa também o &ngulo ao centro correspondente.
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O radiano foi universalmente adoptado como unidade para medir angulos. Um radiano é
a amplitude do angulo ao centro correspondente a um arco cujo comprimento € igual ao

raio.

Com o desenvolver desta actividade pretende-se que o aluno estabeleca relacdes entre
comprimentos e amplitudes numa circunferéncia, para chegar a ideia de que a amplitude
de um arco que tem comprimento igual ao raio é independente do raio, e para ter uma
representacao visual do radiano. O conceito de radiano aparece assim com significado
para o aluno e associado a uma imagem que é til.

360°
2n

1 radiano = ~57,3°
Para reforcar esta imagem, podemos ainda comparar o angulo de um radiano com o
angulo ao centro do hexagono inscrito na circunferéncia, que sabemos ser de 60"

Esta imagem permite uma boa estimativa do radiano baseada em argumentos
geomeétricos.

Também pode ser Util determinar a medida em radianos de um angulo de um grau.
1°~ 0,01745 rad

N&o é por acaso que se escolheu esta unidade para medida de angulos. As razées séo
véarias: o radiano é uma unidade mais conveniente do que o grau porque é maior e por
isso permite trabalhar com nimeros mais pequenos; o sistema circular é um sistema
decimal como 0 nosso sistema de numeragdo, 0 que ndo acontece com O sistema
sexagesimal. Porém, estes dois argumentos nao justificam totalmente a forma como o
radiano foi definido. A principal razdo é a simplificagdo de muitas formulas, como é o
caso da area do sector circular e do comprimento de um arco.
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Area do sector circular:

2
Area = % se 0 for a medida do &ngulo em radianos

A C
. nr’ o
B Area = 360 Se 0 for a medida do &ngulo em graus

Comprimento do arco ACB:

Comp. =r 0 se 6 for a medida do angulo em radianos

Comp. = TéTrg se 0 for a medida do angulo em graus

E interessante notar o valor destas formulas para o angulo de volta inteira ou angulo giro.
Sao pequenas constatacdes deste tipo que ajudam a construir a ideia da coeréncia do
conhecimento matemético. Muitas destas constatacfes s6 surgem se o professor tiver o
cuidado de fazer com que os alunos as notem. E um bom héabito, em matematica, quando
aparece uma férmula nova, interpreta-la para alguns casos particulares e verificar que ela
toma valores j& conhecidos. Isso faz com que se compreenda melhor a féormula e, ao

mesmo tempo, se ganhe seguran¢a na sua validade.

Um outro aspecto interessante que podemos ja observar, embora ndo esteja
directamente ligado ao programa do 11° ano, é o facto de, para angulos muito pequenos,
a medida do angulo em radianos e o valor do seno serem nimeros muito aproximados.
Tanto mais aproximados quanto menor for o angulo, facto que costumamos traduzir

. . sen
matematicamente por lim
x-»0 X

sen 1° ~ 0,0174524
1° ~ 0,017453 rad

Para além das razGes que apontdmos para se utilizar o sistema circular, que podemos
discutir com os alunos, é bom ndo esquecer as relacionadas com os desenvolvimentos

em série e as derivadas das fungbes trigonométricas.
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Comprimentos e amplitudes

Latitude
Norte

30 | 30

Equador

Sul

A Terra tem a forma aproximada de uma esfera com 6367 km de raio. A latitude de um
lugar € a amplitude, em graus, do arco de meridiano que passa nesse lugar, comecando
no ponto em que intersecta o equador e acabando no lugar. Assim, pela latitude é
possivel calcular a disténcia de um lugar ao equador.

e Procura saber qual a latitude do lugar onde vives e calcula a quantos quilémetros te
encontras do equador.

e Procura um lugar que se encontre a dois mil quildbmetros do equador.

e Qual é a distancia entre dois locais com a mesma longitude cujas latitudes diferem de
1°? E de 1?

Se aproveitarmos a calculadora para a conversao de graus para radianos, o calculo da
distdncia ao equador reduz-se a uma simples conta de multiplicar. Por exemplo, a
latitude de Lisboa € 38° 44” N, ou seja 38,7(3)° ou aproximadamente 0,676 radianos.

Logo a distancia de Lisboa ao Equador é 0,676 x 6367 km, aproximadamente 4 300 km.
Inversamente, procurar um lugar a dois mil quildbmetros do equador € procurar um lugar
cuja latitude seja % radianos ~ 18, norte ou sul. H4 muitos lugares nestas
condicdes, todos situados entre os tropicos.

Ao obtermos a distancia correspondente a diferenca de 1° nas latitudes, sobre 0 mesmo
meridiano, estamos a preparar o caminho para chegar a milha maritima, que é o

comprimento de um arco de circulo maximo com a amplitude de 1’, ou seja, 1,852 km.
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Problemas com angulos que variam

A resolucdo de problemas de triangulos pode conduzir ao estudo da variacdo das
funcdes trigonométricas mesmo antes destas estarem definidas no circulo trigonomé-
trico. Para isso basta escolher figuras em que um angulo possa ser encarado como um
elemento dinamico que determina a variacdo de outras medidas: comprimentos, areas,
volumes, etc. Estes problemas déao significado as func¢des trigpnométricas e permitem
adquirir alguma destreza no tratamento de relacbes entre os elementos de uma figura
geométrica. Sao situagcdes como estas que contribuem para que os alunos construam a
ideia de que os objectos matematicos estdo relacionados. Por outro lado, preparam o
estudo grafico e analitico de fun¢8es trigonométricas que se fara no 12° ano.

Variagcdo do seno

Tomando como unidade de comprimento o lado dos losangos da figura, determina a area
de cada um deles.

. 90° 106

Descreve a variagdo da area do losango como fun¢é@o de um dos seus angulos.

De que valor se aproxima a area quando o angulo € quase nulo? E quase raso?

Qual é o losango que tem maior &rea?

Ha angulos diferentes que dao origem a mesma area? E existem losangos diferentes
com a mesma area?

Uma das primeiras ideias interessantes desta tarefa € a visualizacdo dos losangos. Nao
s6 nao é costume desenha-los nesta posi¢cdo, como também ndo costumamos calcular a
sua area como a de um paralelogramo qualquer, isto €, utilizando as medidas da base e
da altura em vez das diagonais. Esta situagdo da sentido a definicdo de losango como
um caso particular de paralelogramo e a de quadrado como caso particular de losango,

ideias que normalmente os alunos tém dificuldade em aceitar.

O célculo da area é um problema de resolucédo de triangulos rectangulos, e os valores
obtidos d&o ideias claras sobre a variagcdo da area do losango em fungéo do angulo.
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1 1
h = sen 20°
A =sen 20° A = sen 68° A=1 A =sen 74°

O interesse de ter varias situacdes analogas é permitir discutir algumas ideias sobre a
variacdo da funcdo seno, mesmo que ela ainda n&o tenha sido definida e mesmo que
nem sequer tenhamos estendido a definicdo de seno aos angulos ndo agudos. Podemos
até aproveitar para discutir qual a melhor extensé@o da definicdo do seno ao angulo recto
e aos angulos obtusos, de acordo com esta situagdo. Quando se adoptar a definicdo no
circulo trigonométrico, verificar-se-a que ela é coerente com a que serve melhor a este
caso. Podemos sempre construir um gréfico desta funcao, fazendo apelo as questdes da
actividade e aproveitando para visualizar de uma outra forma, certamente mais significa-
tiva, a variacdo da funcéo seno. A simetria da fungéo Area, relativamente ao quadrado,
tem um paralelo claro com a simetria da funcao seno relativamente ao angulo recto.

Num programa de geometria dindmica, podemos observar simultaneamente o losango a
variar, o angulo e a &rea, os correspondentes valores numéricos e o gréafico que traduz a

dependéncia entre as duas variaveis.

4> The Geometer's Sketchpad - [Losangos.gsp] M= B
@Ele Edi Displap Constuct  Tiansfom  Measwe Graph  Wok  Help =13 x|

D C * Rodar ponto D

I B

X =Med < BAD =2,17 rad
I y = Area ABCD = 4,673 cm?

HEENE -

KN |
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Aqui ndo necessitamos de utilizar a trigonometria porque o programa faz as medicdes
directamente, mas se relacionarmos estas com a expressdo que obtivemos
anteriormente para calcular a area, o que estaremos a observar é a variacdo da funcéo y

= sen x no intervalo ]0, n[.

A variagcdo do angulo do losango neste programa, obtém-se fazendo o ponto D
deslocar-se sobre uma semicircunferéncia. A imagem do ponto D em movimento,
associada a altura do losango correspondente, que varia, € ja uma aproximagdo a
variacdo da funcdo seno no circulo trigpnométrico.

D C

// VAN

——
e

E interessante notarmos que subjacente a este problema, colocado desta forma, esteve
sempre uma optimizacéo, que corresponde exactamente ao caso particular do quadrado,
e que o gréfico tdo bem ilustra.

A exploracdo desta situacdo apresenta-nos alternativas de continuidade e ampliacdo
como, por exemplo, pensar agora no problema para um paralelogramo qualquer. E uma
alternativa de ampliacdo porque permite que alunos mais expeditos aprofundem o seu
trabalho numa situacao de continuidade relativamente a actividade que desenvolveram. A
primeira actividade explorada pode passar entdo a ser encarada como um caso particular
da que agora se coloca.

O estudo de fun¢des trigonométricas como fungdes reais de variavel real ndo faz parte do
programa do 11° ano. No entanto, as potencialidades de instrumentos de trabalho tao
poderosos como as calculadoras graficas e os programas de computador levam-nos a
pensar nos problemas tradicionais de trigonometria numa perspectiva dindmica que é
natural traduzir em graficos.
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Variacdo do coseno

Tomando como unidade de comprimento o dos segmentos de recta da figura, calcula o
comprimento dos segmentos que sdo as suas projeccdes ortogonais sobre arecta r.

Descreve a variacdo do comprimento da projecgdo como funcdo da inclinagdo do
segmento.

Qual é o valor do comprimento da projec¢édo quando o angulo é zero? E quando o angulo
€ recto? Qual é a posicao que corresponde a maior projecgao?

Esta € uma situagcdo analoga a anterior que permite estudar a variacdo da funcdo coseno
no intervalo [0°, 90°], mesmo sem a termos definido. A construcdo desta figura pelos
alunos num programa de geometria dindmica passa pela necessidade da construcao de
um ponto moével huma circunferéncia de raio 1, que ja estd muito perto de ser um circulo

trigonomeétrico.

4 N 7 N
B
S N,
. i i H{o)

“r (o} B

med AOB = 8,71°

med AOB = 142,26°

x = med AOB = 0,15 radianos x = med AOB = 2,48 radianos
Y= Comp [O'B']= 0,988 Y= Comp [O'B]= 0,791 )
4 I
. J
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Estes problemas permitiram-nos articular varios elementos de uma figura de uma forma
dinamica. Em todos eles a ideia fundamental é que, a partir de um ponto que se move
num arco de circunferéncia, pudemos relacionar a variagdo de um angulo com
comprimentos de segmentos. E esta ideia que vai estar na base do estudo das fungdes

trigonométricas a partir do circulo trigopnométrico.

O circulo trigonométrico

O circulo trigonométrico € um referencial que permite relacionar um angulo com as suas
razBes trigonométricas. Assim sendo, podemos entender as convencdes que se utilizam

e que facilitam o estudo de um angulo orientado nesse referencial.

Naturalmente escolhemos para origem do referencial o vértice do angulo e para
semi-eixo positivo Ox, a semi-recta origem do angulo. Ao estabelecer esta convencéo,
um angulo orientado fica definido no referencial por uma semi-recta OP ou por um ponto
P.

y A

O
bl J

Angulos em referencial

e Um angulo de 40° esta representado num referencial.
Obtém as coordenadas de um ponto P que defina o angulo.

Obtém as coordenadas do ponto P, considerando OP=1.
Desenha o angulo no referencial e faz as medi¢cdes necessarias para determinares
valores aproximados do seno e do coseno de 40°". Verifica com a tua calculadora se
obtiveste uma boa aproximacéo.

e Por representacdo num referencial, obtém valores aproximados do seno e do coseno
de 50'.
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Esta actividade pode servir para chegar a definicdo do circulo trigonométrico como o
referencial mais conveniente para a leitura do seno e do coseno de um angulo e que vai
permitir a generalizacdo da definicdo destas funcdes trigonométricas para qualquer
angulo.

Circulo trigonométrico

e Por leitura directa do circulo trigpnométrico, determina os valores do seno e do
coseno dos seguintes angulos:

i 3n

0 -2 i 2

NIa

e Representa, se possivel, no circulo trigonométrico, angulos tais que:

allw

_3 _3 _8 o
seno =g cosB—5 seny=g senf=—

Estas questdes sdo exemplos de situagBes que levam o aluno a utilizar o circulo
trigonométrico como referencial para fazer leituras e compreender as relagcbes entre
razbes trigonométricas de angulos diferentes. E a partir de questdes deste tipo que 0s
alunos podem ser levados a concluir que 0 seno e o coseno variam entre —1 e 1 e que ha
varios angulos com o0 mesmo Seno ou 0 mesmo coseno, e podem até determinar as
relacdes existentes entre os angulos com o mesmo seno e entre 0s angulos com o
mesmo coseno. Todo este trabalho é sempre feito com o suporte do circulo
trigonométrico porque s6 assim o aluno sentira o poder deste instrumento na visualizagéo
das relag@es trigonométricas. Por exemplo, ndo faz sentido decorar a formula sen (7 — @)
= sen «a, mas faz sentido, numa situacgao particular e recorrendo ao circulo trigonométrico,
argumentar que sen 140° = sen 40° ou escrever a férmula como conclusdo de uma

exploracéo.

O que estamos a dizer para 0 seno e para 0 coseno estende-se a tangente, depois de a
definir utilizando um novo segmento no circulo trigopnométrico. Esta definicdo ndo € tdo
acessivel como a do seno e do coseno, que aparecem naturalmente como a ordenada e
a abcissa do ponto sobre a circunferéncia, depois das situagdes que explordmos em que

ja interpretdvamos a extensao aos angulos obtusos.
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A tangente no circulo trigonométrico

e Desenha um tridngulo rectangulo de modo que um dos seus angulos agudos tenha
tangente 1,5.

e Representa no circulo trigonométrico um angulo agudo que tenha tangente 1,5.

e Recorrendo ao circulo trigonométrico, obtém uma extensao da definicdo de tangente

de um angulo qualquer. Compara a tua definicdo com as dos teus colegas e discutam
as vantagens e desvantagens de cada uma.

(%]
(O]
1<
(]
(@]
c
® s
o
c
3 ol
1.5 15
1 O cose=r105
2

A representacdo geométrica da tangente que adoptamos aqui parece-nos ser a mais
conhecida, embora ndo seja a Unica como é pode ser visto na pagina 23 desta
publicacéo.

Nas abordagens de situacBes que fizemos e que utilizavam a funcdo tangente, nada
pudemos avancar para angulos obtusos e nada indicava que a tangente de um &ngulo
obtuso fosse negativa. Também no circulo trigonométrico nada nos faria supor que para
determinar a tangente de um angulo do 2° quadrante tivéssemos que prolongar o lado do
angulo. Por estas razfes, a extensdo da definicdo de tangente € mais abstracta e

baseia-se em argumentos puramente matematicos e pouco intuitivos. Parece-nos que s6

x ~ sen x
a manutencdo da relacdo tg x =

COS X justifica a definicdo que se adopta no circulo

trigonomeétrico.

Temos aqui uma boa oportunidade para discutir com o0s alunos a natureza do
conhecimento matematico. Podemos notar que uma das caracteristicas deste

conhecimento é a manutencdo, sempre que possivel, das relacbes e propriedades que
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caracterizam um conceito quando alargamos o seu universo.

Toda esta exploracdo, da extenséo das razdes trigonométricas e da leitura de relacdes e
propriedades no circulo trigonométrico, aponta para que se gaste algum tempo neste tipo
de questdes e que se evite cair nos exercicios de pura manipulacdo simbdlica a que se
costumava dar uma importancia exagerada. Por um lado, a pura manipulacdo simbdlica
nunca levou a compreensdo dos conceitos e relacbes subjacentes e a nossa grande
preocupacdo é exactamente essa compreensédo. Por outro lado, hoje ndo ha qualquer
necessidade de destrezas de manipulacdo simbdlica para resolver problemas, j& que
dispomos de calculadoras e computadores que nos dao imediatamente as razdes
trigonométricas de qualquer angulo e que trabalham com todo o tipo de expressdes.

Conhecer melhor as relagdes trigonométricas

e Qual é o0 &ngulo do intervalo ]-r, n[ que tem tangente —2?
Representa-o geometricamente e obtém a sua medida com aproximacdo as
centésimas de radiano.

1
e Recorda que sen g: 5.

Obtém valores exactos das razbes trigonométricas de angulos do intervalo [0, 2x].
Procura ser 0 mais exaustivo possivel.

Como farias para, a partir dos valores que ja encontraste, determinar razfes
trigonométricas exactas para angulos do intervalo [2r, 47]?

e Na seguinte lista de afirmac¢fes, nem todas sdo verdadeiras. Encontra argumentos
que provem ou refutem a validade de cada uma.
- O seno do dobro de um angulo é o dobro do seno do angulo.
- A tangente do simétrico de um &ngulo é simétrica da tangente desse angulo.
- O coseno da soma de dois angulos é a soma dos cosenos desses angulos.

Estas sdo algumas questfes que levam o aluno a descobrir e justificar algumas relacées
no circulo trigonométrico, com algum significado e sem cair em exageros.

Queremos no entanto reforcar a ideia de que podemos encarar de uma forma nova o
papel das relagbes trigonométricas e que podemos e devemos gastar mais tempo na
resolucdo de problemas de trigonometria, em que € o contexto que nos leva a tomar
determinadas decisfes e a estabelecer conexfes estimulantes.
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Mais alguns problemas

Temos procurado seleccionar situagdes com significado em que o contexto e a sua inter-
pretacdo ajudem os alunos a compreender as ideias matematicas subjacentes. Assim,
apresentamos mais alguns problemas que nos permitem avancar nas funcdes

trigonométricas, na resolucdo de equacdes e na utilizacao da trigonometria.

Angulo desconhecido

No quadrado da figura o ponto P é equidistante de A, de B e de Q, e 0 ponto Q é
equidistante de C, de D e de P. Quanto mede o angulo a?
B A

Q
0
C D

Ha varios processos para resolver este problema, nomeadamente trigonométricos,
analiticos e também o recurso a um ambiente geométrico dinamico. Perante uma
construcdo adequada, que o aluno tem que defender, o AGD da uma solucdo
aproximada mas ndo explica o porqué desse valor. Os outros processos esclarecem

algumas relagBes que vao resultar naquele valor.

Numa resolucdo analitica, escolhemos o referencial com base nas propriedades da
figura, e procurando que os célculos sejam o mais simples possivel. Os pontos P e Q
tém que pertencer as mediatrizes dos lados [AB] e [CD], e aproveitando as simetrias do

quadrado, o referencial pode ser o da figura. y
_ B A1)
AP =PQ
POy
I+ (L-y)" =07+ (y+y)° X
Q(O! - )
a i
3y’ +2y+2=0 C D

O angulo o encontra-se através de uma equacao trigonométrica simples obtida a partir

da solucéo positiva desta equagéo do 2° grau.
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O cabo mais curto

Trés aldeias situam-se em trés vértices de um tridngulo equilatero de lado 1km. A
companhia que gere a televiséo por cabo vai fazer a instalagdo de cabos ligando as trés
aldeias. A solugéo mais econdmica é do tipo da da figura.

Determina a solucdo 6ptima para o problema, isto é, o angulo x que corresponde ao
menor comprimento possivel para o cabo.

O comprimento do cabo (C) é funcdo do &ngulo x. De acordo com a figura, tem-se

C=a+2b
3 0,5 _
a="5 -¢ b—COSX c=0,5tg x
3
C(x) = 2 -0,5tgx+ c0S X

Utilizando uma calculadora gréafica podemos observar o grafico desta funcdo num

intervalo apropriado, e determinar uma boa aproximac¢ao ao minimo da funcéo.

W IHOOW
Amin=0l
Amax=cA
wscl=5
Ymin=1.
Ymax=2.1
wecl=.1 Hiniraur
Ares=1 UZIO0004T Y= PE20508 |

2

O cabo é minimo quando o angulo é de 30°, isto €, quando o ponto onde convergem 0s
trés segmentos é o centro do triangulo equilatero. E interessante notar que, nesta
situacdo, como em tantos outros problemas geométricos, a solucéo Gptima corresponde

a figura mais rica em simetrias.
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Cone de luz

Um candeeiro, colocado na vertical, origina um cone de luz.

Relaciona intuitivamente a altura a que é colocado o candeeiro e a area iluminada para

um angulo de corte do cone de 70°. Faz um estudo analitico dessa relagéo.

Com um candeeiro deste tipo colocado a 3 m de altura, estuda a relacdo entre o angulo
de corte do cone e a &rea iluminada. Faz um estudo dessa relagdo recorrendo a
calculadora grafica.

Intuitivamente vé-se logo que quanto maior for a altura h maior é a area iluminada.
Também é facil perceber que esta vai ser uma funcao quadratica, ja que o raio do circulo
iluminado é directamente proporcional a altura. Depois destas
consideragbes, podemos deduzir a expressdo que relaciona a

h area iluminada A com a altura do candeeiro h.

© =g 35° r =htg 35°

A(h)=nr’=nh’tg®35°~ 1,54 h’

A variac@o da area iluminada em fungdo do angulo de corte do cone é uma situagéo

bastante diferente, apesar de ser também uma funcédo crescente: quanto maior for o
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angulo maior sera a area. No entanto esta variacdo ja nao é uma funcdo quadratica

simples.

N r=3tg 5 a e 10° 1807
3m Al =nx9tg’ 5

p A(0)~282719° 5

WIHOaL
Hmin=8
B“max=138
nacl=1H
‘Ymin=8
VYmax=1686
Vecl=18
“res=1

Em problemas deste tipo faz sentido pedir o valor do angulo que ilumina uma dada area
e assim surgir a necessidade de resolver uma equacdo trigonométrica num intervalo

determinado.

Volume de um cone

O raio da base de um cone mede 1 metro.

Se quisermos aumentar muito o volume sem mudar o raio da base, como devemos fazer

variar o angulo? E para obter um volume quase nulo?

Estuda a relagéo entre o angulo de corte do cone e o0 seu volume.
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Roda gigante

Supde que uma roda gigante com 7,5 m de raio da uma volta completa em 12 segundos.
Constréi um modelo matematico que descreva a relagdo entre a altura h a que se
encontra um passageiro, medida a partir do ponto mais baixo da roda (1 m acima do
solo) e o tempo t.

Adaptado de NCTM, Normas para o curriculo e a avaliagdo em matemética escolar

A um primeiro nivel, a exploracdo desta situagdo pode ser apenas geométrica sem
recorrer a conhecimentos de trigonometria. Pela simples observacdo da roda e do seu
movimento podem marcar-se pontos num grafico, que € o modelo mais acessivel para

descrever a relagcéo pedida.

Partindo do principio que o movimento da roda comecou quando o passageiro entrou,
isto €, quando a altura era de 1 m, e que o movimento é uniforme, os pontos de
marcacao imediata sdo os que correspondem a altura minima, 1 m, e esta repete-se de
12 em 12 segundos. Como o tempo de descida € igual ao de descida, a altura maxima é
atingida pela primeira vez aos 6 segundos, e depois de 12 em 12 segundos. A expressao
geral para estes valores de t é 6 + 12k, em que k é o0 nimero de voltas. Continuando
nesta procura dos pontos cuja marcagdo é mais simples, observamos que entre a altura
maxima e a altura minima h& uma altura intermédia pela qual, em cada volta, se passa

duas vezes: é a altura de 8,5 m que € atingida aos 3 e 9 segundos na primeira volta.

altura
(metros)
161\
® ® &
8.9 o ® ® o [ ®
> 1 ® ® 9 . tempo
D3 6 9 12 24 36 * (segundos)

Até aqui, os pontos obtidos podem levar os alunos a pensar que o grafico é constituido
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por segmentos de recta. No entanto uma observacao mais cuidadosa da roda pode fazer
notar que a diferenga de alturas entre as posi¢des da primeira e da segunda cadeiras é
muito menor que a diferenca entre a segunda e a terceira posi¢cées. Por isso o grafico
néo pode ser linear, e torna-se indispensavel continuar a marcacéo de pontos. A simetria
da situagdo relativamente a cada meia volta, as alturas atingidas na subida séo também
as da descida, facilita a construcéo do grafico apds se terem marcado alguns pontos da

primeira meia volta.

altura

(metros)

169

8,5

1 . tempo
0 3 6 9 12 24 36 “(segundos)

Este grafico € ja um modelo bastante aproximado da situacdo. Esta actividade pode
servir para introduzir conceitos matematicos como a periodicidade, por exemplo, e o

estudo do significado das simetrias do gréfico.

Podemos partir para um estudo mais completo do modelo encontrando a férmula que
relaciona a altura com o tempo. Comegcamos por determinar a amplitude do arco
percorrido em t segundos, visto que se trata de um movimento circular.

Como uma volta completa é percorrida em 12 segundos,

o= % t radianos

De acordo com a figura x=7,5c0s a

altura=8,5- 7,5 cos (% t)

p . 1 A~ ~ i ,
Esta formula mantém-se vélida para angulos ndo agudos. Quando o e ]E’ n[, 0 coseno é

negativo o que origina alturas maiores que 8,5 m.

Tendo obtido a expressdo, faz sentido colocar questdes do tipo “Em que instante o
passageiro atinge a altura de 12 metros?”. Esta € uma situagdo em que a resolucao de

equacdes e a obtencdo da expressio geral das solugées em R* tem significado.
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Uma escada, um gato e um rato

Uma escada de pedreiro com 9 degraus foi encostada a uma parede na vertical e
deslizou, sempre com a parte superior encostada a parede, até ficar na horizontal.

No 8° degrau estava um rato e no 5° degrau um gato, e ambos se aguentaram
firmemente na sua posicdo na escada. Qual foi a curva descrita por cada um deles
durante a ‘escorregadela’?

Faz um estudo exploratério num programa de geometria dinAmica e depois demonstra a
conjectura que fizeres.

Construindo uma simulacdo da situacdo no GSP, por exemplo, podemos ver as curvas

parede parede parede

Rato
Rato

Gato Gato

chédo chéao chéao

descritas pelo gato e pelo rato, que parecem ser quartos de uma circunferéncia e de uma
elipse, respectivamente. Mas 0 que vemos néo é suficiente para termos a certeza, nem
para compreendermos porque € que obtemos estas curvas. Para fazer a demonstracgao,
podemos recorrer a geometria analitica, escolhendo para referencial os eixos que
representam o chéo e a parede, e para unidade de comprimento a distancia entre dois

degraus da escada. Deste modo o comprimento da escada € 10 unidades.

A figura ao lado ilustra a situacdo do gato. Quando a
y escada escorrega, a figura varia, mas o segmento que
a representa € sempre a hipotenusa de um tridngulo
rectdngulo cujos catetos medem 2x e 2y. Entdo, o

conjunto de pontos (x, y), descrito pelo gato, é tal que

(2x)° + (2y)° = 10°

Esta é a equagdo de uma circunferéncia de centro na

origem e raio 5, tal como tinhamos conjecturado.

A curva descrita pelo rato é ligeiramente diferente, ja que ndo se encontra no ponto
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médio do segmento. O ponto onde o rato se situa divide a hipotenusa dos tridngulos
rectdngulos em dois segmentos que s&o, por sua vez, hipotenusas de tridngulos

rectangulos semelhantes ao primeiro. Obtém-se assim as igualdades:

X_a y_>=>b

271 € 8~ 10
vl _ 10 x 10y
a= —, e b= A

Como a e b sdo os catetos de um tridngulo rectangulo
de hipotenusa 10, vem

2 2
(%) (") =0

b 4

b=
:\

4
Reconhecemos esta como a equacgéo de uma elipse de semi-eixos 2 e 8.

E interessante ainda fazer uma extenséo desta demonstracdo para qualquer ponto da
escada, e relacionar os comprimentos dos segmentos em que esta fica dividida com os

dos dois eixos da elipse.

Outra abordagem para estes problemas, que utiliza trigonometria, é partir da variagdo da
inclinacdo da escada. Continuando a supor que o
y comprimento da escada é 10, dos triangulos rectangulos

da figura vem:

X
cos o = e senoczyrﬁ 0°< a<90°

n

L)
y Nw\ e da formula fundamental da trigonometria,

2 2
+m%:1

<
3 4
D'J><

Um aspecto interessante desta abordagem € relacionar as equages paramétricas da

elipse e da circunferéncia com as equacdes cartesianas.

Esta actividade sugere ainda ideias para a construcdo de um compasso de elipses ou
para o estudo de outras curvas (ver Educacio e Matematica n.*® 46 e 47), que pode ser
um trabalho de projecto muito interessante a levar a cabo com os alunos, e uma Optima

oportunidade de estabelecer conexdes entre varios temas da matematica.
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Geometria analitica

Uma das ideias fundamentais no ensino da geometria analitica é a de que esta ndo é um
ramo da geometria mas sim um método para resolver problemas de geometria. E
importante que, ao estudar este método, nos apercebamos de que ele é mais um, a
acrescentar aos outros, 0s que ensinamos e 0S que nao ensinamos, e que nao € melhor

nem pior que 0s outros, apenas mais adequado a resolucdo de alguns problemas.

Numa determinada situagdo, uma demonstragdo analitica pode parecer mais facil do que
a correspondente demonstracdo sintética ou pela geometria das transformacdes,
enquanto que noutra situacdo uma demonstracdo analitica pode parecer totalmente
impossivel e a demonstragdo sintética ou pelas transformagfes parecer mais facil. Fica
ao critério de cada um, como pessoa que resolve problemas de geometria, decidir que

método é mais adequado as suas necessidades. (Wallace e West, p. 213)

Pensar matematicamente é procurar usar o caminho mais favoravel, e o mais favoravel
sera também o que nos permitir economia de meios e, consequentemente, em que haja
menos possibilidade de errar. Usar métodos diversos e confronta-los é dar aos alunos a
possibilidade de poderem ser eles a escolher criticamente. Tudo isto aponta para que a
énfase nunca podera estar nas manipulacées rotineiras, mas sim nos significados, no

conhecimento dos métodos e no poder de deciséo.

Na esséncia da geometria analitica esta o recurso a correspondéncia biunivoca entre os
pontos de uma recta e o0 conjunto dos numeros reais, que permite estabelecer um
sistema de coordenadas cartesianas para os pontos de um plano, ou do espaco. Wallace
e West designam esta forma de representagdo por coordinatization. A representacéo do
plano ou do espaco com pares ou ternos ordenados de nUmeros reais permite a
aplicacéo de técnicas algébricas e analiticas na resolucao de problemas de geometria. A
estas técnicas podemos acrescentar também as do calculo vectorial em referencial
ortonormado. Estas vém aumentar as possibilidades da geometria analitica, ao
permitir-nos trabalhar também com transformacdes geométricas e com angulos a partir

das coordenadas dos vectores.

N&o podemos perder de vista dois aspectos essenciais, a geometria e os problemas.

Devemos evitar todos os exageros de utilizagdo de técnicas de pura manipulacdo
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simbdlica, sejam vectoriais ou algébricas, para dar énfase aos conceitos geométricos,
aos problemas, as investigagOes, ao poder dos métodos e das suas articulagdes. Nem a
matematica, nem a tecnologia, nem os aspectos ligados com a propria aprendizagem

justificam tais excessos.

Infelizmente ndo sdo assim tantos os problemas interessantes que vamos poder propor
aos alunos. Quer porque a maior parte dos problemas do plano e do espaco acessiveis
podem também ser resolvidos sinteticamente, ou estéo fora do &mbito deste programa,
quer porque é para além da terceira dimensdo que este método ganha poder. Assim,
pensamos que este tema € uma oportunidade para explorar 0o mais possivel a

visualizagéo, tanto no plano como no espago.

Algumas orientagfes didacticas que vamos seguir e ilustrar sdo apresentadas por
Sebasti@o e Silva nos seus Guias, e vamos mesmo utilizar alguns dos exemplos por ele
sugeridos. Fazemo-lo pois nunca é demais referir que muitas das nossas actuais
preocupacOes didacticas eram ja defendidas por Sebastido e Silva. O papel activo do
aluno, o apelo a intuicdo e a imaginagdo criadora, a orientagdo do concreto para o
abstracto, a presenca das conexdes matematicas, a exploracdo do erro, a preocupacao
com a compreensdo, bem como o recurso a instrumentos de calculo, séo, entre outras,
referéncias que este professor sempre teve presentes e que orientaram 0S Seus escritos

sobre o ensino da Matematica.

Produto escalar

Quando uma definicdo nos é demasiado familiar, temos uma certa tendéncia para
toma-la como a Unica. Ora, em matematica, uma definicdo € muitas vezes escolhida
conforme é mais conveniente para o desenvolvimento da teoria ou para a resolucdo de
um determinado problema. O que é importante é ndo cair em contradicdes e nao

cometer erros de logica ao definir um determinado conceito.

S&o poucas as oportunidades de apresentar aos alunos diferentes definicbes e discutir
com eles as implicagdes de uma ou outra escolha. Trabalhar algumas destas questfes é

também ensinar alguma coisa acerca da natureza da matemética. O produto escalar

108



ACTIVIDADES COMENTADAS

oferece-nos precisamente a possibilidade de comparar duas definicbes e estudar as
relagBes entre elas.

A definicdo que estamos mais habituados a adoptar para o produto escalar é a

apresentada por Bento de Jesus Caraga (1960):

Dados dois vectores u e v, quaisquer, ndo nulos, da-se o nome de produto escalar ou
produto interno deles, e escreve-se u|v, que se Ié u interno v, ao escalar definido pela
igualdade

ulv =modu-modyv - cos6

onde € é o angulo dos dois vectores. E, como se v&, um escalar, ao contrario do produto

externo que €, por definicdo, um vector.(p.48)

Como se pode notar, esta definicdo aparece depois da de produto externo e séo logo
feitas comparacdes entre as duas. A seguir, séo estabelecidas analogias e diferencas
entre as propriedades das duas operacgdes, e depois é deduzida a expresséo cartesiana

do produto escalar (p.51):

uv=Yab, k=123
K

Sebastido e Silva (1978) comeca por definir produto interno de U por v, que representa

por G.V ou UV (p.134), como

cl

- 1/~ - - -
0= ([ 7 - -

A partir desta definicdo, é deduzida a expressdo cartesiana do produto interno num
referencial ortonormado no plano e no espa¢o. S6 um pouco mais a frente (p.136), na
procura de um significado geométrico para a nocao de produto interno, este autor deduz
0 que chama uma nova definicdo geométrica de produto interno, fazendo intervir o

angulo dos dois vectores e chegando a formula ja nossa conhecida:
G-V =i [v] cos(ti,v)

Esta definicdo aparece para depois ser aplicada em questdes da fisica e em problemas
de geometria onde é importante considerar o angulo dos dois vectores — o0 teorema do

coseno ou de Carnot e aplicagdes do produto interno na geometria analitica.
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Outros autores como J. Santos Guerreiro (1970) e Dias Agudo (1960) usam, para o
espaco euclidiano ordinario, a definicdo usual UV = il[v|cosa (p.147 e p.173, respecti-

vamente), mas definem mais geralmente para um espaco vectorial qualquer E, de

dimenséo n, produto interno como qualquer aplicacéo bilinearde Ex Eem R ..

Achamos interessante ir buscar estes exemplos para ilustrar a discussdo da definicao
em matematica, e aproveitamos para observar as diferengas nas notacdes utilizadas,
contrariando a ideia que as vezes temos de que a simbologia matemética é universal e

imutavel.

As formas como a definicAo de produto escalar é abordada pelos diversos autores
mostra que a escolha da definicdo a adoptar como primeira devera depender do contexto
em que surge e da utilizacao que se pretende dar. Esta ideia também esta discutida no

primeiro texto desta brochura, na pagina 30.

Vectores e perpendicularidade

Em papel quadriculado, desenha alguns vectores, e determina as suas coordenadas e
as suas normas para investigares relacdes entre estes valores e a posi¢ao relativa dos

dois vectores.

Com a exploracdo sistemética de vérias situacfes, tenta encontrar respostas para as
seguintes questdes:

®* Querelacdo tém as coordenadas de dois vectores paralelos?

®* Que relacdo tém as coordenadas de dois vectores perpendiculares com a mesma

norma?

®* Tenta formular uma conjectura sobre a relacdo entre as coordenadas de dois

vectores perpendiculares quaisquer.
* A partir da figura, e da relag@o entre as normas dos vectores representados, deduz

uma relagdo entre as coordenadas de dois vectores perpendiculares.

g+

9
V(v V)

du, )
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Pensamos que é possivel comecar pela definicAo de produto escalar a partir das
coordenadas dos vectores em base o.n., porque esta sai naturalmente de uma condi¢éo
de perpendicularidade que pode ser induzida e deduzida pelos alunos através das

coordenadas dos vectores.

Esta actividade permite recordar a decomposi¢do de um vector nas suas componentes
na base ortonormada implicita no papel quadriculado, e a sua representacdo em

coordenadas.

“ro, 2) /

2, 3)
/
/

/

207 |02 |62 (-2, -3)

A exploragéo sistematica de alguns casos permite chegar rapidamente & conjectura de
que, para dois vectores perpendiculares com a mesma norma, as coordenadas sdo do
tipo (a, b) e (b, a). A conjectura pode ser alargada para vectores que ndo tém a mesma
norma, combinando as duas primeiras condi¢des: se um vector é perpendicular a outro,

é também perpendicular a todos os que |lhe sao paralelos.

Esta conjectura foi obtida de forma indutiva, isto é, por observacdo de alguns casos
particulares, mas necessita de ser validada. A deducéo de uma condicdo para que dois
vectores quaisquer sejam perpendiculares, utilizando apenas o teorema de Pitagoras e a
expressdo da norma nas coordenadas, ndo s6 valida a conjectura mas também faz
compreender melhor porque é que ela funciona, em que condic¢des (ref. 0. n.), e permite
fazer a sua generalizacdo para o espaco tridimensional, cuja exploracdo ndo é tao

acessivel.

('3

Vv, v.) ULV se o triangulo for rectangulo
Hew 91" = el + 1"

Em coordenadas de um referencial do plano:
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(UHVy)? + (UphV)® = s + Up” + Vit vp°

0

Uvy + UsVo

A expressdo que aparece no primeiro membro desta condicdo de perpendicularidade

pode ser adoptada como definicdo de produto escalar do vector U pelo vector v.

Posicdao relativa e coordenadas
Dois vectores U e V s&o tais que [i+V]|=[t-V]|. Investiga que relacio existe entre os
dois vectores.

Relaciona a conclusdo a que chegaste com uma condi¢cdo sobre as coordenadas dos

dois vectores.

Este pode ser outro caminho para chegar a condicdo de perpendicularidade de dois
vectores do plano ou do espaco. Comecgar pela interpretacdo geométrica desta situacao
€ um bom principio. Como dois vectores sdo sempre complanares, este € sempre um
problema do plano, sé temos que ter em atencdo depois, na traducéo para coordenadas,

se estamos a trabalhar num referencial do plano ou num referencial do espaco.

Provavelmente, perante esta situacdo, surgirdo varias figuras como tentativas de
interpretacdo geométrica. Embora algumas delas possam ser casos particulares, sao

elas que preparam o caminho da generalizacdo. Para esta é determinante perceber que,

se os vectores n&o forem nulos, [i+V| e [i-V| representam os comprimentos das

diagonais de um paralelogramo, e séo iguais se e s6 se o paralelogramo for um

rectangulo.

Traduzindo em termos de coordenadas, no plano ou no espago, e com algum célculo

algébrico chega-se a condicao de perpendicularidade de dois vectores.
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Esta actividade tanto pode ser utilizada para introduzir as condicbes de perpendicula-
ridade e uma definicdo de produto escalar, como para aplicagdo destes. A forma como
abordamos aqui ndo implica qualquer conhecimento prévio, mas € s6 uma das

abordagens possiveis. Parece-nos também interessante notar que a condi¢do dada no

enunciado, |i+V|=[d-V|, é uma condicdo de perpendicularidade de dois vectores,

equivalente a que fomos obter com as coordenadas .

Perpendicularidade no espaco

Escolhendo um referencial adequado, mostra analiticamente que num tetraedro duas

arestas ndo concorrentes séo perpendiculares.

/ N,
D y

X

Como é habitual, a escolha de um referencial para o tetraedro parte do tetraedro dentro
de um cubo e considerando para unidade a aresta do cubo.

A(0,0,1) B(1,1,1) C(,1,0) D(1,0,0)

Vamos demonstrar que a aresta AD € perpendicular a BC, a demonstracdo para 0s

outros pares de arestas é analoga.
AD (1,0, -1) BC (-1, 0, -1)
ADBC=-1+0+1=0

Como o produto escalar dos dois vectores é zero, 0s vectores sdo perpendiculares.
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Uma relagdo entre normas

A norma de u+Vdepende das normas de U e de v e do angulo dos dois vectores.

Procura obter uma férmula que traduza essa relacéo de dependéncia.

A exploragdo geométrica desta relacéo leva-nos a considerar trés casos:

d+V VR,

v
<¥

<V
<y
<$

d d d

Quando o angulo dos dois vectores é recto, a relagdo entre as normas € dada pelo

teorema de Pitagoras.

i

Para os outros casos, ao segundo membro desta igualdade h& que acrescentar uma
parcela positiva no caso do angulo ser agudo e negativa no caso do angulo ser obtuso.
Como obter essa parcela? A exploracdo para o angulo recto sugere-nos que na

igualdade que procuramos esteja envolvido o quadrado da norma do vector soma.

TV N .
Recordando que ||a|| =a-a e recorrendo as propriedades do produto escalar para o

célculo de ||G + \7||2

[+ 9] (G +V).(li + V)

uu+2(uv)+v.v

[+ 91 + 2 cos 0

Esta formula é coerente com a analise que tinhamos feito sobre a parcela em falta, ja

que o coseno de um angulo agudo € positivo e o de um angulo obtuso é negativo.

Como ja afirmamos varias vezes, € importante aproveitar todas as oportunidades para
discutir com os alunos formas de pensar matematicamente. Neste caso comegamos por
ter ideias sobre o que procuravamos e depois deduzimos a relagédo, verificando no fim a

sua coeréncia com a andlise inicial. E muitas vezes neste tipo de confronto que se
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encontram falhas ou contradicfes, que podem vir de erros, e por isso esta é uma forma

de os controlar ou que pode indicar outros caminhos.

Uma extensdo deste problema é ver o que acontece com a norma de uU-Vv . Esta

leva-nos a pensar como é que a relagdo geométrica entre os vectores U+v e U-V,
que podem ser representados pelas duas diagonais de um paralelogramo, fica traduzida
em termos de férmula.

Teorema de Carnot

Um triangulo fica definido se forem dados dois lados e o &ngulo por eles formado. Obtém

uma férmula que permita calcular o terceiro lado.

Segundo Sebastido e Silva (1978, p.139) o significado geométrico do produto interno tem
uma aplicacdo importante em trigonometria. O Teorema de Carnot, que generaliza o
Teorema de Pitagoras para tridngulos néo rectangulos, permite-nos resolver triangulos
gue até aqui ndo era possivel resolver. Por isso, reforcamos a pertinéncia de trabalhar
com os alunos esta aplicacdo do produto escalar & geometria, embora ela ndo venha

explicitamente recomendada no programa.

Esta relacdo é uma outra formulagdo da igualdade anterior, mas agora aplicada a

tridngulos. Se orientarmos os lados do triangulo ABC como na figura, verificamos que

a=Db+C e oangulo dos vectores b e ¢ é o suplementar do angulo A do tridngulo.

Como cos (180°-A) = — cos A, da igualdade
o+ =[6]" +[e]f + 2Jp|Je]costbe)

obtém-se

a? =b? +c? —2bccosA

Na péagina 32 é feita uma outra deducao desta férmula, sem recorrer ao produto escalar.
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Do plano ao espacgo

Representar analiticamente um conjunto de pontos é procurar condigées que o definam,
em termos de coordenadas, de uma forma simples e operacional. Tanto no plano como
no espaco, esta preocupacao de tradugdo entre as varias formas de representacéo € a
mesma. Tudo o que estabelecemos no espaco pode ser restringido a um plano quando
se anula uma das coordenadas, isto é, quando se faz uma interseccdo por um plano
coordenado. Reciprocamente, muito do que se estabelece no plano pode ser ampliado
para o espacgo ao acrescentarmos uma coordenada. A compreensdo destas analogias e
diferencas entre duas e trés dimensdes é fundamental para que o trabalho analitico seja
feito com base na visualizagdo e ndo no célculo, e vai preparando os alunos para a
compreensao de outros espacgos de n dimensdes.

Planos paralelos aos planos coordenados

Num referencial, como podem ser caracterizados analiticamente os planos que contém

cada uma das faces de um cubo?

Escolhido um referencial conveniente, a analise das caracteristicas geométricas de cada
um dos planos permite obter imediatamente a sua caracterizagdo analitica.

r4
H
F G A(0,0,0) B(1,0,0) C(1,1,0) D(0,1,0)
nN= D, E(,0,1) F(,0,1) G(,1,1) H(0,1,1)
B
/ C y

X

Por exemplo, o plano EFGH ¢é paralelo ao plano coordenado xOy por isso todos 0s seus
pontos tém cota igual, neste caso 1, e as outras coordenadas podem ser quaisquer. A
tradugdo deste facto em linguagem simbdlica é z = 1. Qualquer ponto que ndo pertenga a
este plano tem cota diferente de 1. Por tudo isto, a condicdo z = 1 caracteriza o plano
EFGH.

Ao estabelecer estas equacgdes, hi todo o interesse em chamar a atengdo para a

analogia entre as equacdes que representam planos paralelos aos planos coordenados,

116




ACTIVIDADES COMENTADAS

num referencial do espaco, e as equacdes que representam rectas paralelas aos eixos
coordenados num referencial do plano. Tanto no plano como no espaco, a condicdo
obtida incide s6 sobre uma das variaveis. Poderiamos afirmar que a recta estd para o
plano como o plano esta para o espaco, isto €, que a mesma condi¢cao que define uma

recta num referencial do plano, define um plano num referencial do espaco.

Planos paralelos aos eixos coordenados
Num referencial do plano, a equacdo 2x + 3y = 6 representa uma recta. Que conjunto
representa esta equagéo num referencial do espaco?

De que tipo é a condi¢cdo que define analiticamente um plano paralelo a Oz? E a Ox? E a
Oy?

Representa num referencial o plano de equagdoz=0,5y + 3.

Escolhemos propositadamente a equac¢éo usada por Sebastido e Silva (1975, p.94) para
poder apresentar um pequeno texto deste professor, que ilustra as ideias que temos
vindo a defender.

No plano XOY, a equacéo 2x + 3y = 6 representa
uma recta desse plano. No espaco, a mesma equacgao
representa o conjunto dos pontos (X, y, z) tais que
2x + 3y = 6, podendo z ser qualquer. O aluno devera
reconhecer por si mesmo que este conjunto € o plano
vertical @ que passa por r.

Mais geralmente, o aluno deve ser levado a

reconhecer, de modo intuitivo, que as equacdes da
forma ax + by = c representam planos verticais
(paralelos a OZ), que as equagbes ax + bz = ¢ representam planos de topo (paralelos a
QY) e que as equagles ay + bz = c representam planos de rampa (paralelos a OX). Em
particular, o plano x + 2y =0 contém o eixo OZ, o plano 2x — z = 0 contém o eixo QOY,

etc.
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Valorizamos esta abordagem porque ela facilita a visualizacdo dos planos no referencial.
O plano de equagédo z = 0,5 y + 3 é paralelo a Ox. Para o representar comegamos por
tracar a recta z =0,5 y + 3 no referencial do plano yOz e depois arrastamo-la na direc¢édo
de Ox.

A
3
o 1% g
\
No referencial do plano yOz, a No referencial do espaco, a
equacdo z = — 0,5y + 3 representa equagdo z = - 0,5y + 3 representa
uma recta de declive -0,5 e um plano paralelo a Ox.

ordenada na origem 3.

Chamamos a atencéo para o facto de Sebastido e Silva usar a linguagem da Geometria
Descritiva para designar os planos, estabelecendo assim uma ligacdo Util entre os
referenciais e a linguagem utilizados nas duas disciplinas. Para muitos alunos que tém
essa disciplina, a confusdo originada pelas disparidades de linguagem é muitas vezes
obstaculo a aprendizagem. E bom estarmos cientes destas diferencas e discuti-las com

os alunos.

Esta perspectiva indutiva prepara o caminho para a generalizagéo, isto é, o estabele-

cimento de uma equacdo cartesiana do plano.

Planos no espaco

Num referencial do espaco, que conjunto representa a equacdo 4x + 3y + 4z = 12?

De que tipo é a condigcdo que define analiticamente um plano qualquer?

Uma equacédo do primeiro grau, num referencial do plano, representa sempre uma recta.
Ja vimos também que algumas equacdes do primeiro grau, num referencial do espaco
representam planos. Por isso € natural pensarmos que todas as equagfes do primeiro

grau num referencial do espaco representem planos.

Consideremos a interseccao deste conjunto de pontos e do plano xOy:
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4x+3y+4z=12 A z=0
4x + 3y =12

No referencial do plano xOy, esta é a equacdo de uma recta que intersecta o eixo Ox no

ponto (3, 0) e o eixo Oy no ponto (0, 4).

Da mesma maneira, podemos pensar nhas intersec¢ces com 0s outros dois planos

coordenados:
Ax+3y+4z=12 A x=0 Ax+3y+4z=12 A y=0
3y+4z=12 4x +4z =12
zp Zp
N N
N N
Ry C R e

O conjunto de pontos que procuramos intersecta os trés planos coordenados segundo
trés rectas. Isto vem reforcar a conjectura de que aquela condi¢cdo define um plano, o

gue esta representado na figura seguinte.

Nao estd ainda demonstrado que uma equagdo do primeiro grau defina sempre um

plano, embora esta representacdo nos dé mais confianca na validade da nossa analogia.
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A este propdsito, ou mais adiante, devera ser deduzida a equacao do plano dados um
ponto e um vector normal, e nessa altura teremos uma demonstracdo formal do que

intuimos.

Na mesma linha do que defendemos anteriormente sobre as relacdes entre a geometria
analitica e a disciplina de Geometria Descritiva, chamamos a atencéo para o facto de em
Geometria Descritiva ser usual designar as rectas de intersec¢do de um plano com os
planos coordenados por tracos do plano. Dado um plano pela sua equacdo, a maneira
mais simples de o visualizar num referencial, é obter 0s seus tragos.

Parametros

Um dos aspectos mais interessantes das condi¢cdes, em geometria analitica, € o
significado dos parametros e a informagdo que eles nos dédo acerca dos conjuntos de
pontos que definem. Pensamos que o estudo destes parametros é uma boa fonte para
investigacdes dos alunos, em ambientes dindmicos e ndo s6, que promove a
visualizagéo. Para além disso, este estudo é revelador do poder do método analitico na
matemética. No 10° ano houve j& oportunidade de estudar a equacgéo reduzida da recta
no plano e a equagéo da circunferéncia e da elipse. Este ano amplia-se o estudo da
equacdo da recta, passa-se ao espaco e uma das situagbes onde o significado dos
parametros vai ter importancia é na interpretacdo geométrica de sistemas de equacdes

com duas ou com trés incAgnitas.

Equac@es da recta no plano

Obtém todas as informag8es sobre a recta de equacgdo y = 2x — 1.
Explica o significado dos pardmetros m e b na equacéo reduzida da rectay =mx + b, e

como é gue, a partir deles podes obter outras informacdes Uteis sobre a recta.

Obtém todas as informagfes sobre a recta de equacgado x — 3y = 5.
Explica o significado dos pardmetros A, B e C na equacdo geral darecta Ax + By =C, e

como é que, a partir deles podes obter outras informacgdes Uteis sobre a recta.
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A partir da equacédo reduzida de uma recta, temos informacdes imediatas — o declive e a
ordenada na origem — de que decorre logo a sua posicdo relativamente aos eixos e a
outras rectas. Mas também podemos obter outras informag@es Uteis: as coordenadas de
um vector director, a inclinagdo, os declives das rectas que Ihe sdo paralelas e das que
lhe sdo perpendiculares, o ponto de interseccdo com o0 eixo das abcissas e as
coordenadas dos pontos de cada semiplano em que a recta divide o plano.

O conhecimento de um vector director de uma recta € uma das informagfes mais Uteis
que se pode ter sobre ela, e € um conhecimento equivalente ao do seu declive. Para isso
€ importante trabalhar o significado geométrico de declive, a sua visualizacao. Dizer que
o declive da recta é 2 significa que a variacdo nos yy € o dobro (2x) da variagdo nos xx,
isto é, quando a variavel x varia 1 a variavel y varia 2, quando a variavel x varia 2 a varia-

vel y varia 4, etc, e por isso (1, 2), (2, 4), (k, 2k) s&o vectores directores da recta (k = 0).

+2 N -

+1' |

As equacgBes de uma recta sdo todas equivalentes e por isso contém todas as mesmas
informacdes. A diferenga esta na leitura imediata que nos permitem. No caso da equacao
geral da recta, os pardmetros A e B sé@o as coordenadas de um vector perpendicular a
recta. Embora o estudo deste tipo de equacdes da recta ndo seja referido no programa,
consideramos que ele é importante porque permite fazer analogias plano/espago quando

se for fazer o estudo da equacéo cartesiana do plano no espaco.

InvestigacBes sobre a influéncia dos par@dmetros na posicdo da recta no referencial

podem também ser feitas muito sugestivamente num programa de geometria dindmica.
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Equac@es do plano no espaco

Obtém todas as informacdes sobre o plano de equacédo x — 3y + z = 5. Procura ser o
mais completo possivel e recorre a algumas analogias com o estudo que fizeste para a
equacao geral da recta no plano.

Explica o significado dos parametros A, B, C e D na equacédo cartesiana do plano
Ax +By+ Cz =D, e como é que, a partir deles, podes obter outras informacdes Uteis
sobre o plano.

Se hé& alguns aspectos analogos entre as equacdes da recta no plano e do plano no
espago, isso ndo se verifica quanto a equacao reduzida da recta. No espago, ndo se
define declive do plano, nem é habitual escrever equacdes do plano na forma reduzida.
Mas a equacéo cartesiana de um plano no espaco ja tem analogias com a equacéao geral
da recta no plano. Isto prende-se com o facto de tanto uma recta no plano, como um

plano no espaco, poderem ser definidos por um ponto e um vector perpendicular.

Na equacédo cartesiana do plano, os pardmetros A, B e C sdo as coordenadas de um
vector normal ao plano. Se o aluno estiver habituado a fazer analogias, é natural que
faca essa conjectura e que tente prova-la. Para isso bastar-lhe-a mostrar que o vector
(A, B, C) é perpendicular a dois vectores do plano que ndo sejam paralelos entre si.
Estes vectores sdo facilmente obtidos a partir das coordenadas de trés pontos né&o
colineares do plano, e os pontos que nos ddo garantias imediatas de estarem nestas
condicdes sdo as intersecc¢des do plano com os eixos coordenados.

- ) Ax+By+Cz=D D
Intersecg&o com Oz: {x -0 A y=0 P©0,0-¢3)
Ax+By+Cz=D
Intersecgdo com Oy: {x -0 y/\ 2=0 Q(O, - % , 0)
- ) Ax+By+Cz=D D
Intersec¢éo com OX: {y -0 A 7=0 R (- A 0,0)

Dois vectores do plano (n&o paralelos):

— D D — D D
PQ(Oy_g!E)e PR(_Kloa_E)
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O produto escalar de cada um destes vectores com o vector de coordenadas (A, B, C) é

nulo e por isso este vector € perpendicular a PQ e a PR, logo é perpendicular ao plano
dado.

Esta demonstracdo ndo serve para planos que sejam paralelos a um eixo coordenado
nem para planos que passem pela origem. Estes casos particulares podem ser

demonstrados de outras formas, muitas vezes mais apoiadas na visualizago.

Uma das utilidades do conhecimento dos pardmetros destas equacdes é a interpretacédo

geomeétrica de sistemas de equacdes sem os resolver.

Planos e rectas num tetraedro

Define analiticamente os planos das faces e as rectas que contém as arestas de um

tetraedro num referencial.

AAz Vamos partir do conhecimento de que cada face do
3 tetraedro € perpendicular a uma diagonal espacial do
N cubo, embora esta informac¢éo ndo seja indispenséavel para
R 3  obter as equagdes das faces do tetraedro.
C
D Y . o
X A face [ACD] é perpendicular a diagonal [OB] e portanto ao

vector OB (1, 1, 1). Aequacdo do plano ACD éx +y +z=1.
Do mesmo modo se encontram as equag6es dos outros planos:
BCD:x+y-z=1 ABD:x-y+z=1 ABC: —-x+y+z=1

Se tivéssemos obtido as equagfes das faces do tetraedro a partir dos trés vértices que
definem cada uma, poderiamos usar essas equag¢fes para concluir que cada face do

tetraedro é perpendicular a uma diagonal espacial do cubo.

Obtidas as equac¢8es dos planos e observando que cada aresta é a interseccao de duas
faces, as rectas que contém as arestas ficam definidas por conjuncfes de duas destas
equacodes:

X-y+z=1
—X+y+z:1

—X+y+z:1
X+y+z=1

X-y+z=1

AD: {x+y+z=1

AB: { AC: {
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BC:{_X+y+Z:1 BD: {X_y”:l

X+y-z=1 Xx+y-z=1
Cx+y+z=1
Cb: {x+y—z:1

Como cada par de faces do tetraedro define uma aresta, ha precisamente “C, maneiras

de combinar as 4 faces, que sdo as 6 rectas que contém as arestas.

Esta maneira de caracterizar as rectas, como intersec¢do de dois planos, ndo nos da
outras informacdes sobre as rectas, como sejam pontos e vectores directores. Por isso a

necessidade das chamadas equac¢8es cartesianas da recta.

A representacdo de rectas por sistemas de duas equacdes a trés incognitas, € uma
oportunidade para a discussdo do significado geométrico de um sistema de duas
equacdes a duas incognitas ou de trés equacdes a trés incégnitas. Embora o programa
nao seja muito explicito sobre este assunto, toda a filosofia subjacente aponta para que o
tratamento dos sistemas de equacgbes seja feito na base da interpretagdo geométrica e
recorrendo a tecnologia para a sua resolugdo. Apresentamos dois programas, da autoria
de José Paulo Viana, que estdo feitos para as calculadoras graficas TI-83, mas que

podem ser adaptados a linguagem de outra calculadora.

Programa para resolver sistemas de duas equagfes a duas incognitas

Programa"EQUA2"
ClrHome

Disp "AX+BY=C"

Disp "DX+EY=F"

Input "A=?",A

Input "B=?",B

Input "C=?",C

Input "D=?",D

Input "E=?"E

Input "F=?",F

ClrHome

AE-DBUU

If U=0

Then

Disp "IMPOSSIVEL OU","INDETERMINADQO"
Else

Disp "X=",((CE-BF)/U)&Frac
Disp "Y=",((AF-CD)/U)aFrac
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End

Programa para resolver sistemas de trés equacdes a trés incognitas

Programa"EQUA3"

ClrHome

Disp "AX+BY+CZ=D"

Disp "EX+FY+GZ=H"

Disp "IX+JY+KZ=L"

Input "A=?",A

Input "B=?",B

Input "C=?",C

Input "D=?",D

Input "E=?",E

Input "F=?"F

Input "G=?",G

Input "H=?"H

Input "I=?"1

Input "J=2",J

Input "K=?",K

Input "L=?",L

ClrHome

AFK+BGI+CJE-CFI-BEK-AJGUU

If U=0

Then

Disp "IMPOSSIVEL OU","INDETERMINADO"
Else

Disp "X=",(DFK+BGL+CJH-CFL-BHK-DJG)/U&Frac
Disp "Y=",(AHK+DGI+CLE-CHI-DEK-ALG)/U&Frac
Disp "Z=",(AFL+BHI+DJE-DFI-BEL-AJH)/UaFrac
End

Condicdes e conjuntos / Programacao linear

Trabalhar com conjuntos definidos por condi¢cdes sem significado € um mero exercicio de

manipulacdo simbdlica. Recordamos a este propésito Sebastido e Silva que ja

recomendava (1977, p.7):

1) E preciso combater o excesso de exercicios que, como um cancro, acaba por

destruir o que pode haver de nobre e vital no ensino.
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2) E preciso evitar certos exercicios artificiosos ou complicados, especialmente em

assuntos simples.

Entdo como dar significado as operacdes com conjuntos e condicBes? Que tipo de

exercicios e problemas podem ser acessiveis e interessantes?

Trabalhar nesta perspectiva é valorizar o poder de sintese de informacdo de uma
condicdo. Por isso faz sentido trabalhar este assunto com os alunos quando as

condi¢des sdo de facto simples e UGteis.

Condic¢des e conjuntos

Compara os conjuntos definidos, num referencial do plano, pelos seguintes pares de

condicoes:
° X=y Vv X=-Y com Ix] =yl
* x| +yl <1 com x+y|<1
* (x+y)2:l com x2+y2:1

Sao condi¢des extremamente simples, mas muito ricas para discutir. Esta actividade nédo
serve em abstracto para exercitar condi¢cdes e conjuntos sem propdsito algum, mas ao
comparar as solu¢des das condi¢cdes ajuda o aluno a melhorar a sua compreenséo das
propriedades das opera¢gBes criando imagens visuais que lhes dao sentido.
Simultaneamente proporcionam-lhe um instrumento geométrico para apoiar o estudo da
equivaléncia de condi¢des. Para nds é um dado adquirido que duas condi¢bes sao
equivalentes se e s6 se definem o mesmo conjunto, mas sera que isso esta sempre

presente no pensamento dos nNossos alunos?

Conjuntos e condicbes

Escolhe um referencial adequado e caracteriza por uma condi¢é@o as seguintes figuras:
* Um quadrado

. Um cubo
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° Um circulo

° Uma esfera

° Um rectangulo

i Um paralelepipedo

Propositadamente nao indicamos medidas, para fazer surgir a discussédo da solucdo a
adoptar de modo que a condicdo defina uma figura qualquer daquele tipo. Quem sabe
representar um quadrado de lado 1, sabera representar um quadrado qualquer. Por

outro lado, evidencia-se a utilidade dos parametros nas condicdes.

Um outro aspecto que nao esta claro é se estamos a considerar, ou ndo, o interior da
figura, mas esta discuss@o também deve ser feita com os alunos, até porque néo é
consensual em matemética que quando falamos de um quadrado estejamos a
considerar o interior do quadrado. Isto remete para as questfes que levantamos sobre a

definicAo em matematica, a propdsito do produto escalar.

Para além deste tipo de exercicios que tém a preocupacao de trabalhar a visualizacdo e
a compreensdo, é interessante usar os conhecimentos de geometria analitica plana para
resolver problemas de programacédo linear. O programa faz uma referéncia a esta
introducdo, com caracter facultativo, mas o interesse deste tipo de problemas é referido
no texto de Elfrida Ralha, desta brochura, com alguns exemplos de problemas
comentados. Para além disso sugerimos a leitura da discusséo deste assunto feita por
Sebastido e Silva (1975, p.45 e seguintes).
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