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INTRODUCAO

Este Caderno de Apoio, organizado por ciclos de escolaridade, constitui um complemento ao
documento Metas Curriculares de Matemdtica do Ensino Bdsico. Na elaboragdo das Metas
Curriculares utilizou-se um formato preciso e sucinto, ndo tendo sido incluidos exemplos
ilustrativos dos descritores. Neste documento apresentam-se varias sugestdes de exercicios,
problemas e atividades, alguns com propostas de resolucdo, esclarecimentos relativos a
algumas op¢des tomadas no documento principal e informacdes complementares para os
professores.

Procurou-se realcar os descritores que se relacionam com conteudos e capacidades
atualmente menos trabalhados no Ensino Basico embora se tenham incluido também outros
de modo a dar uma coeréncia global as abordagens propostas. Estas escolhas ndo significam,
porém, que se considerem menos relevantes os descritores ndo contemplados.

Longe de se tratar de uma lista de tarefas a cumprir, as atividades propostas tém um carater
indicativo, podendo os professores optar por alternativas que conduzam igualmente ao
cumprimento dos objetivos especificos estabelecidos nas metas.

Aos exemplos apresentados estdo associados trés niveis de desempenho. Os que ndo se
encontram assinalados com asteriscos correspondem a um nivel de desempenho regular,
identificando-se com um ou dois asteriscos os exemplos que correspondem a niveis de
desempenho progressivamente mais avancgados.

Para além das sugestdes de exercicios e problemas a propor aos alunos entendeu-se incluir
também textos de apoio para os professores. Destinam-se a esclarecer questdes de indole
cientifica que fundamentam os conteldos destes niveis de escolaridade e que poderdo ajudar
a selecao das metodologias mais adequadas a leciona¢do. Tanto no 2.2 como no 3.2 ciclo,
relativamente ao dominio Geometria e Medida, reuniram-se estes textos num anexo
designado por Texto Complementar de Geometria.

Nas Metas Curriculares, no dominio da Geometria e Medida, foi privilegiada uma notacdo
tradicional do Ensino Basico e Secundario portugués e que os alunos devem conhecer.
Contudo, poderdo ser utilizadas outras nota¢des em alternativa, desde que devidamente
clarificadas e coerentes.
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7.2 ANO

Descritor

11

Numeros e Operagoes NO7

Texto de apoio

Ao concluirem o 2.2 ciclo, os alunos deverdao saber multiplicar e dividir dois
guaisquer nimeros racionais positivos. Neste dominio, a sequéncia de descritores
apresentada pretende estender estas opera¢des a todos os numeros racionais,
dando cumprimento ao objetivo geral enunciado, o qual podera ser trabalhado em
conjunto com os descritores ALG7-1.1, 1.2, 1.3 e 1.7. Sera uma boa oportunidade
para se rever a introdugdo dos numeros relativos, iniciada no 2.2 ciclo, incluindo as
operacdes de adicdo e de subtracdo para numeros racionais quaisquer (cf. NO6,
objetivos gerais 2, 3 e 4). Em particular importa recordar que a diferenca de dois
numeros racionais pode ser expressa como a soma do primeiro com o simétrico do
segundo (cf. NO6-4.2); desta propriedade resulta que o simétrico de um numero
racional g, soma de zero com o simétrico de g, é igual a diferengca 0 — g (NO6-4.3),
ou, por outras palavras, é o niUmero racional cuja soma com q é igual a 0, o que, de

alguma maneira, justifica a notagao «- g».

As duas igualdades apresentadas neste descritor sdo uma consequéncia imediata
desta caracterizagdo algébrica dos niumeros simétricos (dois niUmeros racionais sdao
simétricos quando, e apenas quando, a respetiva soma é nula) e das propriedades
associativa e comutativa da operagdo de adic3do.

Exemplo

Considera um numero racional q.

a. Mostra que o simétricodeq — 3 é 3 — q.

b. Calcula cada um dos numeros referidos na alinea anterior no caso em que q = 5.

R.:
a. Para mostrar que os numeros em causa sdo simétricos, vamos efetuar a
respetiva soma:

@-3+B-q=(q@+3))+B+(q) =g+ ((-3)+3)+(—q) =
q+0+(—q)=0.

Como a soma é nula, os nUmeros em causa sdo simétricos um do outro, ou seja

—-(@-3)=06B-9.

b. Considerandog=5,q—3=5—-3=2e3—-q=3-5=-2.
Os dois numeros sdo de facto simétricos, como ja se sabia da alinea anterior.

Exemplo*
Dados dois nimeros racionais q e r, mostra que o simétricode q +r é —q + (—1).

R.: Para mostrar que os nimeros em causa sdo simétricos, determina-se a respetiva
soma:

G+r)+(q+ () =@+ )+ +(-r)=0+0=0.
Como a soma é nula, os nUmeros em causa sdo simétricos um do outro, ou seja

—(@+71)=—q+(-").
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1.2

1.3

(Tendo em conta o descritor NO6-4.2, podera optar-se por escrever, mais
simplesmente, —(q +71) = —q —1.)

A igualdade —(q — r) = —q + r pode ser deduzida de forma andloga. Se ja estiver
estabelecida a igualdade anterior, é igualmente possivel, utilizando os descritores
NO6-4.2 e NO6-4.4, argumentar da seguinte forma:

~(@-1=-(q+(n)=—q+(-(1)=—q+r.

A igualdade que foi objeto do primeiro exemplo também poderia agora ser
imediatamente deduzida desta ultima, notando apenas que —q +r =1+ (—q) =

r—q.

Neste descritor é definido o produto de um nuUmero natural por um numero
racional, estendendo-se a definicdo apresentada no descritor NO4-5.1.

A propriedade de sinal apresentada pode inicialmente ser observada em casos
particulares. Por exemplo, tomandon = 3 e q = —4,
3X(—4)=—-4+(—4)+(—4)=-8—-4=-12=—(3 x4).

Utilizando o descritor anterior, a propriedade pode ser reconhecida de forma mais
. (s 3
sistematica. Tomandon =4eq = >

(=3P (DD DD
B

Exemplo*
Dado um numero racional q, mostra que 5 X (—q) = —(5 X q).

R.:
S5X(—)=—q+(-+(p+(+(—q9)=-(@+q+q+q+q)
= —(5X%xq).

Por extensdo dos casos ja estudados, define-se aqui o quociente de um nimero
racional por um numero natural (ver os descritores NO2-9.3 e NO4-5.3 que definem,
respetivamente, o quociente entre nimeros naturais e entre ndmeros racionais
positivos). A imagem dos nimeros racionais positivos (ALG5-1.4), o sinal de divisdo
«:» pode ser substituido por um traco de fragao.

A propriedade de sinal é uma consequéncia direta dessa mesma defini¢do, e pode
ser reconhecida da seguinte forma: dado um inteiro natural n e um ndmero racional g,

n X (— %) =— (n X %) = —q (onde se utilizou o descritor anterior).
O produto de n por — % é igual a —q , logo, por definigdo de quociente,

w4
L= (—gin=-1
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14

1.5

Exemplo*
Justifica que (=3) : 5 = _2 (ou seja, que_??’ = _g).

R.: Para justificar que —%é igual ao quociente de —3 por 5, vamos verificar que o
produto de —gpor 5 éiguala —3.

Tem-se 5 X (—%) =— (5 X g) = —3peloque(—=3):5= —g.

-3 , ~ . . -3 3
Como «—» é uma notagdo que designa o quociente (—3) : 5, tem-se ===

Neste descritor define-se o produto de um numero racional g por um nudmero
. . a . . . , . .
racional positivo r = P Tal como foi feito para o produto de dois nimeros racionais

positivos (NO5-1.6), a definicdo apresentada envolve apenas operacbes ja
conhecidas: o produto de um ndmero natural por um nimero racional e a divisdo de
um numero racional por um ndmero natural:

rXq:%qu(an):b.

Na pratica, o produto de dois nimeros racionais podera depois (cf. 1.7 adiante) ser
calculado utilizando as propriedades enunciadas nos descritores NO5-1.6 (ou
utilizando o algoritmo da multiplicacdo no caso dos fatores estarem expressos em
forma de dizima finita — NO4-6.6) e NO7-1.7. Esta definicdo pode no entanto ser
trabalhada em casos simples, permitindo em particular reconhecer a propriedade
de sinal

(@) Xr=rx(—q)=—(qxr).

Para efetuar esse reconhecimento, podera proceder-se como no seguinte exemplo:

Exemplo**

- . L .. 4 5
Calcula, utilizando a definicdo de produto de dois numeros racionais, 3 % (— —) e

o . 4_5
verifica que é igual a — (§ X ;).

Note-se que neste cdlculo apenas foram utilizadas propriedades ja conhecidas.
Comecando pela prépria definicdo de produto de um ndmero racional por um
numero racional positivo, utilizaram-se sucessivamente as propriedades expressas
no descritor 1.2, no descritor NO4-5.2, no descritor 1.3, no descritor NO4-5.5 e
finalmente no descritor NO5-1.6.

O descritor anterior ja estabelece que o produto de um numero racional positivo
r por (—1) é igual ao respetivo simétrico, ja que (—1)Xxr=rx(-1)=
—(1Xxr)=-r.

O presente descritor estende esta propriedade, por definicdo, a todos os racionais,
estabelecendo que o produto de qualquer ndmero racional por (—1) é igual ao
respetivo simétrico, o que constitui um primeiro passo na definicdo do produto
entre dois niUmeros negativos.
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1.6

1.8

1.7
1.9

Neste descritor define-se o produto de dois nimeros racionais negativos. Ainda que
uma definicdo ndo careca de prova, é possivel observar que, se quisermos obter no
final uma operacdo de multiplicacdo associativa, a Unica possibilidade ser3,
considerando g e r positivos,

—gx (1) =(gx D) x () =gx (D x(N)=gx(-(-n)=qgxr

Este descritor apresenta a definicdo do quociente de dois numeros racionais,
estendendo-se também a este caso os conceitos apresentados nos descritores NO2-
9.3, NO4-5.3 e NO7-1.3. Termina-se assim o proposto no objetivo geral Multiplicar e
dividir numeros racionais relativos.

A justificacdo da propriedade de sinal é imediata. Tendo em conta a definicdo de
produto de dois nimeros negativos, no caso de r e g serem positivos (1.6), e, nos
restantes casos, a propriedade expressa no descritor 1.4, tem-se, de forma genérica

(-r)x (— g) =r x% = ¢, de onde se conclui, pela definicdo do quociente de dois
numeros racionais, que _ir = —g.
Da mesma forma, tem-se r X (— g) = — (r X g) = —q , de onde resulta _Tq = —%.

Uma consequéncia importante desta definicdo (e consequente propriedade) é a
generalizagdo das identidades

a [ axd+cXb a ¢ _ axd—cxb

b d bxd  C b a  bxd
ao caso em que a, b, ¢ e d sdo numeros inteiros relativos (b #= 0 e d # 0).

A titulo de exemplo,se a = —a < 0 e b, c, e d forem positivos,
a ¢ —a c a ¢ axXd bXc axXd bXc
E_E=7T_E=_E_Ez_bxd_bxdz_&xd+bxﬁ
_axd+cexb —(axd+cxb) —axd—cXb
 bxd bxd B bxd
_(—a)xd—cxb_axd—cxb

bxd N bxd

Desta forma, os alunos poderdo efetuar de forma mais expedita a soma e a
diferenca de dois niUmeros racionais. Poderao escrever, por exemplo

4 13 4x6-13X5 _ —41 41
5 6  5x6 30 30

Estes descritores, em conjunto com NO5-1.6 e NO5-1.7, apresentam um método
pratico para o calculo do produto e do quociente de dois numeros racionais. Tendo
em vista os descritores NO7-1.4 e NO7-1.8, torna-se relativamente facil reconhecer
estas propriedades em exemplos concretos.

Por outro lado, é fundamental que os alunos adquiram destreza no manuseamento
pratico destas propriedades.
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Exemplo

Calcula ((— %) X g) : _i7
(%9 5= (259 2= (2922 (-2 (-9 =(2) ()

_ 15x7 _ 105 _ 35

T ex4 24 8’
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Geometria e Medida GM7

Descritor Texto de apoio

2.1 Embora varios dos objetos e conceitos referidos nestes descritores ja tenham sido
a abordados nos ciclos anteriores, sdo agora apresentadas definicdes precisas tendo
2.11 em vista um estudo mais rigoroso da Geometria, que se pretende efetuar no 3.2

ciclo (cf. Texto Complementar de Geometria - TCG - para uma analise mais
pormenorizada desses conceitos e alguns complementos).

2.12 Exemplo
Considera o quadrilatero [ABCD] representado na figura.

a. Decompde o quadrildtero em dois tridngulos
cujos vértices sejam também vértices do
quadrildtero. A

b. Indica a soma dos dngulos internos de cada um
dos trigngulos. c

c. Justifica que a soma dos dngulos internos de um
quadrildtero é igual a um dngulo giro.

2.13 Exemplo*
Considera os poligonos convexos representados nas seguintes figuras:

@

E

a. Decompbe o hexdgono em triGngulos, tragando as diagonais com um dos
extremos em A. Quantos triéngulos obtiveste?

b. Indica qual a soma das medidas de amplitude dos dngulos internos dos
triGngulos obtidos na alinea anterior e conclui qual a soma das medidas, em
graus, das amplitudes dos dngulos internos do hexdgono.

¢. Por um raciocinio andlogo ao utilizado nas duas alineas anteriores, determina
a soma das medidas, em graus, das amplitudes dos dngulos internos do
decdgono.

Exemplo*
Considera o pentdgono [ABCDE] representado na
figura.

a. Quantos dngulos rasos se formam unindo
cada dngulo interno a um externo adjacente?

b. Deduz da alinea anterior qual a soma das
medidas, em graus, das amplitudes dos
dngulos externos representados na figura,
tendo em conta o valor ja conhecido da soma
das medidas, em graus, das amplitudes dos —
dngulos internos. ]
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2.15 Exemplo
Considera um quadrildtero [ABCD].
a. Quantos segmentos é possivel definir tendo como extremos dois vértices desta

figura? Indica-os.

b. Quantos desses segmentos sGo diagonais do quadrildtero?

2.16 Exemplo**
Considera um quadrildtero [ABCD].

R.:

a. Prova, resolvendo as seguintes alineas, que se [ABCD] for um paralelogramo
entdo as diagonais bissetam-se:
a;. Traca as diagonais [AC] e [BD] designando por E o respetivo ponto
intersec¢éo.
a,. Justifica que os triéngulos [ABE] e [DCE] séo iguais.
as. Justifica que DE = EB e que AE = CE.

b. Prova, resolvendo as seguintes alineas, que se as diagonais de um
quadrildtero [ABCD] se bissetarem entdo este é um paralelogramo:
b;. Traca as diagonais [AC] e [BD] designando por E o respetivo ponto
intersecéo.
b,. Na reflexdo central de centro E, qual a imagem de cada um dos vértices?
bs. Justifica que os dngulos ABD e CDB sdo iguais.
b,. Justifica que os dngulos DAC e BCA sdo iguais.
bs. Justifica que o quadrildtero [ABCD] é um paralelogramo.

a,.Como [ABCD] é um paralelogramo, os lados Dy . oC

as.

b,.

bs.

opostos sdo paralelos e iguais. Logo,
DC = AB e, como DC é paralela a AB, os
angulos alternos internos DCA e BAC sdo
iguais, assim como os angulos CDB e ABD.
Entdo, pelo critério ALA de igualdade de triangulos, os triangulos [DEC] e [BEA]
sdo iguais.

Os segmentos de reta [CE] e [AE] sdo iguais uma vez que se opdem a angulos
iguais de triangulos iguais, pelo que E é ponto médio de [AC]. Da mesma forma
se conclui que também é o ponto médio de [DB].

A @ t * B

Como [ABCD] é um quadrilatero cujas b
diagonais se bissetam, ou seja, tal que
DE = EB e AE = EC, entdo, na reflexdo E
de centro E, os pontos A e C s3ao imagens
um do outro bem como os pontos B e D.

»C

A B

. Tendo em conta a alinea anterior e sabendo que numa reflexdo central as

amplitudes dos angulos sdo conservadas, podemos concluir que os angulos ABD
e CDB sao iguais.

. O mesmo argumento de conservagdo das amplitudes permite afirmar que os

angulos DAC e BCA sao iguais.

Como os angulos alternos internos determinados em cada par de lados opostos
por uma secante sdo iguais, os lados opostos do quadrildtero sdo paralelos, pelo
que [ABCD] é um paralelogramo.
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2.17 Exemplo*
Considera o retdngulo [PQRS] e as respetivas diagonais [PR] e [QS].
a. Justifica que os tridngulos [SPQ] e [PSR] sdo iguais.
b. Deduz da alinea anterior que as diagonais do retdngulo sdo iguais.

Exemplo*
Considera um paralelogramo [EFGH] tal que as diagonais [EG] e [FH] tém o
mesmo comprimento.
a. Justifica que os tridngulos [EGH] e [FGH] sdo iguais.
b. Conclui, da alinea anterior, que os dngulos EHG e FGH sdo iguais.
¢. Relembrando que dois dngulos consecutivos de um paralelogramo sdo
suplementares e que o0s dngulos opostos sdo iguais, conclui que o
paralelogramo [EFGH] é um retdngulo.

2.18 Exemplo**
2.19 a. Considera um papagaio [ABCD] em que BA = BC.
2.20 a;. Justifica que a reta BD é a mediatriz do segmento de reta [AC].

a,. Justifica que as diagonais [AC] e [BD] séo perpendiculares.
as. Justifica que as diagonais de um qualquer losango sdo perpendiculares.

b. Considera um paralelogramo [PQRS] que tem as diagonais perpendiculares.
b. Justifica que as diagonais [PR] e [QS] se bissetam.
b,. Justifica que a reta QS é a mediatriz de [PR].
bs. Justifica que [PQRS] é um losango.

R.:

a;. Um papagaio é um quadrildtero que tem
dois pares de lados consecutivos iguais;
como, por hipdtese, BA = BC, também se

tem DA = DC. Assim, os pontos B e D s3o B @D

ambos equidistantes dos pontos A e C, pelo

que pertencem a mediatriz do segmento

[AC]. Logo a reta BD é a mediatriz do c
segmento de reta [AC].

a,. [AC] e [BD] s3o perpendiculares pois a mediatriz de um segmento de reta é
uma reta perpendicular a esse segmento de reta.
as. Basta observar que um losango é, em particular, um papagaio.

b,. Como [PQRS] é um paralelogramo as P Q
diagonais bissetam-se.

b,. QS é a mediatriz de [PR] pois é perpendicular

a [PR] no seu ponto médio T.
S R

b;. Sabe-se que lados opostos de um paralelogramo s3ao iguais, ou seja, que
PQ = SR e que SP = RQ.
Como QS é a mediatriz de [PR] entdo PQ = QR logo os quatro lados do
paralelogramo sdo iguais pelo que este é um losango.
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2.21
2.22
2.23
2.24

3.1

Exemplo**

a. Explica porque é que todos os paralelogramos sdo trapézios.

b. Mostra que um trapézio com bases iguais é um paralelogramo, comegando
por tracar uma diagonal e justificando que sdo iguais os dngulos alternos
internos determinados por essa diagonal nos lados que ndo foram tomados
como bases.

a. Para que um quadrilatero seja trapézio basta que tenha dois lados paralelos.
Ora, um paralelogramo tem dois pares de lados paralelos logo é um trapézio.

b. Um trapézio tem dois lados paralelos designados por bases.

Sejam [AB] e [CD] as bases iguais. Tracando a

diagonal [DB], prova-se que os triangulos [ADB] A J B
e [CBD] sdo iguais (caso LAL) pelo que os

angulos CBD e ADB sdo iguais porque se opdem

a lados iguais em tridngulos iguais. Logo [AD] é &= , A
paralelo a [BC] pelo que o trapézio é um

paralelogramo.

Exemplo*
Justifica que os quadrados sdo os paralelogramos que tém as diagonais
perpendiculares e iguais.

R.: Se um paralelogramo tem as diagonais iguais entdo é um retangulo (2.17), ou
seja, os angulos internos sao retos; como as diagonais sdo perpendiculares entdo é
um losango (2.18), ou seja, tem os lados iguais. Entdo tem-se um paralelogramo com
os lados iguais e os angulos retos logo é um quadrado.
Inversamente, um quadrado é um losango, logo tem as diagonais perpendiculares.
Como é também um retangulo, as diagonais sdo iguais.

Exemplo*
Justifica que os quadrados sGo os quadrildateros com diagonais perpendiculares,
iguais e que se bissetam.

Exemplo**
Justifica que, num losango, cada diagonal bisseta os dngulos internos que tém
vértice nos seus extremos.

Exemplo
Justifica que um paralelogramo com um dngulo reto é um retdngulo.

Exemplo

Num quadrildtero convexo [PQRS], os dngulos opostos sdo iguais e o dngulo interno
de vértice em P mede 110° de amplitude. Determina a amplitude dos restantes
dngulos internos e classifica o quadrildtero.

Exemplo
Num losango uma das diagonais mede 6 cm e forma com um dos lados um dngulo
de 40°de amplitude. Constréi esse losango justificando a construgéo.
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Exemplo
Considera um triéngulo qualquer como, por
exemplo, o tridngulo [DEF] representado
na figura.
a. Constrdi o ponto médio do lado [DE]
e designa-o por M.
b. Determina o transformado do F~
triGngulo pela reflexdo central de
centro M designando por G a imagem
deF.
c. Justifica que o quadrildtero [DFEG] é um paralelogramo.

Exemplo
Constrdéi um paralelogramo cujas diagonais medem 4 cm e 6 cm e em que um dos
dngulos por elas formados mede 120° de amplitude.

R.: Traca-se um segmento de reta [AB] com 4 cm de ‘/\{\’
comprimento e determina-se o respetivo ponto médio RN

M. SN

Uma vez que as diagonais de um paralelogramo se , ! L -
bissetam, o ponto médio determinado é o vértice do ! M? | )
angulo de 120° de amplitude que deve ser L /)
representado. \\l//

Utilizando um transferidor, constrdi-se um angulo de
vértice em M, em que um dos lados é MB e o outro é
MI tal como esta representado na figura, escolhendo I e
J (] na semirreta oposta a MI ) tais que
MI = M] =3 cm, dado que a segunda diagonal deve
medir 6 cm.

Basta agora tragar os lados do paralelogramo
[AIB]].

Exemplo
Considera o trapézio isésceles [ABCD] de bases D c
[AB] e [DC], com AB > DC.
Prova que:
a. O trigngulo [CEB] é isdsceles, onde E
designa a intersecdo de [AB] com a reta 5
paralela a AD que passa por C. A
b. Os dngulos definidos pela base maior e por cada um dos lados ndo paralelos
sdo iguais.
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4.5

¢. Os tridngulos [ADB] e [ACB] sdo iguais.
d. Asdiagonais [AC] e [BD] sdo iguais.

R.: a.[AECD] é um paralelogramo pelo que AD = D c
EC. Como CB = AD (o trapézio é isdsceles) entdo
também BC = EC, ou seja, o triangulo [ECB] é
isdsceles.
A E B

b. Como o triangulo [ECB] é is6sceles conclui-se que CEB = CBE uma vez que,
num triangulo, a lados iguais opdem-se angulos iguais. Como CEB = DAE pois
sdo angulos correspondentes determinados pela secante AB em retas paralelas,
entdo DAE = CBE.

c. Podemos concluir que os tridangulos [ADB] e

[ACB] sdo iguais utilizando o caso LAL de y ©
igualdade de triangulos pois [AB] é um lado

comum aos dois tridngulos, AD = BC pois o

trapézio é isésceles e DAE = CBE tal como v \ &

provamos na alinea anterior.
d. DB = AC porque, em triangulos iguais, a angulos iguais opdem-se lados
iguais.

Exemplo
Considera um triéngulo [ABC] e duas
retas r e s que passam por M, ponto

B
médio do lado [AB], respetivamente \I\//\E
paralelas a [BC] e a [AC]. s
Considera ainda o ponto D, interse¢Go de
® C
D

r e [AC] e o ponto E, interse¢do de s e he
[BC]. N
Mostra que:

a. ME =DCeMD = EC.

b. os tridngulos [AMD] e [MBE] séo iguais.

c. D éopontomédio de [AC], E é o ponto médio de [BC].

R.:

a. Por construgdo, o quadrildtero [MECD] y

é um paralelogramo (tem os lados V\

opostos paralelos). Logo, os lados - /M\\ £
% t#

opostos sdo iguais (cf. GM5-2.16).

b. Atendendo a quer é paralela a [BC]
entdo AMD = MBE e como s é paralela a
[AC], logo BME = MAD. Por outro lado
AM = MB, pois M é o ponto médio de
[AB], pelo que, aplicando o caso ALA, os
tridngulos [AMD] e [MBE] s3o iguais.
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4.6

4.7

c. Tendo em conta a alinea anterior, B

ME = AD (comprimentos de lados que se r

opGem a angulos iguais em tridngulos \A/(P\E

iguais). Como ME =DC , podemos s '

concluir que AD = DC, ou seja, D é o A/D\ \\
ponto médio de [AC]. * * T~ *e
Analogamente, MD = BE, MD = EC, e portanto BE = EC pelo que E é o ponto

médio de [BC].

Exemplo
Considera um triéngulo [ABC] e uma reta r que interseta [AB] no ponto médio M
e o segmento [AC] no ponto D.

a. Mostra que:
a;..  Ser forparalela a [BC] entdo AD = DC.

a,.** Se AD = DC entdo r é paralela a [BC]. : . 2

b. Se alguma das propriedades equivalentes / \
anteriores se verificar, mostra que B¢ >
BC = 2MD.

R.:

a;. Sabe-se pelo descritor 4.5 que a reta 7 bisseta o lado [AC], pelo que AD = DC.
a,. Considerando a retar’ que passa por M e é paralela a [BC], sabemos pela
alinea a;. que r'interseta [AC] no ponto médio D. Assim, as retas r e v’ tém dois
pontos em comum (M e D) logo coincidem. Conclui-se entdo que r’ é paralela a
[BC].

b. Supondo que r é paralela a [BC] e considerando-se a reta s paralela a [AC] que
passa por M, designando o ponto de interse¢do de s com [BC] por E, sabemos por
4.5 que BE = EC. Por outro lado, como [EMDC] é um paralelogramo, MD = EC,
de onde se conclui que BC = BE + EC = 2EC = 2MD.

Observagdo: Neste exemplo e em outras situagdes que se seguirdo utilizam-se
igualdades envolvendo operagces com comprimentos (igualdade entre um
comprimento e a soma de outros dois, ou entre um comprimento e “o dobro” de
outro, por exemplo), quando, em rigor, apenas sabemos operar com as respetivas
medidas, fixada uma unidade de comprimento. No entanto, como se verd no texto
de apoio mais a frente, relativo ao objetivo geral 7, os referidos resultados nao
dependem da unidade de medida comum fixada. Esta questdo é examinada com
mais pormenor no TCG a propdsito dos descritores 4.1 a 4.4 e do objetivo geral 7.

O Teorema de Tales estabelece a existéncia de proporcionalidade entre os
comprimentos de segmentos de reta determinados em duas retas concorrentes por
um par de retas paralelas situadas no mesmo plano.

O descritor anterior corresponde ao caso particular do Teorema de Tales em que a
constante de proporcionalidade é igual a 2.

Os exemplos apresentados em seguida correspondem a outros casos particulares do
Teorema de Tales, no primeiro caso com uma constante de proporcionalidade igual

3 . . . .
a . O processo sugerido para a respetiva demonstragdo é uma simples
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generalizagdo do processo utilizado nos descritores 4.5 e 4.6, podendo ser aplicado
em qualquer outra situacdo em que as constantes de proporcionalidade sdo
racionais.

Exemplo*

Considera duas retas r e s que se
intersetam no ponto O e outras duas
retast e u, paralelas, que intersetamr
emAeBesemC eD, respetivamente

e tais que OA = 2AB. Considera ainda
o ponto M como ponto médio de [0A].

SIS

Prova que
alineas.

a. Tragca uma reta paralela a t que passa no ponto M e que interseta [0C] no
ponto N. Tendo em conta o caso particular, jGd conhecido, do Teorema de
Tales com constante de proporcionalidade igual a 2 completa as seguintes
proporg¢ées:

04 _oc _ _ _

=====2

oM MN

b. Traca uma reta paralela a s que passe por A, designando o ponto de
interse¢éo com [BD] por Q.

c. Justifica que os tridngulos [ABQ] e [OMN] séo iguais e deduz que
BQ = MN e AQ = ON.

d. Justifica que [ACDQ] é um paralelogramo e deduz que QD = AC e

CD = AQ = ON.

Justifica que BD = 3MN e OD = 30N
Justifi oD _ 0B _ BD

ustifica que — = — = —.

0A ~
a. Sabemos que i 2. Por outro lado, sabendo que as retas MN e t sdo paralelas,

atendendo ao Teorema de Tales, ja conhecido para este caso particular, tem-se

OA_OC_AC_Z
oM ON MN

b. Construcdo ao lado.

c. Por constru¢doOM = AB. Sabe-se
que MN e u sdo paralelas logo os
angulos OMN e ABQ sao iguais.
Por outro lado, as retas s e AQ sao
paralelas logo os angulos BAQ
e MON sao iguais. Utilizando o
critério ALA podemos entdo
concluir que os triangulos [ABQ]
e [OMN] sdo iguais.
Consequentemente, BQ = MN e AQ = ON (igualdades de comprimentos de
lados opostos a angulos iguais em triangulos iguais).

S
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4.4
4.8

d. [ACDQ] é um paralelogramo porque os lados opostos sdo paralelos. Desta
forma, os lados opostos [QD] e [AC] sdo iguais, bem como os lados opostos
[CD] e [AQ] ; como, pela alinea anterior, AQ = ON, também se tem CD = ON.

e. BD=BQ+ QD =MN+AC =MN +2MN =3MN e, analogamente,
0D = 0C + CD = 20N + ON = 30N, atendendo as alineas c. e d. e as

proporcdes estabelecidas na alinea a.

oD 30 3 OB 3 BD
f. Como ==—==-, == —
oc 20 2 0OA AC

OD OB _BD

0C 04 AC

3 .
— = podemos concluir que

Observagdo: Na figura, optou-se por representar os pontos médios dos segmentos
de reta [AC] e [QD], designados respetivamente por P e R. Como AC = 2MN,

tem-se AP = PC=MN . Também, como BD =3MN e MN =BQ , tem-se

igualmente QR = RD = MN.

Na sequéncia deste exercicio, os alunos
poderdo reconhecer que se podem ir
acrescentando, passo a passo, retas paralelas
de modo a ir formando tridngulos e
paralelogramos que sdo respetivamente iguais
aos anteriores.

Exemplo

Na figura estdo representadas as retas,
s, t ev paralelas e intersetadas por duas
semirretas de origem O.

a. Utilizando as igualdades entre
comprimentos de  segmentos
indicadas na figura, mostra que:

OF OE EF
01-:=:=:
OB 04 2B
oG OH GH
) —= == ==
OE OF EF

~_ _ OI I] - . .
b. Completa as propor¢oes — = == Y utilizando medidas de comprimento

de segmentos da figura.

Em alternativa, o Teorema de Tales pode ser reconhecido utilizando areas de

triangulos (cf. TCG-4.7).

Tendo em conta o descritor 4.4, é imediato que dois tridangulos de lados
correspondentes proporcionais sao semelhantes uma vez que nao existem

diagonais.
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4.9

4.10

Exemplo

Na grelha de triéngulos equildteros estdo representados vdrios tridngulos. Tendo em
conta unicamente a medida do comprimento dos lados, identifica, justificando, os
pares de triGngulos semelhantes e indica, em cada caso, a razdo de semelhancga.

Exemplo*

Acerca dos dois tridngulos [ABC] e [DEF] representados sabe-se que ABC = DEF e
que % = %. Prova que os tridngulos [ABC] e [DEF] séo semelhantes respondendo
as seguintes questoes. E

B

b F

a. No triéngulo [DEF] marca dois pontos P e Q que pertencem respetivamente
aos lados [ED] e [EF] e tais que EP = BAe EQ = BC.
b. Justifica que os tridngulos [ABC] e [PEQ] sdo iguais.

\ , . ~ E EF
c. Atendendo a alinea anterior, completa a propor¢cdo — =— com

comprimentos de lados do tridngulo [PEQ].
d. Justifica que [PQ] é paralelo a [DF].
e. Completa as igualdades seguintes utilizando o Teorema de Tales:
2—D——FeE—D——Fpe/oque o B

EP 0 BA € 5~
f. De acordo com o critério LLL de semelhan¢a de triGngulos o que podes
concluir?
Exemplo*

Na figura estéo representados dois triGngulos [ABC] e [PQR] tais que os dngulos
ABC e PQR sdo iguais bem como os dngulos BAC e QPR.
a. No tridngulo [ABC] marca dois
A Q R
pontos M e N que pertencem
respetivamente aos lados [AB] W
e [AC] e tais que AM = PQ e
AN = PR. Justifica que:
a;. os triGngulos [PQR] e [AMN] ¢ * B
sdo iguais.
a,. as retas MN e BC sdo paralelas.
b. O que é que o teorema de Tales te permite concluir acerca da
proporcionalidade entre os comprimentos dos lados correspondentes (opostos
a dngulos iguais) nos dois tridngulos [AMN ] e [ABC]?
¢. Justifica a semelhanca dos dois tridngulos [ABC] e [PQR].
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4.11

4.13

Exemplo*
Na figura estéo representados dois tridngulos [ABC] e [LMN] semelhantes e tais
que @ — T _ T3 .

C B

M

L
No tridngulo [LMN] marca dois pontos P e Q que pertencem
respetivamente aos lados [LM] e [LN] e tais que LP = AB e LQ = AC.
Atendendo as propor¢des do enunciado, completa a propor¢do W= om
comprimentos de lados do triGngulo [LPQ].
Utiliza o Teorema de Tales (parte reciproca) para justificar que [PQ] é
paralelo a [MN].
Utiliza o Teorema de Tales (parte direta) para completar a propor¢do
IM _ MN
===
Observando que pela hipdtese do enunciado
AB = LP, deduz da alinea anterior que BC = PQ.
Justifica que os tridngulos [ABC] e [PLQ] séo iguais.
Identifica os pares de dngulos correspondentes (opostos a lados
proporcionais) nos triéngulos [ABC] e [LMN] e justifica que séo iguais.

e que por construgdo

S
=l

Neste descritor pretende-se que os alunos reconhecam a propriedade unicamente
em casos concretos e utilizando triangulagdes.

Exemplo

Considera os quadrildteros [ABCD] e [A'B'C'D’] representados na figura em que se
indicam as medidas dos comprimentos dos respetivos lados bem como as medidas
amplitude dos dngulos. Prova que os dois poligonos sGo semelhantes
respondendo as seguintes questdes:

B

2
W L2\ >
1.2
D

Tendo em conta as condigées expressas na figura, mostra que os trigngulos
[ABC] e [A'B'C’] séo semelhantes.

Justifica que as diagonais [AC] e [A'C'] estdo na mesma propor¢do que os
pares de lados correspondentes nos dois poligonos.

Utilizando um raciocinio andlogo ao efetuado nas alineas anteriores,
justifica que as diagonais [BD] e [B'D'] estdo na mesma propor¢éo que os
pares de lados correspondentes nos dois poligonos.

Conclui das alineas anteriores que os quadrildteros sdo semelhantes.
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5.4

Exemplo**

Considera os hexdgonos [ABCDEF] e [A'B'C'D'E'F'] representados na figura, em
que se indicam as medidas dos comprimentos dos respetivos lados bem como as
medidas de amplitude dos dngulos. Prova que os dois poligonos sGo semelhantes
recorrendo ao critério de semelhanga de poligonos que faz apenas intervir a
proporcionalidade dos comprimentos dos lados e diagonais, tal como é sugerido nas
alineas sequintes.

a. Tendo em conta as condigGes expressas na figura, mostra que os trigngulos
[ABC] e [A'B'C'] séo semelhantes.

b. Justifica que as diagonais [AC] e [A'C'] estdo na mesma proporcéo que os
restantes lados correspondentes dos triGngulos.

c. Justifica que os dngulos DCA e D'C'A’ sé@o iguais bem como os dngulos CAD
e C'A'D’ e que por isso os tridngulos [DCA] e [D'C'A'] sdo semelhantes.

d. Justifica que as diagonais [AD] e [A'D’] estdo na mesma propor¢éo que os
restantes lados correspondentes dos triGngulos.

e. Como justificas que [AE] e [A'E'] estdo na mesma proporcdo que o0s
restantes lados correspondentes dos triéngulos definidos anteriormente?

f.  Se decompuséssemos os hexdgonos em triGngulos com um vértice comum
diferente, respetivamente, o vértice B e o vértice B® o que que
concluiriamos?

g. Conclui das alineas anteriores que os hexdgonos sGo semelhantes.

Neste descritor pretende-se que o aluno apresente uma justificagdo da propriedade
referida em casos concretos, tal como se exemplifica.

Exemplo

Considera trés pontos ndo colineares A, N

B e C e os respetivos transformados . /\B
pela homotetia de centro A e razéo — %, . A *
A, B'"eC'

Justifica que o tringulo [ABC] é

semelhante ao triéngulo [A'B'C'] e ¢

indica a respetiva razdo de semelhanca.

Observagao: Note-se que, tal como é referido no TCG-5.4, este exemplo mostra, em
particular, que uma homotetia multiplica as distancias entre pontos pelo mdédulo da
respetiva razdao. Assim, torna-se imediato que duas figuras homotéticas sdo
semelhantes, de razdo de semelhanga igual ao mddulo da razdo da homotetia.
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6.1

Exemplo *(4.7)

Na figura estd representado um
tribngulo [ABC] e o ponto D ,
intersecdo da bissetriz do dngulo BAC
com o lado [AB].

O objetivo deste exercicio é o de
relacionar de forma simples a razdo
entre os comprimentos de [BD] e [CD]
com os comprimentos dos lados do
triéngulo.

Para o efeito, comecamos por tragar uma semirreta com origem em B e paralela a
DA, prolongando o lado AC de forma que intersete essa semirreta num ponto

designado por E, tal como ilustra a figura sequinte:

- . cD
a. Utilizando o teorema de Tales, completa a igualdade: == =

Justifica que:

b;.0s angulos CAD e DAB sao iguais.
b,.0s angulos EBA e DAB sdo iguais.

bs.0s lados [AE] e [AB] do tridngulo [ABE] sdo iguais.

Conclui a proporgao a2
Propor¢ao == = z5-

d. Em que caso particular se podera ter CD = BD?

Exemplo (4.8)

Dois tridngulos [ABC] e [RST] sdo tais que
AB = 48 mm ,BC = 6,4cme CA = 88 mm
RS =9,6cm,ST =132mmeTR = 72 mm
a. Justifica que os triGngulos sdo semelhantes.

b. Identifica para cada éngulo do triGngulo [ABC], o dngulo igual do tridngulo

[RST].
Exemplo (4.9)
Na figura representada tem-se que:

aB AT
4D 4E

Justifica que os tridngulos [ADE] e [ABC] sdo

semelhantes.
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Exemplo (4.10)

Na  figura  estd  representado um
paralelogramo [ABCD], a diagonal [AC] e um
segmento [EF] paralelo a [AC]. Justifica que
os triGngulos [DEF] e [BAC] sdo

semelhantes. B

D

Exemplo (4.10)
No trapézio [DEFG] tem-se que DE = EF
e DF = FG.
Justifica que:
a. Os dngulos GDF e EFD sdo iguais.
b. Os tringulos [DFG] e [DEF] sdo De
semelhantes.

G

Exemplo* (5.1 e 5.2)
Considera os segmentos de reta paralelos

A g &
-

o
E F
B

2,6cm a
[AB] e [PQ] representados na figura. /

Determina uma homotetia que transforma A %

[AB] em [PQ] e a respectiva razdo. e

R.:
Considerando o ponto O intersecdo das retas AP e B(), a homotetia de centro O e

= 0P
razdor = — transforma o segmento de reta [AB] no segmento de reta [PQ].

De facto, considerando uma semirreta entre OP e OQ e os respetivos pontos de
intersecdo M e M' com [AB] e [PQ], a imagem de M pela homotetia é o ponto M'.
Basta observar que M' pertence a semirreta OM e que, pelo Teorema de Tales,
OMr _ OP
— = — =7
OM 04 o

OP P 3
Note-se que, pelo Teorema de Tales, r = = = e =

0OA 4B 2

Observagao 1: Também se poderia ter considerado como centro da homotetia a

intersecdo dos segmentos de reta [AQ] e [BP] e arazdor = —g:i = —%.
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7.1
7.2

Observagao 2: Estabeleceu-se, neste exemplo, uma bije¢ao entre os pontos de dois
segmentos de reta de comprimentos distintos. Isto significa que, num certo sentido,
os segmentos “tém o mesmo numero de pontos”, o que ndo sera intuitivo a partida,
uma vez que o maior contém estritamente um segmento igual ao menor.

Exemplo
Considera uma reta onde se representaram onze pontos de tal forma que a disténcia
entre dois pontos consecutivos é constante.

A B c D E F
B T T e S .

a. Calcula o quociente das medidas do comprimento de [AB] e [CE] tomando
[EF] por unidade.

b. Calcula o quociente das medidas do comprimento de [AB] e [CE] tomando
[DF] por unidade.

¢. Calcula o quociente das medidas do comprimento de [AB] e [CE] tomando
[BD] por unidade e compara-o com os quocientes obtidos nas alineas
anteriores.

Observe-se que as propriedades expressas nestes descritores permitem-nos definir,
sem qualquer ambiguidade, o que se entende pelo quociente de dois
comprimentos, utilizando as respetivas medidas em qualquer unidade, bem como o
produto de um comprimento por um nimero racional positivo (cf. TCG-7.1 a 7.6).

Exemplo**
A medida do comprimento de cada um dos segmentos de reta [AB] e [CD], numa

. .. . 5 . .
dada unidade u é igual respetivamente a m = 3€ m' = S(p e g numeros naturais).

Para determinares a medida do comprimento de [CD] tomando [AB] para unidade
resolve a seguintes alineas:

a. Decompondo a unidade u em 3q segmentos de reta iguais, quantos
segmentos iguais a um destes é necessdrio justapor para se obter um
segmento igual [AB]? E para se obter um segmento igual a [CD]?

b. Atendendo aos resultados da alinea anterior, exprime a medida do
comprimento de [CD] tomando [AB] para unidade através de uma fracéo
de denominador 5q.

¢. Conclui da alinea anterior que a medida do comprimento de [CD] tomando
[AB] para unidade é igual a mT' = %’

3
R.:
a. A medida de [AB] na unidade u é igual am = g = g—g, ou seja, para obter um

segmento igual a [AB] é necessario justapor 5q segmentos iguais aos que
resultam de decompor a unidade em 3q partes iguais; analogamente para se
obter um segmento igual a [CD] é necessério justapor 3p segmentos iguais aos
que resultam de decompor a unidade nas mesmas 3q partes iguais.

b. Atendendo a alinea anterior concluimos que o segmento [CD] é igual a
justaposicao de 3p segmentos iguais aos que resultam de decompor o segmento
[AB] em 5q partes iguais; assim a medida do comprimento de [CD] tomando

[AB] para unidade pode exprimir-se através da fragdo i—Z .

e L 3
c. VerificdAmos que essa medida é igual a £ =

w3
I

Caderno de Apoio - GM7 Pagina 21



7.4
7.5
7.6

Exemplo*
A medida do comprimento de cada um dos segmentos de reta [AB] e [CD], numa
dada unidade u é igual respetivamente a m e m'.

. , cD
a. Indica o valor do quociente =

b. Se tomares agora para unidade de medida um segmento de reta v cujo
comprimento é metade do comprimento de u, entdo, nessa nova unidade,
quais as medidas dos comprimentos de [AB] e [CD]? E qual o valor do

. CD
quociente =?
AB
c. Se considerares para unidade de medida um segmento de reta w com
o 1 , ~ .
medida igual a 3 tomando u para unidade, entdo, nessa nova unidade w,
quais as medidas dos comprimentos de [AB] e [CD]? E qual o valor do
. CD
quociente =?
AB

d. Se considerares uma unidade de medida z cujo comprimento é quatro vezes
maior do que o comprimento de u, entéo, nessa unidade, quais as medidas

dos comprimentos de [AB] e [CD]? E qual o valor do quociente %?

e. Se tomares para unidade de medida um segmento x € com medida de
comprimento k na unidade u, entdo, nessa nova unidade, quais as medidas

dos comprimentos de [AB] e [CD]? E qual o valor do quociente %?

Qualquer um dos dois primeiros exemplos apresentados em seguida, relativos ao
dominio Numeros e Operacdes, destina-se a preparar a resolucdo do terceiro.

Exemplo
Considera o numero natural b = 67500, que se decompbe em fatores primos da
seguinte forma: b = 22.33.5%,
a. Decompde em fatores primos o numero b?.
b. Multiplica b? por 2, escreve o resultado na forma de produto de fatores
primos e identifica, explicando, qual o expoente que é impar.
c. Existird um nimero natural a tal que a®> = 2b?? Porqué?

Exemplo*
Prova que ndo existem numeros naturais a e b tais que a’? = 2b?, resolvendo as
seguintes alineas:

a. Suponhamos que a e b sGo numeros naturais. Entdo, pelo teorema
fundamental da aritmética aprendido no 6.2 ano, é possivel decompor de
forma dnica esses numeros em fatores primos. Explica por que razdo os
expoentes da decomposicdo em fatores primos dos numeros naturais a® e
b? séo numeros pares.

b. Se multiplicasses b? por 2, entdo o fator 2 ocorreria no produto com
expoente par ou impar?

c. Achas possivel que a?> = 2b?? Porqué?
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8.1

Exemplo

Na figura estd representado um tridngulo retdngulo isésceles.  ©
Justifica que a hipotenusa e um cateto de um tridngulo
retdngulo isésceles ndo sGo comensurdveis percorrendo os
seguintes passos:

a. Prova que a altura do tridngulo [ABC] relativa ao
vértice A divide o tridngulo em dois tridngulos
retdngulos isésceles iguais [ABD] e [ACD]. A 5 B

b. Prova que quaisquer dois tridngulos reténgulos isdsceles sGo semelhantes e
conclui que os trés tringulos [ABC], [ABD] e [ACD] sdo semelhantes.

¢. Supondo que a hipotenusa e um cateto do tridngulo [ABC) sGo comensurdveis,
numa dada unidade, as medidas de comprimento de [BC] e [AB] sdo dadas,
respetivamente, pelos numeros naturais a e b. Utilizando a alinea anterior,

, ~ b
completa a seguinte proporg¢do: % = —

d. Deduz que a®> = 2b? e conclui que o cateto e a hipotenusa de um triéngulo
isosceles ndo sdo comensuradveis.

Exemplo

Considera a figura junta onde estGo F H
representados trés quadrados [ABCD],
[ACEF] e [FCGH].

a. Tendo em conta a propriedade
referida em 7.5 identifica A D E
segmentos de reta ndo
comensurdveis.

b. Na figura existem segmentos
de reta comensurdveis que ndo B v °
tém o mesmo comprimento.

Tendo em conta as propriedades da figura, apresenta dois exemplos e
justifica a tua escolha.

Dados dois pontos A e B, a notacdo «AB» designa o comprimento do segmento de
reta [AB]. No entanto, e sempre que n3o existir perigo de confusio, utilizaremos
esta notacdao para designar também a medida desse comprimento, fixada uma
unidade.

Exemplo*
Prova que a drea de um papagaio, em unidades quadradas, é igual ao semiproduto
das diagonais percorrendo os seguintes passos:
a. Considera um papagaio [ABCD] em
que AB = AD e BC = CD.
Designando o ponto de interse¢@io
das diagonais por E, escreve uma A c
express@o que permita determinar a
drea de cada um dos triGngulos
[ACD] e [ACB]. R
b. Completa as seguintes igualdades com medidas de comprimento de
segmentos de reta:

.XED ..XEB .. X(ED+EB) ..X..
Aracp) + Ajacs) = > + > > ==
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8.3

Observagao: Embora na figura se tivesse considerado um papagaio convexo, a
mesma construgdo e conclusdo permanece valida para papagaios concavos (cf. TCG-
8.1). Por outro lado, é obviamente valida para losangos, ja que os losangos sdo casos
particulares de papagaios.

A férmula encontra-se demonstrada para qualquer trapézio em TCG-8.3, onde se
optou por decompor o trapézio num paralelogramo e num triangulo nas diferentes
situacdes. O processo utilizado no exemplo seguinte também permite verificar em
toda a generalidade a validade desta férmula.

Exemplo

Na figura estd representado um
quadrildtero [ABCD] tal que [AB] é
paralelo a [CD].

a. Justifica que [ABCD] é um ¢
trapézio. b

b. Decompde o trapézio em dois triGngulos tracando a diagonal [DB] e,
designando por h a altura do trapézio relativa a base [CD], obtém
expressdes para as dreas dos triGngulos [ABD] e [BDC] envolvendo
apenas h e, respetivamente, AB e DC.

c. Utilizando as expressdes obtidas em b., prova que a drea do trapézio é igual
ao produto da altura relativa a uma das bases pela semissoma das bases.

No exemplo seguinte trata-se apenas o caso dos trapézios em que as alturas
relativas a uma dada base a intersetam. Nesta situacdo é possivel decompor o
trapézio num paralelogramo e num tridangulo tracando um segmento que fica
contido no poligono. Nos restantes casos é possivel utilizar um raciocinio analogo
(cf. TCG-8.3).

Exemplo* B
Considera o trapézio [ABCD] representado na
figura, sendo E o pé da perpendicular tragada
de C para AD, que supomos ficar situado entre
os pontos A e D. Ad

me--=----—----
L
o

Deduz uma expressGo que permita calcular a
drea do trapézio, em unidades quadradas,
percorrendo os seguintes passos:
a. Decompébe o trapézio num triGngulo e num paralelogramo tracando um
segmento [CF] paralelo ao lado [AB], com F € [AD].
b. Observando que [CE] pode ser utilizado como altura para ambos os

poligonos, escreve uma expressdo para a drea do paralelogramo e outra
para a drea do tridngulo.
c.** Utilizando a alinea anterior, mostra que:

(BC+AD) __
Apapcp) = ——— X CE.
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a. ° N b A[ABCF] ZFXE

r
R Y
me---------=-2
L
o

FDXCE _ 2AFXCE |, FDXCE

¢. Apapep) = Apascr) + Ajcrp) = AF X CE +— ) >

_ (2AF +FD)xCE _ (BC + AF + FD) X CE _

2 2
(BC+AD)xCE (BC+A4D) __
= = X CE.
2 2
9.1 No exemplo seguinte apresenta-se uma deducdo para o caso particular dos

pentagonos semelhantes mas é possivel adapta-la a qualquer poligono de n lados.

Exemplo*
Na figura estdo representados dois pentdgonos semelhantes P; e P, sendo a razéo
da semelhanc¢a que aplica o primeiro no sequndo igual a r.

a. Tendo em conta as medidas dos
comprimentos dos lados de P;
indicadas na figura, escreve uma
expressdo que permita calcular o
perimetro de P;.

b. Escreve uma expressdo que
permita calcular o perimetro de P,
utilizando as  medidas  dos
comprimentos dos lados do
primeiro pentdgono e a razdo de
semelhanca.

perimetro de P,

Calcula uma expresséo simplificada de ; .
perimetro de P,

d. Completa a frase “O perimetro do segundo pentdgono é igual ao perimetro
do primeiro multiplicado por .......... ”

R.: a. O perimetro do pentagono P; éiguala a+b+c+d+e.
b. Como o pentagono P, é semelhante, de razdor, ao pentdgono P, entdo o
perimetro do segundo pentagono é dado por P, =ra+rb+rc+rd+re,
ouseja, P, =r(a+b+c+d+e).

~ erimetro de P,
c. Como P, = P, entjo P07
perimetro de P,

d. “(...) é igual ao perimetro do primeiro multiplicado por 7.”
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9.2

Exemplo
Na seguinte grelha quadriculada estdo identificados a vermelho quatro quadrados.

A B

Considerando como unidade de comprimento o lado da quadricula, indica a
medida do comprimento do lado de cada um dos quadrados.

. Justifica porque é que os quatro quadrados sdo semelhantes e indica a razdo de
semelhanga que transforma o quadrado assinalado com A em cada um dos
outros quadrados.

Considerando como unidade de drea, a drea de uma quadricula, indica a drea
de cada um dos quadrados assinalados com A,B,C e D.
Compara as dreas de cada um dos quadrados com a drea do quadrado A e

calcula os seguintes quocientes:
Area do quadrado B~ Area do quadrado C = Area do quadrado D

Area do quadrado A ° Area do quadrado A’ Area do quadrado A’

Compara o valor das razbes consideradas na alinea anterior com a razéo de
semelhanca que transforma o quadrado A em cada um dos outros quadrados.
Indica a razdo da semelhanga que transforma o quadrado C no quadrado D e
calcula a razdo entre as respetivas dreas. Como relacionas a razdo entre as
dreas dos quadrados D e C com a razdo de semelhanca que transforma o
quadrado C no quadrado D?

Exemplo**
Considera um quadrado de lado a e um quadrado de lado b, sendo a e b nimeros
racionais.

a. Justifica que os dois quadrados sdo
semelhantes.

b. Indica a razdo da semelhan¢a que transforma o a
primeiro quadrado no segundo.

c. Escreve uma expressGo da drea do segundo
quadrado utilizando a medida do lado do b
primeiro, ou seja, a.

d. Calcula o quociente entre as dreas do segundo e do primeiro quadrado.

e. Completa a frase: “Dois quadrados sGo sempre semelhantes sendo a razdo
entre as dreas igual Qo .......................... da razdo de semelhanga.”

a. Os dois quadrados sdao semelhantes pois os angulos internos de cada um sdo

L . . b .
todos retos (logo iguais) e é sempre igual a;qualquer quociente entre os

comprimentos de dois lados, sendo o primeiro do quadrado de ladobe o
segundo do quadrado de lado a.
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10.1

b
b.r=-.
a

c. b?> = (r.a)? = r?a?, onde se utilizou que b = ra (definicio da razdo de
semelhanca).

. . A
d. Da alinea anterior tem-se A, = 124, pelo que =2 =r2,
A

1
e. Dois quadrados sdao sempre semelhantes sendo a razdo entre as areas igual ao

quadrado da razdo de semelhanga.

Exemplo

Na figura estdo representados dois
pentdgonos semelhantes, por uma
semelhang¢a que transforma um c
ponto designado por uma dada

letra (por exemplo C) num ponto B
designado pela mesma letra

afetada de uma plica (por exemplo

C'). Tendo em conta os dados da A
figura e que CD = AB, responde

as seguintes perguntas.

a. Indica a razdo de semelhanca que transforma P; em P,.

b. *Sabendo que o perimetro do poligono P; é igual a 7,65 cm, determina o
perimetro do poligono P, e a medida de A'B' edeC'D.

c. Sabendo que a drea do poligono P, é igual a 14,7 cm? determina a drea do
poligono P;.

Exemplo
Um tridngulo equildtero [ABC] é semelhante a um tridngulo [PQR] sendo a razdo de
semelhanca que transforma o primeiro no segundo igual a 3.
a. Supondo que o triGngulo [PQR] tem de perimetro 30 cm, qual o perimetro
do triéngulo [ABC] e qual a medida do comprimento de cada um dos lados?
b. Supondo que a drea do triéngulo [ABC] é igual a5 cm? qual a drea do
triGngulo [PQR]?
c. Supondo que o perimetro de [ABC] é igual a12 c¢cm, qual a medida do
comprimento de cada um dos lados do triéngulo [PQR]?

Exemplo
Na figura estGo representados dois tridngulos ¢
reténgulos escalenos [ABC] e [EDC] .

a. Justifica que os tridngulos sdo semelhantes e
identifica os lados correspondentes por uma >
semelhanga que transforme um no outro.

b. Supondo que CB = 6cm, CE = 2cm e que a
drea do tridngulo [ABC] é igual a 9 cm?, indica N
qual a drea do tridngulo [EDC].

Eg
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Descritor

11
1.2
1.3
14
1.7

1.9

1.10

Fungdes, Sequéncias e Sucessoes FSS7

Texto de apoio
Exemplo
Considera a fungdo f: A — B definida pelo diagrama A B
seguinte. f
Identifica o dominio, o contradominio, o conjunto de -
chegada e o grdfico de f. .
Exemplo
Dados os conjuntos A = {2,3,5} e B = {4,6,10,12}, a fung¢bo g: A — B é definida pela
expressdo g(x) = 2x.
a. Determina o contradominio de g.
b. Determina o grdfico de g.
Exemplo
Considera o grdfico de uma fungdo h definido por G,={(1,4), (3,6), (5,8), (7,10)}.
a. ldentifica o dominio e o contradominio de h.
b. Representa a fungdo h por um diagrama de setas supondo que o contradominio
coincide com o conjunto de chegada.
c. Supde que o contradominio de h ndo coincide com o conjunto de chegada.
Representa por um diagrama de setas um possivel exemplo de h.
d. Determina uma expressdo algébrica que defina o valor de h(x) para qualquer x
no dominio de h.
Exemplo
Considera a fungdo f de dominio A = {%,2,;,4} e conjunto de chegada Q definida

por f(x) = x + 2.
a. Determina o contradominio de f .
b. Representa o grdfico da fun¢do f num referencial cartesiano.

Exemplo
Na figura estd representado o grdfico de i
uma fung¢éo g num referencial cartesiano. 4] .
a. Indica o dominio de g.
b. Completa as igualdades: 3
9g@B) = g(.) =4
c. Completa com um numero por 2] . .
forma a obteres uma frase
verdadeira: 1] o
“... é 0 objeto cuja imagem é 0.”
d. Indica se a seguinte frase ¢é 0 ‘ . ‘ . —
verdadeira ou falsa: ’ 1 ’ ’ ‘ ’

“2 é imagem de um unico objeto.”
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2.1 Exemplo
2.2 Considera os seguintes referenciais cartesianos, onde se representaram
respetivamente os grdficos das fungdes f e g.

0 -
T T T T -
n 1 9 2 4 0

a. Indica o dominio de f e de g.
Identifica o contradominio de cada uma das fung¢des.
c¢. Completa com numeros, por forma a obteres igualdades verdadeiras.

(f+9)@) = F@)+g(.) = b =

d. Preenche a seguinte tabela e indica o contradominio da fungéo f + g.
X 1 2 3 4
f(x)
g(x)
F+9)x)
e. Representa num referencial cartesiano o grdfico da fungéo f + g.
£ Identifica o dominio e determina o contradominio das seguintes funcées:

f—g9 fxg e f2

Exemplo
A Carla, a Maria e o Gongalo resolveram registar numa folha de cdlculo as quantias,
em euros, gastas no bar da escola e na papelaria durante uma semana.

Carla Maria Gongalo
Bar Papelaria Bar Papelaria Bar Papelaria
2.2 feira 1,20 0,50 0,80 0,40 1,80 0,20
3.2 feira 0,80 0 1,25 0,60 2,15 0
4.2 feira 1,65 0,60 2,15 0 1,26 0
5.2 feira 1,05 0 0,65 0,60 0,65 0,80
6.2 feira 1,30 0,70 0,50 0 0,80 0

a. Considera uma fung¢do b que a cada um dos jovens faz corresponder o total de
gastos desse jovem no bar da escola durante essa semana e uma fungéo p que
a cada jovem faz corresponder o total de gastos desse jovem na papelaria
durante essa semana.
a;. O que significa a expressdo b(Carla)? Indica o respetivo valor.
a,. Indica o dominio e determina o contradominio da funcgdo b.
as. Traduz em linguagem comum a frase: «(b + p)(Gongalo) é maior do que

(b + p)(Maria)» e indica, justificando, se esta frase é verdadeira ou falsa.
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2.4
2.6

2.7

b. *Considera fungbes m,c e g que, a cada dia da semana, fazem corresponder
respetivamente o total de gastos da Maria, da Carla e do Gongalo no bar e na
papelaria da escola nesse dia da semana.

b;. Indica o valor de (m — g)(2.2feira) e interpreta o valor obtido no
contexto do problema.
b,. Indica o dominio e determina o contradominio da fun¢do (m + ¢ + g).

Nestes descritores é por vezes necessario utilizar propriedades das operagdes
algébricas referidas no descritor ALG7-1.1.

Exemplo

1. Considera as fungdes lineares f e g definidas em Q por f(x) = 2x e g(x) = —5x.
Justifica que f + g é uma fungdo linear e indica a respetiva forma candnica
relacionando o coeficiente de f + g com os coeficientes das fungdes f e g.

2.* Considera dois numeros racionais b e c e as fung¢des lineares definidas por
f(x) = bx e g(x) = cx. Justifica que f + g é uma fungéo linear, identificando o
coeficiente.

Exemplo*

Considera dois nimeros racionais b e c e as fung¢des lineares definidas por f(x) = bx
e g(x) = cx. Justifica que f — g é uma fungdo linear, identificando o respetivo
coeficiente.

Exemplo**

Dados dois numeros racionais b e k, seja f a fungdo definida em Q por f(x) = bxe
g a fungdo constante igual a k. Prova que a fungdo g X f é linear e identifica o
respetivo coeficiente.

R.: Temos, paracadaxem Q,
(g X f)x) =g(x) X f(x) =k X (bx) = kb X x.

A funcdo g X f é linear de coeficiente a = kb pois paratodoo x em Q
(g X f)(x) = ax.

Exemplo

1. Considera as fungdes afins f e g definidas por f(x) = 2x —5e g(x) = —5x + 1.
Justifica que f — g é uma fungdo afim e indica a respetiva forma candnica,
relacionando o coeficiente e o termo constante de f — g com os coeficientes e termos
independentes das fungdes f e g.

2. * Considera as fungdes afins f e g definidas por f(x) =ax+be g(x) =cx +d.
Justifica que f + g é uma funcdo afim e indica a respetiva forma candnica,
relacionando o coeficiente e o termo independente de f + g com os coeficientes e
termos independentes das fungdes f e g.

Exemplo**

Considera os numeros racionais ¢, d, e k e as fungdes afins definidas por f(x) =k e
g(x) = cx + d. Justifica que f X g é uma fungdo afim e indica a respetiva forma
candnica, relacionando o coeficiente e o termo independente de f X g com a
constante k e o coeficiente e termo independente da fungdo g.
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2.8

3.1

R.:
Temos, paracadaxem @,
fFxg)x)=f(x)xgx) =k(cx+d) =kex + kd.

A fungdo f X g é afim de coeficiente a = kc e termo independente b = kd pois, para
todoo xemQ, (f X g)(x) = ax + b.

O coeficiente da fungdo produto é igual ao produto da constante k pelo coeficiente de
g e o termo independente é igual ao produto da constante k pelo termo
independente da fungdo g.

Exemplo

Para cada uma das fungées, de Q em Q, definidas em cada uma das seguintes alineas,
indica se se trata de uma fun¢do afim, linear ou constante, apresentando a respetiva
forma candnica.

f(x)=5-2(x+3)

b gx)=-3x+7—-(5-3x)

c hx) = 2x:3

d i(x)=32x—4)+2(6—4x)

e

f.

Q

jx)=2+x%2—(7+x+x?);
*#* L(x)=(2Vx) 3 —x.

De acordo com ALG6-4.1, uma grandeza Y diz-se «diretamente proporcional» a outra
X quando dela depende de tal forma que, fixadas unidades, ao multiplicar a medida
da segunda por um dado numero positivo, a medida da primeira fica também
multiplicada por esse numero. Se f é a fungdo que associa a cada medidam de X a
correspondente medida f(m) de Y, entdo, se multiplicarmos por um nimero racional
positivo x cada valor de m, a respetiva imagem f(xm) sera igual a imagem inicial
multiplicada por x.

X X
7>
Medida de X (Objeto) m x.m
Medida de Y (Imagem por f)| f(m) | x.f(m)
QU=
X x

Como x. f(m) é imagem de x.m por f, tem-se que f(x.m) = x. f(m).

Fazendo m = 1, ficamos com f(x) = x.f(1), ou seja, f(x) = x.a = ax em que
a=f(1).

Entdo uma fungdo f de proporcionalidade direta é igual, no seu dominio, a uma
fungdo linear de coeficiente a = f(1). Note-se que por esta afirmagdo se entende,
em rigor, que a fungdo f é igual a restri¢do de uma fungdo linear ao dominio de f.

Até agora, entenderam-se as medidas de grandezas como valores positivos, ndo
fazendo sentido falar em grandezas de medida nula ou negativa. Assim,
implicitamente, fica determinado que o dominio de uma fung¢do de proporcionalidade
direta apenas contém numeros positivos. Caso se pretenda estender esta definicdo,
considerando-se que se pode atribuir medida nula ou negativa a uma dada grandeza,
ha que adaptar em consonancia o resultado expresso no descritor 3.3.
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3.2

3.3

4.1

De acordo com ALG6-4.2, uma grandeza Y é diretamente proporcional a outra
grandeza X da qual depende quando, fixadas unidades, o quociente entre a medida
da primeira e a medida da segunda é constante, designando-se esta constante por
constante de proporcionalidade. Assim, sendo f uma fungdo de proporcionalidade
direta e X e Y as grandezas diretamente proporcionais a que estd associada,
atendendo ao descritor anterior, tem-se que cx = f(x) é a medida y da grandezaY

qgue corresponde a medida x da grandeza X, pelo que a constante de
y

. . . , ~ cxX
proporcionalidade direta é dada, para x ndo nulo, por T=,=¢
Exemplo**
Prova que uma fungGo numérica f definida para valores positivos é de
proporcionalidade direta quando (e apenas quando) é constante o quociente entre

f(x) e x, para qualquer x pertencente ao dominio de f.

R.: Provar esta afirmacdo consiste em provar que se verificam simultaneamente as

seguintes afirmacdes:

1.2: Se f é uma fungdo de proporcionalidade direta entdo @ é constante.
2.2: Se @ é constante entdo f é uma fungdo de proporcionalidade direta.

1.2: Se f é uma fungdo de proporcionalidade direta entdo existe um nimero a tal que

f(x) = ax (isto é % = a) para qualquer x pertencente ao dominio de f, ou

seja, @ € constante.

2.2: Se @é constante entdo, para certoa, % =a, ou seja, f(x) = ax parax

pertencente ao dominio de f. Oray = ax e x podem ser considerados como

. . . . .y ax ,
medidas de grandezas diretamente proporcionais ja que% =-=q logo f é uma
fungdo de proporcionalidade direta.

A imagem dos descritores ALG6-4.1 e ALG6-4.2, é possivel utilizar o descritor 3.3
como defini¢do de «fun¢do de proporcionalidade direta» no lugar do descritor 3.1. No
entanto, a definicdo apresentada em 3.1 é a que justifica a designagdo dada a este
tipo de fungdes, ja que traduz na linguagem das fun¢des a propriedade utilizada na
defini¢do original de grandezas diretamente proporcionais; no descritor 3.3 indica-se
uma propriedade equivalente, e que pode, portanto, ser livremente utilizada para
reconhecer que determinada fungdo é de proporcionalidade direta.

Exemplo (3.1)

Considera duas grandezas X e Y diretamente proporcionais. Sabe-se que a uma
medida igual a 1,2 de X corresponde a medida 6 de Y.

Determina uma expressdo algébrica para f, fungdo de proporcionalidade direta
associada.

Exemplo (3.1, 3.2 e 3.3)
Numa promogdo associada ao 25.2 aniversdrio, uma loja efetua descontos de 25%
sobre o pre¢o de venda.
a. Determina uma expressdo algébrica para uma fungdo D que transforme o preco
de venda v no respetivo pre¢o com desconto D (v).
b. Justifica que D é uma funcGo de proporcionalidade direta e identifica a
respetiva constante de proporcionalidade direta.
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Exemplo* (3.1,3.2 e 3.3)
Numa empresa os saldrios vdo sofrer um acréscimo percentual de 1,5%.
a. Determina uma expressdo algébrica da func¢éo A que faz corresponder a cada
valor s do saldrio anterior, o valor atualizado A(s).
b. Justifica que A é uma func¢do de proporcionalidade direta e indica a constante
de proporcionalidade.

Exemplo (3.1, 3.2 e 3.3)
Num hipermercado foi anunciada uma nova promog¢do a todos os detergentes. Os
detergentes serdo objeto de um desconto de tal forma que a quantia a pagar por cada
embalagem marcada originalmente com o pre¢co v, em euros, é dada também em
euros pela expressdo P(v) = 0,78 v.
a. Se cada embalagem de um dado detergente estiver marcada com o prego de
5€ e Ihe for aplicado o desconto, qual o preco a pagar?
b. Podes afirmar que o preco a pagar (P(v) euros) e o preco de venda marcado
(v euros) sdo grandezas diretamente proporcionais? Justifica.
¢. Qual a percentagem de desconto aplicada a cada embalagem de detergente?
d. Podes afirmar que o desconto e o preco de venda marcado sGo grandezas
diretamente proporcionais? Justifica.

Exemplo
Uma marca de iogurtes tem nas embalagens a frase “pague 6 leve 8”.
a. Qual a percentagem de desconto que estdo a aplicar a este produto?
b. Escreve uma expressdo algébrica que defina a fungdo que ao valor v atual do
produto faz corresponder o valor que o cliente terd de pagar quando ndo
houver esta promogdo.

Exemplo
No parque de uma cidade existe um quiosque que aluga bicicletas e que tem a
seguinte informagdo:
Preco a pagar pelo aluguer: 2 euros (taxa fixa) mais 50 céntimos por hora.
a. Quanto terias de pagar se o aluguer durasse 3 horas? E 4 horas?
b. O prego a pagar ndo é diretamente proporcional ao tempo do aluguer.
Porqué?
c. Dd exemplo de um tarifdrio em que o prego fosse diretamente proporcional ao
tempo do aluguer e indica a expressdo na forma candnica da fun¢do que faz
corresponder a cada valor t do tempo do aluguer o prego p a pagar.

6.1 Exemplo (5.1)

w3
|
ol

O termo geral de uma sequéncia é dado pela expressédo a,, =
a. Determina os trés primeiros termos da sequéncia.
b. Sabendo que o ultimo termo da sequéncia é ;, quantos termos tem a
sequéncia?

Exemplo (5.1)
Considera a seguinte sequéncia de pontuag¢des obtidas pela Joana nas primeiras seis
vezes em que jogou um determinado jogo: 65, 35, 25, 20, 17, 15.
a. Verifica se alguma das expressbes seguintes permite gerar esta sequéncia de
numeros:

(A)95 — 30n (B) 2280

2n—-1

(C) 55 — 10n (D)5 + 6n—°
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b. Admitindo que a sequéncia foi gerada por uma das expressbes indicadas na
alinea anterior e se a Joana continuasse a jogar e as pontua¢des continuassem
a seguir este mesmo modelo, que pontuagdo iria obter na 10.2 jogada?

Exemplo (5.2)

O primeiro elemento de uma sucessdo de figuras é um tridngulo equildtero totalmente
sombreado, com drea igual a 4 unidades.

Constrdi-se uma figura a partir da anterior marcando os pontos médios dos lados do
tridngulo a sombreado e mantendo o sombreado apenas no tridngulo com estes
vértices.

Considera a sucessdo (A,) das dreas das partes sombreadas dessas figuras.

VAN NN

a. Indica os quatro primeiros termos desta sucessdo.
b. Determina o sexto termo desta sucessdo.
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Descritor

11

Algebra ALG7

Texto de apoio

As propriedades da multiplicagcdo e da adicdo, no contexto dos nimeros racionais
positivos, foram abordadas no 2.2 ciclo. Algumas extensdes destas propriedades ao
corpo dos numeros racionais foram ja estudadas, ainda que por vezes de forma
incompleta, neste ou em anos anteriores. Pretende-se aqui apresentar estes
resultados de forma mais sistematica.

A propriedade comutativa da adicao pode ser reconhecida fazendo uso da definicao
geométrica da soma de dois nimeros racionais, estudada no 6.2 ano.

Exemplo*

a. Assinala na reta numérica dois numeros racionais positivos a e b. Constroi
geometricamente as somas a + b e b + a. O que podes concluir?

b. Repete este procedimento com dois numeros negativos e dois numeros de sinal
contrdrio.

A propriedade comutativa da multiplicacdo é uma consequéncia imediata dos
descritores NO7-1.4 (a definicdo foi dada por forma a que a operacdo seja
comutativa, no caso de numeros de sinais contrarios) e do descritor NO7-1.6
(relativo ao produto de dois nimeros negativos).

Relativamente a distributividade:

A multiplicagdo de um numero natural m por um ndmero natural n corresponde,
por definicdo, a soma de n parcelas iguais a m:

nxXm=m+-:--+m.

nvezes

Desta forma, no caso do produto por um ndmero natural, a distributividade
resume-se simplesmente as propriedades associativa e comutativa da operacdo de
adicdo e a definicdo da multiplicacdo: dados dois nimeros naturaisme k e um
numero natural n,

nxm+k)=m+k)+-+m+k)=m+-+m+k+--+k
- J

Y
nvezes nvezes nvezes

=nXm+nxk.
Da mesma forma, sem > k,
nx(m—-k)=(m—-k)+-+m—-k)=m+-+m-—(k+--+k)
- J )

\ J N
Y Y
nvezes nvezes nvezes

=nXm-—nxXk.
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o que pode ser facilmente verificado , observando que
m-k)+--+m-k)+(k+-+k)=
=(m-k)+k+(m-k)+k+--+(m—-k)+k=m+m+--+m,
e utilizando em seguida a defini¢cdo da subtracdo:
m-k)+-+m-k)=m+-+m-—(k+--+k).

Dados agora trés niumeros racionais p, q e r, e considerando que ja se obteve uma
~ ~ . m a
representacdo de q e r por fragdes com o mesmo denominador (p = —q=-e

b . — ~ . . .
r=-, onde m, a e b sdo nimeros inteiros ndo negativos e n e ¢ nimeros naturais),

tem-se:
m sa b m a+b mX(a+b) mXa+mxXb
PX(Q+T)=—X(—+—)=—X = =
n \c c n c nxc nxc
mxXxa mXb m a m b
= =—X—+—X—=pXq+pXr,
nXxc nmXc m ¢ n ¢

e, de modo analogo, se g = r (e portanto a = b),

pX(@—1)=pXq—pXr.

Fica assim concluida a verificacdo da distributividade da multiplicacdo em relacdo a
adicdo e a subtracdo no quadro dos numeros racionais ndo negativos.

Para estender esta propriedade a quaisquer nimeros racionais, devemos distinguir
varios casos, que correspondem a afetar de sinal menos um ou mais dos numeros p,
q ou r acima considerados.

Considerando por exemplo (—p) X (—q + r), com q > r, podemos escrever :

() X(—q+7r)=(Cp)X T —q)=(p)X(—(q@—"1)),

Onde utilizdmos os descritores NO7-1.1 e NO7-1.5 e a associatividade da
multiplicacao.

Agora, por definicdo do produto de dois nimeros racionais negativos (NO7-1.6) e do

produto de um numero positivo por um ndmero negativo (NO7-1.4), utilizando a
propriedade distributiva no quadro dos nimeros racionais positivos:

(p)x(=(g=1)=px(@-r)=pxq—pxr=(=p) x(=q) + (-p) x,

concluindo-se assim que (—p) X (—q + 1) = (—p) X (—q) + (—p) X r, como se
pretendia.

Os restantes casos podem ser justificados de forma analoga.
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1.3

1.5

1.6

Os descritores NO7-1.7 e NO7-1.9 reduzem as operag¢des de produto e quociente de
dois quaisquer numeros racionais ao produto e quociente de numeros racionais
positivos (os respetivos valores absolutos) e a utilizacgdo de uma regra de sinais.
Desta forma, as propriedades referidas neste descritor resultam de forma imediata
das correspondentes propriedades tratadas nos dominios ALGS5, relativas a nimeros
racionais positivos.

Exemplo
a. Calcula (—1)%,(—=1)3,(—1D* e (—1)°.
O que podes conjeturar quanto ao valor de (—1)3% e de (—1)?32?

b.* Para obteres o valor de (—1)™ para qualquer nimero natural n, resolve as duas
sequintes alineas:
b;. Considera que o numero naturaln é par (isto é quen é multiplo de 2:
n = 2k,k € N) e utiliza as propriedades das poténcias para verificares que
D" =1.
b,. Estuda agora o caso em que n é impar.

¢. Dado um numero natural n, calcula (—5)" comegando por observar que
—5 = (—1) X 5 e utilizando as propriedades das poténcias.

a.

CD2=(-Dx(-1)=1;

3= x () x(-1)=-1
D=1 x(-D=C-Dx (D=1
DS =(C-D*x(-1D)=1x(-1) = -1

Posso conjeturar que quando o expoente é par, o resultado é 1 e quando o
expoente é impar, o resultado é —1, logo que (=1)3% = —1 e que (—=1)%32 = 1.

bi. Tem-se (-1)" = (-1)* = (-1)H* =1* = 1.
Quando n é par, o resultado é 1, conforme conjeturado.

b,. O ndmero natural n é impar quando é igual a um ndmero par mais 1: n = 2k +
1, k € N,.

D" = (-1 = (-1 x(-1) =1x(-1) = —-1.
Quando n é impar, o resultado é —1, conforme conjeturado.

c.(-5)"=((-1)x5"=(—1)"x 5™
Senépar, (—=5)" =1 x 5" =5"
Sen éimpar, (=5)" = (—1) x 5" = =-5%;

As propriedades referidas neste descritor sdo uma consequéncia simples do
descritor anterior.

Exemplo
Determina, justificando, os sinais dos seguintes nimeros: 37; (—3)8; (—=3) 7.
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e 37é o produto de 7 fatores iguais a 3. Como o produto de nimeros
positivos é positivo, 37 é positivo;

e Como8énpar, (—3)8=3%>0;
e Como7éimpar, (-3)7 =-37<0.

2.1 Neste descritor pretende-se que os alunos reconhecam uma importante
propriedade de monotonia, em casos concretos e com recurso a uma construgdo
geomeétrica.

Exemplo

. (. . 3 7 .
a. Assinala na reta numérica os pontos A e B de abcissas €5 respetivamente. Qual
destes dois numeros é maior?

b. Constrdi um quadrado que tenha por lado o segmento [0A]. Constréi um segundo
quadrado que tenha por lado o segmento [OB] prolongando também o outro lado
de extremo O do primeiro quadrado.

¢. Qual dos dois quadrados tem maior drea? Deduz, sem efetuar cdlculos, que

(6 <)

R.:
a 3 7
0 5 10 1
A B
3 6 7
S=—<
5 1 10
b.
0 A B 1
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2.3

2.4

c. O quadrado de lado [OB] tem maior area do que quadrado de lado [0A], uma
vez que o contém no sentido estrito. Como estes quadrados tém respetivamente

uma area de (%)2 e (2)2 unidades quadradas, (2)2 < (%)2.

Os alunos poderao por exemplo construir a seguinte tabela:

q 1 2 3 4 5 6 7 8 9
q°® 1 4 9 16 25 36 49 64 81
q° 1 8 27 64 125 | 216 | 343 | 512 | 729

Ainda que ndo se utilize aqui o formalismo das fun¢des, uma tabela com estas
caracteristicas podera permitir ao aluno visualizar de forma eficaz a relacao entre
qguadrados, cubos, raizes quadradas e raizes cubicas, reconhecendo (nos racionais
positivos) estas duas Ultimas operacdes como inversas das duas primeiras. Uma
outra aplicacdo destas tabelas sera explorada mais a frente, nos descritores 2.9,
2.10e 2.11.

Neste descritor introduz-se a raiz quadrada do quociente (ndo nulo) de dois
quadrados perfeitos como o Unico numero racional positivo cujo quadrado é igual a
esse mesmo quociente. Esta definicdo obriga a reconhecer a unicidade de um tal
numero. De salientar que a propriedade de monotonia referida no descritor 2.1 tem
aqui um papel essencial. Pode naturalmente comecar por estudar-se o caso dos
guadrados perfeitos antes de se considerar, de forma mais geral, quocientes de
guadrados perfeitos.

Exemplo
612
a. Calcula (E) .

. L . . 6
b.* Quantos numeros racionais positivos existem com o mesmo quadrado do que < ?

c.* Que relagbo existe entre o quadrado de um numero racional positivo qe o
quadrado do seu simétrico —q ?

. L . . . 36
d.** Quantos numeros racionais negativos existem com quadrado igual a o ?

R.:
. (6)2_62_36
"\s/ T 527 25

. e 6,4 . 36 S

b. Os racionais positivos inferiores a Etem quadrados inferiores a 25 © Os racionais
- . 6,4 . 36

positivos superiores a - tém quadrados superiores a e

6 . . . . . . . . 36
Desta forma, - €0 Unico numero racional positivo cujo quadrado é igual a e

c. Tem-se (—q)? = g2 porque o expoente 2 é um numero par (cf. ALG7-1.5).Desta
forma, um nlimero e o seu simétrico tém o mesmo quadrado.

. . . 36
d. Se o quadrado de um numero negativo for igual a0 guadrado do seu

o , . - . o 36 6,
simétrico, que é um numero positivo, é também igual a Pl Como sabemos queé

o Unico nimero positivo nessas condi¢des, o Unico nimero negativo cujo quadrado
éigualaz é—2
8 25 5°
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2.6

2.7

A prova pedida é a seguinte:
2 2
o ’ . . a Cc ~ ,
Dados dois numeros racionais q = e r== onde a,b,c e d sdo numeros

az’
naturais (b # 0 e d # 0), tem-se

7= a? % 2 _a?xc? _ (axc)?
a T b2 7 a2z p2xd? ~ (bxd)?

2
a
— 2 2 2

q b2 a d (axd)
r+0, —=FZ=5X5= .

e ser#0, r 2 b2 " c? (bxc)?

dZ
sdo igualmente quocientes de quadrados perfeitos.

q

Assim, g Xr e

Observagao: Note-se que esta etapa é estritamente necessdria antes de se poder

considerar as expressdes ./q X1 e \/g. De facto, ndo tendo ainda sido introduzidos

0s numeros reais (0 que acontece no 8.2 ano), a raiz quadrada apenas foi definida
para numeros racionais quocientes de quadrados perfeitos (descritor 2.4). Estes
calculos podem ser substancialmente simplificados se se limitar este estudo ao caso
dos quadrados perfeitos (g = a® e 7 = c?).

Por outro lado,
WaxVr)*=(Jo)* x Vr)* = q xr.

Como /g X r é um nUmero positivo (ou nulo), é por definicdo igual a raiz

quadradade g X r:
Jaxr=/Jqxr.

Da mesma forma,

raiz quadrada, \/g =

O reconhecimento de que existe apenas um nuimero racional cujo cubo é igual a um
dado quociente de cubos perfeitos pode ser efetuado de forma andloga ao caso
tratado no descritor 2.4:

2 2
\/E) =D _4 pelo que, por definicdo de

é positivo e (W =

IS
BE

Exemplo
03
a. Calcula (5) .
% , L " . 4
b.* Quantos numeros racionais positivos existem com o mesmo cubo do que 3 ?

p . . . . . - 64
¢. Quantos numeros racionais negativos existem cujo cubo é /gual a E ?

R.:
(4)3 43 64
a. (=) ===—.
3 33 27

— - e 4, . 64 .

b. Os racionais positivos inferiores ajtém cubos inferiores a-~ e os racionais
- . 4, . 64

positivos superiores a - tém cubos superiores a e

. 4, . . . . . L. 64
Conclui-se que 3 €0 Unico numero racional positivo cujo cubo é igual a 2
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2.8

2.9

2.10

2.11

c. O cubo de um numero negativo é negativo, pelo que nao existe nenhum nimero
. . . 64
negativo cujo cubo seja igual a >

4, . . . . 64
Consequentemente, 3 € 0 Unico numero racional que elevado ao cubo é igual a >

O caso dos simétricos de quocientes de cubos perfeitos pode ser tratado de forma
semelhante.

Dados dois numeros racionais g e r quocientes (ou simétricos de quocientes) de
dois cubos perfeitos, pode ser verificado, de forma anéloga ao que foi sugerido a

propésito do descritor 2.4, que tambémosdaog Xre-= (se r + 0).

Observando que (3/q x V)% = (3/q)* x (Vr)® = g xr eque

Y7\’ _ @ _a 3
(?) =~ =y resulta da definicdo de raiz ctbica que Vaxr=3axVr e

3
/7
que\/;—v_

Finalmente, como (—3/q)® = —(3/q)® = —q (¢f ALG7-1.5), {/—q = —/q.

Exemplo

. .3 , 729
Exprime na forma de dizima |— PR
R.:

Por consulta de uma tabela, por exemplo daquela que foi construida a propdsito do
descritor 2.3, 125 = 53 e 729 = 93,

Desta forma,

2| 729 _ 2729 _ VY729 9 18
125 "33 5 10

Deslocar a virgula decimal duas (respetivamente trés) casas para a direita
corresponde a multiplicar por 100 = 102 (respetivamente por 1000 = 103). Se se
obtiver desta forma um quadrado (respetivamente um cubo) perfeito, o nimero
inicial é igual ao quociente de dois quadrados (respetivamente cubos). Facilmente
se calcula entdo a raiz quadrada (respetivamente cubica) do nimero inicial.

Exemplo
Exprime na forma de dizima 3/0,027.

R.:

33 333 3 3
0027 =22 =2 = (E) pelo que /0,027 == =0,3.
Exemplo

Exprime na forma de dizima /0,000081 .
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3.1

33

R.:

2 2
0,000081 = — % 2 o —(9

2
————— = —=——=(—) de onde se conclui que
1000000 106  103%2 103) a

9 9
4/0,000081 = — = —— = 0,009.
' 103 1000 '

O conceito de equacgdo é aqui apresentado recorrendo ao formalismo das fungdes.
De um ponto de vista metodoldgico, poderdo ser efetuadas outras abordagens,
sendo no entanto necessario que o aluno venha a interpretar uma equagdo como
uma igualdade entre duas expressdes, cada uma delas definindo uma fungdo num
certo dominio e para um certo conjunto de chegada.

Note-se que uma mesma expressdo pode definir fungdes diferentes f; e f, (se se
considerarem dominios ou conjuntos de chegada diferentes). Nesse caso, também
serdo distintas as equagdes f;(x) = g(x) e fo,(x) = g(x), onde g é uma fungdo
dada, podendo mesmo ter conjuntos-solucdo diferentes no caso em que os
dominios de f; e f, ndo coincidem.

~ . . ~_ (3
Por exemplo, a equacdo 2x = 3 tem, respetivamente, os conjuntos-solucdo {E} ouo

conjunto vazio { }, consoante se consideram os dominios Q ou N; ja no caso de se
considerarem os dominios Q e Q* (o conjunto formado pelos nimeros racionais

- . . L 3
positivos), os conjuntos-solugdo sdo ambos iguais a {E} .

Dada uma equagdo f(x) = g(x), indica-se frequentemente um dominio comum D
para as duas fungdes utilizando a expressdo «a equagdo f(x) = g(x) em D».

E importante, neste descritor, relacionar a no¢do de equivaléncia com a nogdo de
implicacdo. Pela definicdo dada, duas equacbes sdo equivalentes quando tém o
mesmo conjunto-solucdo. Assim, para se poder afirmar que duas equacgbes sdo
equivalentes, é necessario verificar que toda a solugdo da primeira é solucdo da
segunda e vice-versa. Cada uma destas condi¢Ges traduz uma implicagdo. Se apenas
for verdadeira, por exemplo, a primeira (ser solugdo da primeira implica ser solugdo
da segunda), as equages ndo sdo equivalentes.

Para se ilustrar estas situacGes poderdo ser consideradas, por exemplo, as equacées
x=2ex?=4em Q.

Por um lado, se x = 2, é verdade que x? = 22 = 4. Podemos pois afirmar que ser
solugdo da primeira equagao implica ser solugao da segunda:

No entanto, como (—2)? =4, —2 é solugio da segunda equacio mas ndo da
primeira: a implicagdo inversa da apresentada é falsa e portanto as equagdes ndo
sdo equivalentes.

Por outro lado, é correto afirmar que, em Q, x3 =8 & x = 2, uma vez que sdo
verdadeiras ambas as implicacdes x3 =8 =>x =2ex =2 = x3 = 8.
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3.4

Pretende-se provar, dada uma equagdo numérica f(x) = g(x) e um numero
racional g, que
f)=g) e fx)+q=9x) +q.

Temos portanto de provar duas implicagdes.
Por um lado, é evidente que:
fG)=gx) = fx)+q=9x) +q.
De facto, se a for solugdo da equagdo f(x) = g(x), os numeros f(a) e g(a) sdo
iguais, pelo que também o sdo os nimeros f(a) + q e g(a) + q. O elemento a é

portanto também solugdo da equagdo f(x) + g = g(x) + q.

Por outro lado, se a for solugdo da equagdo f(x)+q =g(x)+q, tem-se
f(a) +q=g(a)+q.Ora:

f@+q=g@+q=f@+q+(=q)=gla)+q+ (.
Portanto,
fl@)=fla)+q+(=q)=g(@+q+ (=9 = g(a).
Acabamos de verificar que:
fG)+qg=9x)+q = fx) = gx).

Fica assim provada a equivaléncia pretendida. Observando que subtrairgq é o
mesmo do que adicionar - q, obtém-se também a equivaléncia

f=gx) e f(x)—q=gx) —q.

Relativamente ao produto de ambos os membros de uma equag¢do numérica por um
ndmero racional g, teremos de forma andloga que:

f)=g(x) =qgxfx)=qxg).

Se g # 0, a implicagdo inversa é também verdadeira: se a for solugdo da equagdo
qxf(x) =qxgx),temosq X f(a) = q % g(a) e:

gxf@=qxg@= -xqxf@=2xqxg(@a)
de onde se conclui que:
fl@)=2xqxf@=2xqxg(a=g(@.
Fica assim provada, para g # 0, a equivaléncia

f) =gx) & qxflx)=qxgk).
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3.7

A equivaléncia (para q # 0)

f) =g(x) &Lf2=22

resulta facilmente desta ultima propriedade, bastando notar que dividir por g é o
mesmo do que multiplicar pelo seu inverso.

Finalmente observemos que, em geral, a multiplicacdo por zero de uma dada
equacdo ndo conduz a uma equagdo equivalente (apenas uma das implica¢des, tal
como foi explicado, é sempre verdadeira).

Por exemplo, o conjunto-solugdo da equagdo 2x = 6, em Q, é o conjunto {3}; ja o
conjunto-solugdao da equagdo 0 X 2x = 0 X 6, nesse mesmo dominio, é todo o
conjunto Q.

Existem varias redagdes possiveis para as provas pedidas. Utilizando por exemplo o
formalismo das fun¢Ges, podemos argumentar da seguinte forma:

Sea=0eb#0

A funcdo definida nos racionais pela expressdo f(x) =ax é a fungdo
constante de valor 0 (ax = 0x = 0), ndo tomando portanto, para nenhum
numero racional, o mesmo valor do que a fungdo constante de valor b # 0.
Logo, a equacdo ax = b ndo tem solugdes.

Sea=0eb=0

A funcdo definida nos racionais pela expressdo f(x) =ax é a fungdo
constante de valor 0 (ax = Ox = 0), tomando assim, para qualquer nimero
racional, o mesmo valor da funcdo constante igual a 0. Logo, todo o nimero
racional é solucdo da equagdo ax = b.

Sea#0

Dividindo-se ambos os membros da equacdo ax = b pelo nimero racional
~ / ~ . a a , s
ndo nulo a obtém-se a equacgdo equivalente x = . Desta forma, - € a Unica

solugdo da equagdo ax = b.
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Organizagao e Tratamento de Dados OTD7

Descritor Texto de apoio

1.2 Exemplo
Determina a mediana do seguinte conjunto de dados:
3,43235,3,41,4222,3,3.

R.:
Dados ordenados: 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3,@ 3,3,3,4,4,4,5.

A mediana é 3.

1.3 Exemplo
Determina a mediana do seguinte conjunto de dados:
10, 20, 10, 10, 15, 10, 20, 20, 10, 10, 10, 20, 10, 10, 10, 15.

R.:
Dados ordenados: 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 15, 15, 20, 20, 20, 20.

10410 _

A mediana é 10.

Exemplo
Determina a mediana do seguinte conjunto de dados:
2,8715781,2,2,2,7, 2.

R.:
Dados ordenados: 1, 2, 2, 2, 2@ 7,7,8,8,15.

) , 247
A mediana é = 4,5,

1.4 Exemplo**
Na turma da Marta fizeram um estudo acerca do numero de idas ao cinema dos
alunos durante o primeiro periodo e concluiram que a mediana era 4. Sabe-se que a
turma tem 27 alunos, que a Marta foi ao cinema sé uma vez e a colega Ana foi 8
vezes.

a. Qual o nuimero minimo e mdximo de alunos que foi ao cinema:
a;. Mais do que 4 vezes?

a,. Menos do que 4 vezes?

b. Sabendo que a média do conjunto de dados é 3, apresenta, justificando, um
possivel conjunto de dados correspondente a este estudo.
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2.1 Exemplo
Observa atentamente o grdfico de barras relativo as faltas dos alunos do 7.2 ano,
turma A, durante o més de setembro. Determina a mediana do conjunto de dados e o
numero médio de faltas.

Faltas no més de setembro (7.2 A)

=
~ o

=
o N

Numero de alunos

o N B~ OO

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Numero de faltas

Dados ordenados:
0,0000000000000,1,1,1,1,1,1,2,2,3,4,4,4,5,12.
—
valores centrais

. 0+1 1
Mediana: — ==
2 2

A mediana é 0,5 faltas.

14X0+6X1+2X2+3+3X4+5+12 _ 42
28 T 28

Média: E.
2

O nimero médio é de 1,5 faltas.
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8.2 ANO

Descritor

11

Numeros e Operagoes NO8

Texto de apoio

No primeiro objetivo geral deste dominio analisa-se a representagdao em forma de
dizima finita ou infinita periddica dos numeros racionais. O algoritmo da divisdao
constitui um instrumento extremamente pertinente na definicdo e justificacao das
propriedades deste tipo de representacao, pelo que é amplamente utilizado nos
descritores que seguem. E importante que os alunos adquiram destreza na
conversdo de fracdes em dizima e vice-versa, enriquecendo assim a compreensao
conceptual do conjunto dos nimeros racionais.

O segundo objetivo geral é consagrado a apresentagdao dos numeros irracionais.
Ndo é a partida intuitivo que existam pontos da reta numérica que ndo sdo
representados por uma fragdo, tendo este assunto ja sido aflorado no 7.2 ano
(ALG7-7) no contexto dos segmentos de reta incomensurdveis. Devera ficar claro
que é o facto de ndo se poderem medir todas as distdncias com numeros
racionais, fixada uma unidade de comprimento, que motiva a introducdo deste
novo conjunto de ndimeros.

Neste descritor retoma-se de forma mais sistematica a representacdo sob a forma
de dizima dos nimeros racionais que podem ser expressos como fracdes decimais,
assunto que ja foi abordado no 1.2 ciclo para alguns casos particulares (cf. NO4-6.3
e NO4-6.4 e respetivos textos de apoio); é também uma boa oportunidade para
recordar a estrutura do algoritmo da divisdo inteira tal como foi analisada nos
textos de apoio relativos aos descritores NO4- 2.1 a NO4-2.4 e aplicada a obtencdo
de uma representagao em dizima dos referidos niumeros racionais no descritor
NO4-6.4.

Exemplo
13 3 87 121

227 53 7 23x5 © 40
a. Obtém a respetiva representaco em dizima come¢ando por transformar cada

Considera os numeros racionais

uma das fracbes em fragées decimais que lhes sejam equivalentes.

b. Obtém novamente as representagées em dizima das fra¢des dadas recorrendo
desta vez ao algoritmo da divisdo.

R.:
13 13x52 325 325
a. — = = =—=23,25;
22 22x52  (2x5)2 100
3x23 24 24 24
= = =——=10,024;

53 53%23  (5x2)3 103 1000

87 _ 87x5% 2175 _ 2175
235 23x5x52  (5x2)3 1000

=2,175;

Comecando por decompor 40 em fatores primos vem 40 = 23 x 5.
121 121 121x52 3025 3025
40 23x5 23x53 (2x5)3 1000
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| 13
1300 4 Z=3'25

10 3,2 5
2 0
0
3000 |125 3
(125 —_=0,024
0500 00 2 4 125
000
87,000 |40
’ [a0 87
070 2,17 5 —L =2175
50 0 40
200
00
121,000|40 121
0100 3,025 70— 3025
2 00
00
Exemplo

Explica, de duas formas distintas, por que razdo o numero % néo possui
representacdo em dizima finita:

a. Utilizando o algoritmo da divisGo.

b.** Mostrando que ndo pode ser dado por uma fragdo decimal.

R.:
a. Utilizando o algoritmo da divisdo inteira, por forma a obter aproximacées na

. 11
forma de dizima de e

1

’

1
2

N O o
oo o
o
w
)

O resto parcial 20 ja foi obtido anteriormente, pelo que o procedimento se
repetira indefinidamente, enquanto continuarmos o algoritmo:

1 00O0..130

0,3 6 6 6 6..

’

1
2

N O O
N O O O
N O O
N O O
o o
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N 11 . - . .
b. Se a fracdo «35” fosse equivalente a uma fracdo decimal, ter-se-ia uma

11

igualdade da forma 30 = Ton” onde a e n sdo nUmeros naturais, de onde resultaria
que

11X 10" =30X%Xa,ouseja, 11 x2"x5"=2Xx3 X5 X a.

Observando a igualdade anterior verifica-se que a decomposicdo em fatores
primos de 11 x 2™ x 5™ é igual a uma decomposi¢do que inclui o nimero 3, o que
é absurdo pois a decomposicdao em fatores primos de um ndmero é Unica.

Observagao: Este raciocinio aplica-se de forma mais geral a qualquer fracao
irredutivel cujo denominador apresente um divisor primo distinto de 2 e de 5.
Assim se pode reconhecer que essas fracbes ndao admitem representacdo em

dizima finita.
1.2 Informagdao Complementar para o professor
13 Uma dizima finita (ndo negativa e de comprimento N) é uma expressdo da forma
1.4
1.11 Ap, A1A5 ... Ay

onde a, é a representagdo decimal de um ndmero natural ou nulo e, paran=1,2,...,N,
a, €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} é um algarismo. Uma dizima finita representa um nimero
racional, de acordo com a identidade

1 1
Ay, A1Ay ... Ay = Agt A X —+ A, X—+ -t ay X —.
0, 4162 N 0 12701 27702 N7 TN

Neste ano letivo introduz-se a nogdo de «dizima infinita», uma expressao do tipo
ay, A1y ... Ay ...

formada pela representagdo decimal ay de um ndmero natural ou nulo e onde, apds a
virgula, esta representada uma sucessdo (isto €, uma “sequéncia infinita”) de algarismos
a, €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, podendo ainda ser afetada de um sinal «—». Nesta
Informagdo Complementar consideraremos apenas dizimas positivas.

Definir em que medida uma dizima infinita representa um nimero é um processo delicado.
Uma primeira ideia consistiria em considerar que a,, a,a, ... a, ... representa uma “soma
infinita” da forma

1 1
1—01+a2 ><1—02+---+an ><1—0n+---
Contudo, adicionar uma infinidade de numeros corresponde matematicamente ao
conceito de «série», fora do ambito do programa do Ensino Basico e do Secundario. Trata-
se, de facto, de uma nocdo dificil de definir e de manipular a este nivel. Diga-se, a este
propdsito, que se ndo forem feitas certas hipdteses sobre os termos a adicionar, uma
“soma infinita” pode até ndo gozar das propriedades mais elementares da adi¢do, como a
comutatividade ou a associatividade! Embora ndo seja o caso das séries associadas as
dizimas infinitas, este facto da ideia das dificuldades inerentes a esse novo conceito. Esta
abordagem nao pode, portanto, ser seguida.

ag+a; X

Antes de definirmos de que forma se pode, de forma mais elementar, associar de facto
uma dizima infinita a um ndmero, recordemos alguns resultados ja conhecidos desde o 1.2
ciclo, envolvendo a aproximagdo de numeros racionais por dizimas, e que permitem
motivar essa defini¢do.

Utilizando o algoritmo da divisdo para aproximar um numero racional (cf. 1.1 e NO4-6.1 a
NO4-6.5), as sucessivas aproximagdes podem nunca conduzir a um resultado exato.
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Determina-se entdo por esse processo uma sucessdo em que cada termo é uma dizima
finita obtida da anterior acrescentando-lhe um algarismo a parte decimal. Ou seja, nesse
caso, as aproximagdes constituem uma sucessdo crescente (em sentido lato) da forma

Qo

ao, al

Ay, 414,
ao, a1a2 e aN

A aproximagdo de comprimento N difere (por defeito) do nimero que se pretende
. 1 .
aproximar menos que g, COMOo veremos adiante .

Com esta motivag¢do, diremos que a dizima infinita ay, a,a, ... a, ... estd associada a um
dado numero x se, para qualquer N, niumero inteiro ndo negativo, truncando a dizima
apdés a ordem N (isto é, eliminando todos os algarismos da dizima infinita que se

encontram apds ay), a dizima finita assim obtida aproxima x com um erro ndo superior a
1

10N °
1
0<x—ayaqa,..ay SW'
. e~ e . e e ’ . 1
llustremos esta defini¢do: a dizima infinita 0,333 ... representa o ndimero racional x = 3

porgue se tem

1 1 1 3 _ 1 _1 1 1 33 1 1

0<--0<1, 0£--03=-—-—==—-<—; 0£--033=z—"—"=—7+<—;
3 3 3 10 30" 10 3 3 100 300 ~ 100
1 1 333 1 1

0<--0333=c-——=—<—;.¢tc,
3 3 1000 3000 — 1000

podendo escrever-se desigualdades analogas independentemente da ordem da truncatura
efetuada a dizima infinita 0,333 ....

E dbvio que este critério fica cumprido com uma dizima finita e 0 nimero que representa,
se acrescentarmos uma sucessdo constantemente igual a zero a essa dizima por forma a
transformd-la numa dizima infinita.

E também fécil verificar que se uma dada dizima infinita a,, a,a, ... a,, ... estd associada
tanto a x como a y, entdo, forcosamente x = y, ou seja, se uma dizima estad associada a
um numero esse numero fica determinado de maneira Unica, o que permite utilizar a
propria dizima, sem qualquer ambiguidade, como uma nova forma de representacdo desse
numero. Diremos entdo, naturalmente, que a dizima representa o numero, podendo
escrever-se X = ag, A1 Ay ... Ay .. .

Para efetuar essa verificagdo basta notar que, das desigualdades
1
10V

resulta, supondo que x < y (se necessdrio trocando as designagdes dos nimeros):

0<x—ayaqa,..ay SIO—N , 0<y—ayaia;..ay <

1

0<y—x=y—ayaay..ay —(x—aya,ay..ay) <y —ay,a,a; ... Ay Sm,

Entdo, se fosse y — x > 0, teriamos para todo o N, 10N < y%x, 0 que é absurdo, ja que se

. ~ . . p . 1
teria entdo um majorante para o conjunto dos nimeros naturais (N <10V < yTx)
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Mostremos entdo como o algoritmo da divisdo, enquanto processo de obter aproximacdes
de um numero representado por uma fragdo %, permite justamente construir uma dizima
que representa esse numero. Para o efeito basta generalizar o argumento utilizado na
Informagdo Complementar para o professor relativa a NO4-6.5, nesse caso apenas para
uma aproximacgdo até as centésimas. Para obter uma aproximagdao como dizima finita, com
erro inferior a mLN’ de um numero racional representado por uma fracao %, sendoger

respetivamente o quociente e o resto da divisdo inteira de 10" x a por b, comecemos por
notar que:

a 10"xa 1 bxqg+r 1 T
_——x_:—x—:(
b b 10V b 10V

+7) ! —( x 1>+(r>< 1)
T7p) 108 =\ 10v) 5 " 10¥
Como a fragéo%é sempre propria (o resto é inferior ao divisor), a diferenca entre %e a

1
10
Ora os algarismos da representacdo decimal de g X

. ~ . r 1 . , ~ . . . 1
aproximacdo obtida g X —, dada por X —5, € um nimero ndo negativo inferior a oN

NLN podem ser obtidos utilizando o
algoritmo da divisdo inteira de 10V X a por b, conduzindo a uma dizima finita da forma
ay,a,0; ... Ay, apds o posicionamento da virgula que resulta da divisdo por 10¥. Como N
é arbitrario, este processo conduz a uma sucessdo de dizimas finitas, tendo a de ordem N
exatamente N algarismos apds a virgula (parte decimal); além disso cada uma delas
obtém-se por aplicagdo do algoritmo da divisdo a um dividendo que difere do utilizado na
ordem anterior apenas pelo acrescento de um zero a direita e mantendo o divisor. Sendo
assim, a dizima na ordem N difere da anterior apenas pelo acrescento do algarismo dessa
ordem apds a virgula, pelo que a sucessdo de dizimas assim definida determina uma dizima
(ag,a,a, ... ay ... ) finita ou infinita consoante o resto da divisdo é ou ndo igual a zero em
algum dos passos, verificando-se portanto para cada N
0 S%—ao,ala2 v Ay <1OLN.

Tomando agora um numero x representado na forma de uma dizima infinita,
X = ay,a,a, ... A, ... 0s alunos poderdo, em casos concretos (ver os Exemplos relativos ao
descritor 1.5) efetuar as seguintes trés manipulagdes algébricas, sem que se pe¢a que as

justifiquem:

1. Multiplicagao e divisao por uma poténcia de 10

Fixado um numero natural k e multiplicando, para cada N = k, todos os membros da
cadeia de desigualdades 0 < x —ay, a4, ... ay < NLN por 10% obtemos a cadeia
equivalente de desigualdades (usando NO4-6.1):

k 1
0<10" Xx —aga,a; ...ay, Ag4q - Ay < ToNk

A dizima finita aga,a; ... Ay, Agyq - Ay tem comprimento N —k , pelo que as
desigualdades acima, verificadas para todos os valores de N nao inferiores a k, significam
que o nimero 10% X x é representado pela dizima infinita aga,a, ... ax, Qg41 - Ay -

Assim, & multiplicacdo por 10¥ corresponde um deslocamento de k casas para a direita da
virgula decimal:

X =0y, a10y ... Gy ... = 10% X x = agaya, ... ay, Agyq - Ay ...

Ou seja, se um numero racional x é representado por uma dizima a4, a;a; ... a, ... entdo a
dizima aya,a, ...y, Qg1 - Gy ... representa o nimero racional 10 x x. A reciproca
também vale, ja que acima foi estabelecida uma equivaléncia entre as cadeias de
desigualdades; ou seja, a divisdo por 10* corresponde um deslocamento de k casas para a
esquerda da virgula decimal.
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2. Separa¢ao de uma dizima infinita na soma de uma dizima finita com uma dizima
infinita

1
Observando que 0<x-—ayaa;.. ay < o & 0<(x—ay)—0aa;..ay < ToF
podemos concluir que se o numero x é representado pela dizima infinita aq, a,a, ... a, ...
entdo o nimero x — a, é representado pela dizima infinita 0, a,a, ... a, ...

Ouseja, x — ay = 0,a,a, ... a, ... e portanto, como x = ay, a,a; ... Ay ...,
A, A10y ... Ay ... = Ag +0,a.05 ... Ay ...

Raciocinio analogo permite observar que se pode “partir” uma dizima infinita em qualquer
ordem:
Qg, Q1A ... Ay ... = g, A105 ... A + 0,00 ...0a1 1Ak 40 -

ou seja, se uma das dizimas ag, a,a; ... a, ... ou 0,00 ...0a,,ay4 ... representar um
numero racional entdo a outra também representa e vale a igualdade acima.

3. Subtragdo de dizimas

Como coroldrio da propriedade anterior, podemos concluir que partes decimais iguais a
partir de certa ordem se anulam por subtragdo, obtendo-se assim uma dizima finita.

Dados dois nimeros representados por dizimas infinitas iguais a partir de uma ordem k
X =Qy,a,0y ... A_1AyQyyq1 - € Y = by, b1by ... bp_1a1Q14q -,
X—Y=0ay,0a.0; ... Ax_1AxQx41 - — bo, Dby . Dp_105 Q41 -
= ay, Q14, ... Qg1 + 0,00 ...0a,ay4q ... — (bg, by1by ... b1 +0,00...0a,a,,q ...)

= ao, alaz ak_l - bo, blbz bk—l'

E relativamente facil observar que o algoritmo da divisdo apenas produz dizimas finitas ou
dizimas infinitas periddicas. Com efeito, sabemos que, apds cada divisdo, o resto obtido é
sempre inferior ao divisor. Assim, durante o calculo da parte decimal do quociente e caso o
algoritmo ndo termine (o algoritmo termina quando se obtém um resto nulo) ocorre
obrigatoriamente a repeticdo de um resto parcial, ao fim de um ndmero de itera¢des no
maximo igual ao valor do divisor: a dizima obtida é periddica e o periodo tem um numero
de algarismos inferior ao divisor.

Inversamente, dada uma dizima infinita periddica, as manipulagdes algébricas efetuadas a
propdsito do descritor 1.5 (cf. Texto de Apoio, adiante), e que utilizam as trés propriedades
algébricas acima enunciadas, permitem obter sob a forma de fragdo um numero racional
que se verifica ser representado por essa dizima. Ou seja, qualquer dizima infinita
periddica representa um nimero racional.

Desta forma, nesta fase, apenas podemos garantir que as dizimas finitas ou infinitas
periddicas representam de facto nimeros conhecidos (os numeros racionais) e que,
inversamente, qualquer numero racional pode ser representado por uma dizima finita ou
infinita periddica.

Além disso, veremos em seguida que duas dizimas representando o mesmo ndmero
racional (com uma excec¢do que ndo afeta a conclusdo seguinte) tém de ser constituidas
por uma mesma parte inteira e iguais sucessoes de algarismos apds a virgula (identificando
as finitas com as infinitas de periodo «0»), pelo que dizimas infinitas ndo periddicas ndo
podem representar numeros racionais. De facto, estes ja admitem sempre uma
representacdo como dizimas finitas ou infinitas periédicas, como acabamos de verificar. A
interpretacdo das dizimas infinitas ndo periddicas como representa¢des de numeros (de
natureza distinta dos racionais) sera tratada no segundo objetivo geral deste dominio.

Convém ainda salientar que a representacdo em dizima infinita periddica dos nimeros
racionais ndo é biunivoca (excegdo atras referida). Por exemplo, utilizando as operacgdes
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algébricas justificadas acima e admitindo que 0, (9) = 0,999 ... representa de facto um
numero racional (o que sera justificado adiante, a propésito do descritor 1.5):

10x0,999..-0,999..=999..-0,99..=9,
de onde se deduz que 9 X 0,999 ... = 9 e portanto que 0,999 ... = z, ou seja

0,999 ..=1.

O mesmo processo permite mostrar que é possivel representar qualquer dizima finita na
forma de uma dizima infinita periddica de periodo 9 :

0,45 = 0,44(9) , 0,312 = 0,311(9) ...etc.

Este é o Unico impedimento a unicidade da representagao em dizima infinita peridédica dos
numeros racionais (identificando, como atras foi referido, as dizimas finitas com as infinitas
de periodo «0»). De facto, se k for a mais pequena ordem em que a representacgdo de dois
nimeros x e y difere: x = ay, a1 a;, ... Qg_1ay ... € ¥ = Ay, A1Q5 ... Ag_1 by ... (A # by),

xX=y
S Ay, A105 . Ap_10g . = Ay, A1y . Qg_1Dg .. © Ag, Apy1Qpgz - = by, byy1bisa.
Denotando z = ay, Qg11Qkyz - = bg, bgi1brsz ., por definigdo da representagdo em

dizima infinita, para qualquer nimero natural N:

1
10N
supondo, sem perda de generalidade, que a; > by:

1
0<z-—aagq Ay < e 0<z—Dby,bygyq - briny < oW de onde se deduz,

0

0 < ay, Ag+41 - Aksn = biy D1 - Dy =

=2z = by, byy gy — (2 — Qpy Ay o Apyn) 2 = by, by by <

107
= 0 < agQg41Qp41 - Qern — Dbyrbprs - bray <1
= Qplp410ks1 - Arn ~ Dibprabiss o bray =1
= Ay Qg110k+1 - Asn = Dibrabr ey + 1.
Esta Gltima igualdade, uma vez que a; > by, s6 é possivel se by,1 = by =+ = by =
9, i1 =Apez = =apn=0 e a, =b,+1 (veja-se a justificagdo adiante). A

arbitrariedade de N garante entdo que ay, a,a, ...a, ... tem os algarismos todos nulos a
partir da ordem k+ 1, ou seja, é equivalente a dizima finita ag,a a, ...ax_1a; €
by, bib, ... b, ... é a dizima infinita periddica ay, a;a; ... ax_1bx(9) onde b, = a;, — 1, como
pretendiamos provar. Ou seja, quando duas dizimas representam o mesmo numero
racional e ndo tém os algarismos correspondentes todos respetivamente iguais entdo uma
delas é uma dizima finita e a outra é a que se obtém diminuindo uma unidade ao ultimo
algarismo néo nulo da dizima finita e fazendo seguir esse algarismo de uma sucesséo de

algarismos constantemente iguais a 9.

Para verificarmos que da igualdade ayay41Qx41 - Qieny = Dxbrsr1brsq - bran + 1 com
ay > by resulta, de facto, byy1 = bpyy = =bpyny =9, 041 = Az ==y =0e
b, <9, a; = by + 1, notemos que quando se adiciona uma unidade a um nimero natural,
a respetiva representacdo decimal apenas se altera na ordem das unidades, a menos que o
algarismo das unidades seja igual a «9», caso em que passa a ser «0» e, nesse caso, o da
ordem seguinte é adicionado de uma unidade, se ndo for «9», e passa a «0» no caso
contrario; repetindo este raciocinio tantas vezes quantas for necessario, conclui-se que o
Unico caso em que ha alteracdo no algarismo de maior ordem ocorre quando os restantes
algarismos sdo todos iguais a nove e, nesse caso, passam todos a zero e o de maior ordem
ou ¢ adicionado de uma unidade, se ndo for «9», ou é substituido pelo grupo «10» se for
«9». Esta Ultima alternativa ndo pode ocorrer, com a hipdtese feita, pois implicaria que
uma das representagdes teria mais um algarismo que a outra.
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Finalmente, pode observar-se que o algoritmo da divisdo ndo produz dizimas infinitas de
periodo «9». Com efeito, ja referimos que tais dizimas representam sempre um numero
racional que pode ser alternativamente representado por uma dizima finita, ou seja, um
numero racional que pode ser representado por uma fragdo decimal. Ora, aplicando o
algoritmo da divisdo aos termos de uma fragdo equivalente a uma fragdo decimal, somos
forcosamente conduzidos a um resto zero ao fim de um numero finito de passos (cf.
Informagdo Complementar para o professor, CA-1.2 Ciclo, NO4-6.4); como seriam estes os
Unicos casos em que poderiam ocorrer dizimas de periodo «9», por aplicagao do algoritmo
da divisdo, concluimos que tais dizimas nunca ocorrem nesse processo. Portanto, das duas
alternativas para representacdo de um nimero racional por dizimas nos casos em que nao ha
unicidade, o algoritmo da divisdo conduz sempre a que nao é infinita de periodo «9».

Exemplo

. . . . 12 135
Considera os numeros racionais — e —.
105 300

a. Indica qual destes numeros admite uma representa¢éo em dizima finita.
b. Representa-os na forma de dizima finita ou infinita periddica.

R.:
a. Em primeiro lugar vamos obter fragdes irredutiveis equivalentes as fracGes

dadas:
12 22x3 22

12 =2?x3, 105=3><5><7,IogoE—3X5X7—5X7.

. . 12, .. -
O numero racional Tos Né0 pode ser representado por uma dizima finita uma vez

qgue o denominador da fracdo irredutivel que o representa tem um divisor primo
distinto de 2 e de 5 (o divisor 7).
135 33x5 32

135 =33x5, 300=22x3x52logo — = =—_
300 22x3x52  22X5
Nesta ultima fracdo, os Unicos divisores primos do denominador sdo os nimeros 2

e 5. A fragdo possui portanto uma representagdo em dizima finita.

b.
12 0000O0O00O0 1 05
150 01142857
0450
03 00O
0900
06 00
0750
015

Obteve-se o primeiro resto parcial repetido. O periodo minimo é pois «142857 »:
22 = 0,1(142857).

105
. N ~ 135 135 32 32x5 45
Relativamente a fragdo —, tem-se: — = —— =——=—=0,45.
300 300 22x5  22x5 100
1.5 Para obter explicitamente uma fracdo equivalente a uma dada dizima infinita

periédica pode comecar por supor-se que esta representa, de facto, um ndmero
racional r, o que permite exprimir como dizima o produto de r por uma poténcia
de 10 com expoente igual ao nuimero de algarismos do periodo da dizima,
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subtraindo-se ao numero assim obtido a dizima inicial; o resultado é uma dizima
finita, que pode portanto ser expressa como fracdo. O numero racional r pode
agora também ser determinado sob a forma de fracdo, resolvendo a equacdo em r
a que se chegou por este processo.

Como se supods a partida que a dizima representa um nimero racional, o que nao
foi ainda provado, é necessario verificar que o numero racional representado pela
fracao assim obtida é, de facto, representado pela dizima inicial, questdo que serd
analisada na Informagdao Complementar para o professor mais adiante, neste
mesmo texto de apoio. Este processo encontra-se ilustrado no exemplo seguinte.
As operacoes aqui utilizadas estdo justificadas na Informacdao Complementar para
o professor relativa ao descritor anterior.

Exemplo
Representa na forma de fragcdo os numeros racionais dados pelas seguintes
dizimas periddicas:

a 3,(4)
b. 1,(45)
c. 7,226(72)
d. 0,09

R.:
a.10 x 3,(4) —3,(4) = 34,444 ...— 3,444 ... = 31.

Mas 10x3,(4)—3,(4)=(10—-1)x3,(4) = 9% 3,(4),
31

pelo que 9 x 3,(4) =31, o0useja, 3,(4) = .

b. 100 x 1,(45) — 1,(45) = 145,4545 ... — 1,4545 ... = 144.

99 x 1,(45) = 144 ouseja, 1,(45) = %

c. 100 X 7,226(72) — 7,226(72) = 722,6727272 ...— 7,226727272 ... =
= 722,672 — 7,226 = 715,446.
715,446 _ 715446

99 x 7,226(72) = 715,446 pelo que 7,226(72) = —S— = .

d. 10X 0,(9) —0,(9) = 9,99 ...— 0,99 ... = 9.
9%0,(9)=9 e 0,(9) =§, ouseja, 0,(9) = 1.

Informacdo Complementar para o professor

Como atras foi referido, o processo utilizado para se obter explicitamente uma fragdo que
representa o nimero racional que é também representado por uma dada dizima infinita
periddica, parte do pressuposto de que um tal nimero existe. Assim, em rigor, tal processo
apenas garante que se esse numero existir tem de ser dado por determinada fragdo que se
obtém de forma explicita. Ficou por provar que o niumero racional assim determinado é de
facto representado pela dizima inicial, ou seja, que cumpre o critério para que a dizima
infinita o represente. Para esse efeito comecemos por notar que basta analisar as dizimas
infinitas periddicas da forma:

0,(a; ... az)
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De facto, qualquer outra dizima periddica pode decompor-se na soma de uma dizima finita
- - 1 - . o
com o produto de uma dizima como esta por uma poténcia de T entdo, as manipulagdes

algébricas que foram justificadas na Informagdo Complementar para o professor relativa
aos descritores 1.2 a 1.4 permitem concluir que se uma qualquer dizima da forma
0, (a; ... ay) representar um numero racional, entdo qualquer dizima infinita periddica
também o fara pois obtém-se de uma deste tipo utilizando as operagGes algébricas que
acabdmos de referir.

O processo que atrds utilizdamos permite-nos concluir que o Unico numero racional que
podera ser representado por 0, (a, ... a;) sera:

aj..ax _ Q.0
10k—-1 9..9

(onde no denominador da segunda fragdo se representa uma sequéncia de k copias do
algarismo 9). Pretendemos assim mostrar que este numero racional é, de facto,
representado pela dizima 0, (a; ... a;); para o efeito temos de efetuar as estimativas
adequadas para a diferenga entre it)kff e as dizimas finitas que se obtém de 0, (a; ... ai)
por truncaturas de comprimentos sucessivamente maiores.

Comecemos com o caso da dizima 0, (9); para cada N, nimero inteiro ndo negativo,
10N-1
10N
pretende representar, no primeiro membro, a seguir a virgula decimal, uma sequéncia
de N cépias do algarismo 9). Entdo é facil concluir que esta dizima representa de facto o

numero 1, pois:

truncando 0, (9) depois da N-ésima casa decimal, obtém-se 0,9...9 = (onde se

10v-1_ 1
108 10V

Pelo que fica verificado o critério que justifica ter lugar essa representacgao.

1-09..9=1-

Resta analisar os casos das dizimas 0, (a, ... ai) para as quais pelo menos um dos a;

a..a

L~k < 1 e podemos

10%-1
.ag

~ aj.. ,_e . . . . . T .-
obter a representacdo de J)k , em dizima finita ou infinita periddica utilizando o

(j=1,...,k) é distinto do algarismo 9; nesse caso, em particular,

algoritmo da divisdo inteira (cf. Informagcdo Complementar para o professor relativa aos
descritores 1.2 a 1.4), comegando por notar que o quociente da divisdo inteira de a, ... a;
por 10% — 1 é, neste caso, 0 e o resto, evidentemente, a; ... ay, pelo que a representagdo
em dizima serda da forma 0, ...e a determinacdo da parte decimal comeca pela divisdo
inteira de a; ... a;0 por 10X — 1. O que foi visto acerca deste algoritmo garante que
multiplicando o numerador da fragdo por uma poténcia adequada de 10 de expoente ndo
superior a k se obtém resto zero na correspondente divisdo ou entdo ha repeticdo de um
resto parcial ndo nulo ja obtido com um expoente menor e fica assim determinado o
periodo dessa representacdo em dizima, que é nesse caso infinita periddica. Ora:

a .. ap X 10¥ = a; ... ap X (10¥ = 1) + a; ... a;

sendo a; ... @, < 10¥ — 1, atendendo a hipdtese feita. A equacdo traduz portanto uma

divisdo inteira, cujo quociente e resto podem assim ser também obtidos aplicando o
a1...akx10k
10k—-1

portanto ao primeiro resto parcial (por se tratar de uma fragdo prépria, como acima vimos)

pelo que podemos parar o processo e concluir que os algarismos do quociente obtido
e e~ ~ . . .. s a

nesta divisdo se vao repetir indefinidamente na dizima que representa

ai..ag
10k-1

algoritmo da divisdao a . Mas o resto agora obtido é igual ao dividendo inicial e

1. Ak .
ok, OU seja,

=0, (ay ... a) como pretendiamos.

1.6 Os procedimentos estudados permitem reconhecer que qualquer nimero racional
ndo negativo pode ser representado por uma dizima nao negativa finita ou infinita
periédica e que, inversamente, qualquer dizima ndo negativa finita ou infinita
periddica representa um nimero racional ndo negativo. Considerando também as
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dizimas afetadas de um sinal negativo, estes resultados estendem-se ao conjunto
dos numeros racionais.

Este descritor diz essencialmente que se ignorarmos as dizimas de periodo «9», e
se identificarmos as dizimas finitas com as infinitas cuja parte decimal é
identicamente igual a zero a partir de certa ordem (ou seja, as de periodo «0»),
esta correspondéncia é biunivoca. Uma justificacdo desta propriedade, ainda que
informal, é no entanto dificil de obter neste nivel de escolaridade, pelo que apenas
pode ser exigido que os alunos conhecam o resultado (cf. Informacdo
Complementar para o professor, 1.2, 1.3 e 1.4, para uma justificagdo completa).

1.7 Exemplo
Efetua a decomposicdo decimal do numero racional 32,127.

R:32,127=3%x1014+2x10°4+1x10"14+2x 1072+ 7 x 1073.

1.12 Exemplo

Representa na reta numérica o numero racional 1,1(6) comegando por representd-
lo na forma de fracéo e em seguida como numeral misto.

R.: Comegcamos por representar este nimero na forma de fragdo:

10 x 1,1(6) — 1,1(6) = 11,666 ...— 1,166 ... = 11,6 — 1,1 = 10,5.

0,5 05
Desta forma, 9 X 1,1(6) = 10,5 pelo que 1,1(6) = 17 = 19—0 = 2.
~ . 7 1
Representando a fracdo na forma de numeral misto, tem-se 5= 15.
Para representar o ponto de abcissa 1,1(6) construimos entdo um segmento de
. 1. . .
reta de comprlmentoge justapomo-lo ao segmento de reta cujas extremidades

sdo representadas pelos nimeros 0 e 1 (ver GM7-4.14).

2.1 Neste descritor exibe-se pela primeira vez um ponto da reta numérica que nao
pode ser representado por um nuimero racional, ilustrando-se assim uma limitagdo
fundamental dos niumeros racionais.

_______ N
N
LA
N
—t >~
1

A

*-------9
N
~

O

Considerando um ponto A da reta numérica tal que OA é igual ao comprimento da
diagonal de um quadrado de lado 1, podera utilizar-se a constru¢ao apresentada
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2.2
2.3
2.4
2.5

no descritor GM7-7.4 para argumentar que ndo existe nenhum nimero racional d
igual 3 medida do comprimento de [OA] (e, consequentemente, ndo existe um
numero racional que represente o ponto 4 na reta numérica). A igualdade d? = 2,
que ai é explorada, podera ser obtida de forma mais expedita caso ja tenha sido
estudado o Teorema de Pitdgoras.

No primeiro objetivo geral deste dominio as dizimas infinitas periddicas foram
interpretadas como representagdes de nimeros racionais. E agora necessario
explicar que sentido pode ser dado as dizimas infinitas ndo periddicas e em que
medida representam também numeros.

E esse o intuito do presente descritor, que fornece uma interpretacdo geométrica
de qualquer dizima, finita ou infinita, periddica ou ndo periddica. Pretende-se que
esta construgdo seja feita em exemplos concretos:

Consideremos por exemplo o seguinte ponto A da semirreta numérica positiva:

o A
o

Comecamos por justapor, a partir da origem, segmentos de reta de medida de

) . 1 ,
comprimento igual a To0 = 1 até que um deles contenha o ponto A.

® O
[ 33

Neste exemplo, o ponto A encontra-se entre os pontos de abcissa2 e 2 + 1, pelo
que, com as notag¢des do descritor, ay = 2.

® O
[ 3

Justapomos agora, a partir do ponto de abcissa 2, segmentos de reta de medida
. . 1 -
de comprimento igual a o 1071,

L]
w

o]
@

4 4

-+

2 AP
s 5,7
2+ 243

. . 6 7
O ponto A encontra-se situado entre os pontos de abcissa 2 + o€ 2+ o tem-se
a1 = 6.

L =

®0
+

6
2+—

Repete-se este processo com segmentos de reta de medida de comprimento

Lo 1 1
iguais a — , — ...etc.

8 102’ 103

Vai-se assim construindo progressivamente uma dizima da forma ay, a;a; ... No

presente exemplo, esta dizima é igual a 2,6 ...
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Esta dizima fica associada ao ponto A, podendo ocorrer uma de trés
possibilidades:

e O processo termina apds um numero finito de etapas, com a coincidéncia
do ponto A com uma extremidade de um dos intervalos, obtendo-se
portanto uma dizima finita. Neste caso, a dizima corresponde a fracdo
decimal que representa o niUmero racional abcissa de A.

e A dizima obtida é infinita periddica. Neste caso, a dizima representa o
numero racional abcissa de A.

e A dizima obtida é infinita ndo peridédica. Neste caso A é um ponto
irracional e a dizima deve ser interpretada como representacdo de um
numero, dito «nimero irracional», medida da distancia entre a origem e A
e que também designaremos por abcissa de A.

Para os pontos da semirreta negativa procederiamos de modo analogo, obtendo
deste modo as abcissas de todos os pontos desta semirreta, representadas por
dizimas finitas ou infinitas (periddicas ou ndo), afetadas de sinal «—», juntando-se
assim 0s numeros irracionais negativos aos racionais negativos ja nossos
conhecidos. O préprio processo de construcdo da dizima associada a um ponto da
reta numérica garante que pontos simétricos em relacdo a origem sdo
representados por dizimas simétricas uma da outra (ou seja, que diferem apenas
no sinal); em particular, o simétrico de um ponto irracional € um ponto irracional.

Informagao Complementar para o professor

Também se prova, reciprocamente, que cada dizima, finita ou infinita, periddica ou ndo
periddica, representa a abcissa de um ponto da reta numérica e que a correspondéncia
assim estabelecida entre pontos da reta numérica e dizimas (afetadas ou ndo de sinal
menos) é biunivoca, desde que se excluam as dizimas infinitas periddicas de periodo «9» e
utilizando a interpretagdo acima referida das dizimas finitas como dizimas infinitas
periddicas de periodo «0» (cf. texto de apoio ao descritor 1.6). Com efeito, no caso de uma
dizima finita ou infinita periddica, sabemos construir geometricamente um ponto na reta
numérica de abcissa igual ao numero racional representado por essa dizima (1.12); se a
dizima for infinita ndo periddica a respetiva truncatura de comprimento N é abcissa de um
ponto Py da reta, ja que se trata de dizima finita. Obtemos assim uma sucessdo (Py)yen
de pontos na reta numérica tal que as distancias entre P,, e B, sdo numeros racionais que
se tornam “tdo pequenos quanto o desejarmos se n e m forem suficientemente grandes”
(diz-se que a sucessdo é «de Cauchy»). Qualquer axiomatica adequada para a Geometria
Euclidiana permite demonstrar que, em consequéncia, existe um ponto P na reta numérica
para o qual os pontos Py “convergem”, no sentido em que as distancias entre Py e P se
tornam “tdo pequenas quanto o desejarmos desde que tomemos N suficientemente
grande”; trata-se de propriedade estreitamente relacionada com o chamado «axioma de
completude» que, em alguma das possiveis versGes equivalentes, é essencial a
caracterizacdo do espago da Geometria Euclidiana. Dai resulta facilmente que a abcissa de
P é exactamente o numero irracional representado pela dizima infinita ndo periddica dada,
no sentido acima definido. Além disso, no quadro de uma tal axiomatica, também é
possivel demonstrar que existe apenas um ponto da reta numérica com uma dada abcissa.
Esta unicidade resulta da chamada «propriedade arquimediana» que pode formular-se
dizendo que, fixada uma unidade de comprimento, qualquer segmento ndao degenerado

. . s 4 . . . 1

(ou seja de extremos distintos) contém um segmento de medida de comprimento igual a -

para n suficientemente grande; daqui resulta, por exemplo, que, na reta numérica, o Unico
A . . . 1 . L .

ponto a uma distancia da origem inferior a —para todo o n é a prdépria origem, resultado

gue se estende a qualquer outro ponto da reta numérica. A propriedade arquimediana, em
conjunto com a acima utilizada, que garante a existéncia do ponto P, limite da sucessdo
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(Py)nen atras construida, constitui uma das possiveis versbes do referido axioma de
completude.

2.7 Ap0s se efetuarem as extensdes mencionadas neste descritor, devera notar-se que
as funcdes lineares e afins, definidas no 7.2 ano como funcbes de Q em Q, se
estendem de forma natural a funcdes de Rem R, ja que apenas envolvem
operacoes algébricas agora com sentido em R.

Exemplo

Neste exemplo ilustra-se um método geométrico para determinar o produto de
dois numeros reais. Mais precisamente, dada uma reta numérica de origem O, e
dois numeros reais positivos a e b, abcissas respetivamente de dois pontos A e B,
pretende-se construir, nessa mesma reta, o ponto P de abcissa a X b.

Com este fim, designemos por U o ponto de abcissa 1 e consideremos uma reta
auxiliar OR distinta da reta numérica inicial.

a. Seja S a interse¢cdo de OR com
a reta paralela a UR que passa por B.

Mostra que b = o5

OR voa B
b. Seja P a intersegdo de OU com 1oa b
OP 0S5
Mostra que — = —.
a OR

c.  DeduzqueOP = a X b.

o]

d. Utiliza este método geométrico para obter aproximadamente o valor do
produto 3,8 X 1,4, comecando por marcar, numa reta numérica com unidade igual
a 1 centimetro, os pontos de abcissas 3,8 e 1,4 com o auxilio de uma régua
graduada.

Observagao

Na verdade, este método também é aplicavel a situagdo em que a e b sdo dois
guaisquer numeros reais, ndo necessariamente positivos, facto ilustrado nas trés
figuras seguintes.
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Exemplo

No livro A Geometria, Descartes preconiza um outro método para obter
geometricamente o produto de dois nimeros reais positivos a e b. Com efeito,
representa igualmente o ponto A de abcissa a, na reta numérica OU (em que U
tem por abcissa 1) e B, de abcissa b, numa reta numérica distinta com a mesma
origem O e a mesma unidade.

Tracando agora a paralela a UB que passa por A, o ponto de intersecdo desta reta c
OB, designado por P, terd abcissa a X b.

P
B
O
U A
Justifica este resultado.
2.8 Os alunos podem comecgar por recordar que na decomposicdo em fatores primos

de um quadrado perfeito apenas figuram expoentes pares, o que terd sido visto no
7.2 ano, a propdsito do descritor GM7-7.4.

Exemplo
Considera os numeros naturais n = 48 e m = 50.
a. Decompdbe n em em fatores primos:
b. Obtém a decomposicdo em fatores primos de n? e m?.

R:a.n=48=2*%x3 em =2 x 52

b. 482 = (2% x 3)2 = 24%2 x 32 = 28 x 32,
502 = (2 x 52)2 = 22 x 52X2 = 22 x 5%,

Exemplo
Calcula a raiz quadrada dos seguintes numeros naturais comegando por decompd-
los em fatores primos:

a. 2025;

b. 32400.

R.:

a. 2025 = 3* x 52 = (32 x 5)? = 452 logo V2025 = 45.
b. 32400 = 2% x 3* x 52 = (22 x 32 x 5)%2 = 1802 logo /32400 = 180.
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Exemplo*
Justifica que a decomposicGo em fatores primos de um quadrado perfeito apenas
apresenta expoentes pares.

R.:

Um quadrado perfeito é um nimero da forma n?, onde n é um nimero natural.
Para o decompormos em fatores primos, podemos comegar por decompor n em
fatores primos e em seguida aplicar a regra de poténcias utilizada nos exemplos
anteriores. Todos os expoentes serdo multiplicados por 2, logo serdo numeros
pares.

Para reconhecer que V2 é um ndmero irracional, podemos invocar o descritor

GM?7-7.4, ja que o resultado a que se refere significa que ndo existem numeros
2

naturais a e b tais que Z_Z = 2; ou seja, 2 ndo pode ser o quadrado de um numero
racional positivo. Como estd expresso no descritor 2.7, existe um Unico nimero
real positivo cujo quadrado é igual a2 e que se designa por /2, mas, pelo que
acabdmos de ver, tal nUmero ndo pode ser racional, ou seja, tem de ser irracional.
Apresenta-se em seguida esse mesmo raciocinio aplicado a irracionalidade de V5.

Exemplo**
Mostra que /5 é um ndmero irracional.

P . . a ~ ’
R.: Se V5 fosse um numero racional, ter-se-iaV/5 = b onde a e b sdo numeros

naturais. Desta forma, 5 X b? = a?.

Todos os fatores primos de a? figuram com expoente par na respetiva
decomposicdo. O mesmo acontece aos fatores primos de b2. Assim, o expoente do
fator primo 5 na decomposicdo de 5 X b? é um nimero impar, o que é absurdo,
uma vez que 5 X b% = a?. Daqui se conclui que V5 n3o pode ser escrito sob forma
de fragdo, logo trata-se de um nimero irracional.

2.9 Exemplo*
Constrdéi um tridngulo retdngulo com um dos catetos coincidente com o segmento
de extremos na origem O e no ponto R, de abcissa 1 de uma reta numérica e o
outro cateto também unitdrio, e em sequida resolve as alineas seguintes:

a. Utilizando um compasso, determina o ponto R, da reta numérica com
abcissa igual a medida do comprimento da hipotenusa do tridngulo.

b. Constréi um tridngulo retdngulo com uma dos catetos coincidente com
[OR,] e o outro unitdrio e, utilizando um compasso, determina o ponto Ry
da reta numérica com abcissa igual a medida do comprimento da
hipotenusa do tridéngulo.

c. Utiliza o processo que foi indicado nas alineas anteriores para construires o
ponto R, a partir de R e o ponto R3 a partir de R, por forma a obteres
agora, sucessivamente, um ponto R, a partir de R3 e um ponto Rs a partir
de R,.

d. Mostra que, para cadan = 1,2,3,4,5 0 ponto R,, da reta numérica tem
abcissa \/n.

e. Constréi numa reta numérica um ponto de abcissa \/7.
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3.1 Tal como para os racionais, podemos agora dizer, estendendo a ordenacdo dos
numeros a R, que um numero real x é maior do que um ndmero real y (x > y) se
o ponto de abcissa x pertencer a semirreta de sentido positivo com origem no
ponto de abcissa y, ou, de maneira equivalente, se a semirreta de sentido positivo
associada a x estiver contida na semirreta de sentido positivo associada a y. Desta
caracterizagdo resulta imediatamente que, se x >y e y >z, entdo x >z
(propriedade transitiva), muito simplesmente pela transitividade da inclusdo
aplicada as semirretas de sentido positivo associadas aos referidos nimeros. Além
disso, dados numeros reais x e y, os pontos dos quais sdao abcissas, ou coincidem
e, nesse caso, x =y, pelo que acima se viu (a abcissa de um ponto ficou bem
definida), ou a semirreta de sentido positivo com origem num deles esta contida
na semirreta de sentido positivo com origem no outro, ja que é essa a definicdo de
semirretas com o mesmo sentido, quando tém a mesma reta suporte; mas isso
significa que ou se temx > y ouy > x. Daqui resulta a chamada propriedade
tricotdmica: para quaisquer numeros reaisx ey, oUxX =youx >youy > x,
podendo apenas ter lugar, em cada caso, uma destas relacdes.

3.2 A correspondéncia estabelecida entre nimeros reais e pontos da reta numérica
utilizando as representacées em dizima revela que, dados dois numeros positivos,
se tiverem partes inteiras distintas, € maior o que tem maior parte inteira e se
tiverem partes inteiras iguais, é maior o que tiver maior o algarismo da maior
ordem decimal em que as duas dizimas diferem (excluindo o caso das dizimas de
periodo «9»), ou seja, em qualquer caso, para se compararem dois humeros reais
dados através das respetivas representacdes em dizima e excluindo as
representacdes em dizima de periodo «9» hd que comparar sucessivamente os
algarismos a partir do de maior ordem decimal até se encontrar uma ordem em
que as dizimas difiram; entdo serd maior o nimero para o qual o algarismo dessa
ordem for maior.

Exemplo**
Seja a o numero real de parte inteira igual a 0 e parte decimal dada por uma
sucessdo envolvendo apenas os algarismos 1 e 0, comegando por 1 e inserindo-se
sucessivamente entre cada duas ocorréncias do algarismo 1 um numero de
ocorréncias do algarismo 0 comecando em um e sucessivamente acrescentado de
uma unidade (ou seja: a = 0,101001000100001 ...).

a. Serd a um numero racional? Porqué?

b. Compara a com o nimerob = 0,101001000100001(000001).

R.:

a. A dizima que representa a nao pode ser periddica; de facto suponhamos que o
era e sejak o comprimento de um periodo. Pela definicgdo do numero a, na
respectiva representacdo decimal, depois de certa ordem, que poderiamos
escolher ja posterior a primeira ocorréncia do periodo, encontrariamos 2k zeros
seguidos; mas isso obrigaria o periodo a ser constituido apenas pela repeticao do
algarismo zero k vezes, ou seja, a seria dado por uma dizima finita, o que
manifestamente ndo acontece, jd que o algarismo 1 ocorre na sucessdo dos
algarismos de a em ordens arbitrariamente grandes.

Portanto a ndo é um numero racional, ou seja, € um numero irracional.

b. Até ao algarismo anterior ao periodo da representacdo decimal de b esta
coincide com a representacdo decimal de a; sdo também iguais, respetivamente,
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os algarismos que constituem a primeira ocorréncia do periodo e os
correspondentes da representacdo decimal de a, mas, na segunda ocorréncia do
periodo, o ultimo algarismo é igual a 1, ao passo que os correspondentes
algarismos da representag¢do decimal de a sdo todos iguais a 0. Assim, b > a.
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Geometria e Medida GM8

Descritor Texto de apoio

1.1 Neste objetivo geral o Teorema de Tales e a semelhanga de triangulos sdo aplicados a
uma particao do tridngulo retangulo que por sua vez é utilizada para a demonstracao
do Teorema de Pitagoras.

Exemplo*
O tridngulo [ABC] é retdngulo em C e [CD] é c
a altura do triGngulo relativa a hipotenusa.

a. Justifica que os triGngulos [ABC] e

[ACD] séo semelhantes.

b. Justifica que

c. Justifica que

R.: a. Os tridngulos [ABC] e [ACD] sdo ambos retangulos, o primeiro por hipdtese e o
segundo porque [CD] é a altura relativa a [AB] e, por outro lado, o dangulo interno
de vértice em A é comum aos dois tridngulos. Assim, pelo critério AA de
semelhanca de tridngulos (GM7-4.10) pode concluir-se que os dois tridngulos sdo
semelhantes.

b. A hipotenusa do tridngulo [ABC] corresponde a hipotenusa do tridngulo [ACD],

ou seja, [AB] corresponde a[AC]. O angulo de vértice A é comum aos dois

triangulos, logo os lados que se lhe opdem sdo correspondentes, ou seja,

[BC] corresponde a [CD]. Finalmente [AC] corresponde a [AD]. Como, em

triangulos semelhantes, os comprimentos dos lados correspondentes sdo
4D

. . . AC cD
diretamente proporcionais, tem-se que: — = — = —.
AB c BC

>
.70
-

{//

&

w

>O

lw]
>
O 6
w

J

c. Os triangulos [ABC] e [CBD] sdo ambos retangulos, o primeiro por hipdtese e o
segundo porque [CD] é a altura relativa a [AB] e, por outro lado, o dngulo interno
de vértice em B é comum aos dois triangulos. Assim, pelo critério AA de
semelhanca de triangulos (M7-4.10), os dois triangulos sdo semelhantes.

>
[ ]
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1.2

1.3

A hipotenusa do tridngulo [ABC] corresponde a hipotenusa do tridngulo [CBD],
isto é, [AB] corresponde a [BC]. O angulo de vértice B é comum aos dois
triangulos, logo os lados que se lhe opdem sdo correspondentes, ou seja,
[AC] corresponde a [CD]. Finalmente [BC] corresponde a [BD]. Como, em

triangulos semelhantes, os comprimentos dos lados correspondentes sdo
diretamente proporcionais, tem-se que: a8 _E_ A_—C.
BC BD CcD

Apresenta-se neste descritor uma sugestdo para a demonstracdo do Teorema de
Pitdgoras a partir da semelhanca dos triangulos determinados pela altura relativa a
hipotenusa. No Texto Complementar de Geometria indica-se a razdo pela qual se
optou por encarar o Teorema de Pitdgoras como uma consequéncia do Teorema de
Tales.
Esta demonstracdao deve ser trabalhada tendo presentes os resultados expressos no
descritor anterior.

Exemplo*

O triéngulo [ABC] é retdngulo em C e [CD] é a
altura do triéngulo relativa a hipotenusa. Sejam
a=BC, b=AC, c=AB, x=ADey = DB.

a. Justifica que b? = xc.
Justifica que a? = yc. c

c. Prova que a’? + b? = c? tendo em conta as conclusdes tiradas em a. e b. e as
condigées da figura.

Q

. ~ - . b .
. Nesta situagdo geométrica sabemos que (descritor 1.1) - = %, de onde se conclui
que b? = xc.

b. Analogamente, % = %, pelo que podemos concluir que a? = yc.
c. Uma vez quea? =yceb? =xcentdoa’? +bh?>=yc+ xc=(y+x) Xc=cX

c = c?, ouseja, a? + b? = c2.

Observagdo: No exemplo acima, partiu-se do principio de que o pé da perpendicular
auxiliar considerado ficava situado no lado do triangulo, sendo distinto dos vértices;
podemos facilmente justificar essa propriedade notando que outras posicGes para o
pé da perpendicular conduziriam a um tridngulo retangulo com um éangulo interno
obtuso ou com um segundo angulo interno reto, o que, como sabemos, é impossivel.

E importante que os alunos saibam e reconhecam que também é vilido o reciproco
do Teorema de Pitagoras, ou seja, que se as medidas a, b e c dos lados de um
triangulo verificarem a igualdade a? + b? = c? entdo o tridngulo é retangulo no
vértice oposto ao lado de medida c. Considera-se que, neste ciclo, é oportuno
explorar a diferenca entre este resultado e o Teorema de Pitagoras.

Exemplo

Seja [ABC] um triéngulo tal que AB = 3 ¢cm, AC = 4cme BC =5 cm. Mostra que

[ABC] é retdngulo em A respondendo as sequintes alineas.

a. Considera um triGngulo [A'B'C'] reténgulo em A' e tal que AB'=3cm e
A'C' = 4 cm. Calcula B'C'.

Caderno de Apoio - GM8 Pagina 66



2.1

b. Justifica que os tringulos [ABC] e [A'B'C'] sdo iguais.
c¢. Conclui que [ABC] é reténgulo em A.

Exemplo*
Dados dois numeros positivos a e c, designa-se por «meio proporcional entre a e c» o
numero positivo b tal que% = %

Considera o tridngulo [ABC] retdngulo em C. c

Prova que a altura [CD] relativa & hipotenusa
é meio proporcional entre os segmentos que
nela determina ([AD] e [DB]).

A D B

R.: Os tridngulos [ACD] e [CBD] sdo ambos retangulos em D porque [CD] é a altura
relativa a [AB]. Por outro lado, DAC = DCB pois sio angulos agudos de lados
perpendiculares dois a dois (GM5-1.16). Assim, pelo critério AA de semelhanca de
tridngulos (GM7-4.10), os dois tridngulos sdo semelhantes e aos lados [BD] e [CD] do
tridngulo [BCD] correspondem respetivamente os lados [CD] e [AD] do tridngulo
[ACD).

C C
-
'\ - S S » @l -
D A D B
. _AD _TD —_— . . -
Assim, == pelo que CD é o meio proporcional entre AD e BD.
Observagao:

~_a b , . . . .
Na proporg¢do - = 2 0 ndmero positivo b diz-se «meio proporcional» porque ocupa as
posicdes designados por «meios» da propor¢cao, ocupando a e ¢ as posigoes
designados por «extremos» .

~ p . . a b , .
Se a, b e c sdo numeros positivos tais que 5 =7, tem-se que b é igual a+ac,
expressao cujo valor também se designa por «média geométrica de a e c».

Exemplo
Na figura estdo representados dois tridngulos [ABC] e ::
[EDC] retdngulos respetivamente em A e em D, sendo E
e D pontos respetivamente dos segmentos [AC] e [BC].
c. Justifica que os tringulos sdo semelhantes.
d. Supondo que CB = 10cm, CE = 5cm e que
DE = 3cm, determina:
b;. a razdo de semelhanca que aplica o
triédngulo [CDE] no triéngulo [CAB].
b,. a medida de CD. qu »B
bs. as medidas de AC e AB.
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Exemplo

Considera um losango [PQRS] de perimetro
igual a 1 m cujas diagonais se intersetam no
ponto T . Sabendo que [PT] tem 24 cm de
comprimento, determina a drea do losango.

S

Exemplo*
Na figura estd representado um quadrado [ABCD] D

eE,F,G e H, pontos médios respetivamente dos
lados [AD], [AB], [BC] e [CD].

P T
(@]

a. Mostra que [EFGH] é um losango, comecando
por justificar a igualdade dos tridngulos [DEH],
[CHG], [BGF] e [AFE].

b. Mostra que [EFGH] é um quadrado, comecando A F B
por calcular a amplitude do dngulo EHG.

c. Decompde o quadrado [EFGH] através do tracado das respetivas diagonais e
deduz o valor do quociente entre as dreas dos quadrados [ABCD] e [EFGH].
d. Supondo que o lado do quadrado [ABCD] mede a cm, determina uma expressdo
para a medida de EF por dois métodos distintos:
d,. utilizando a alinea c;
d, aplicando o Teorema de Pitdgoras ao triGngulo [AEF].

Exemplo
Na figura estd representado um  triGngulo c
[ABC] retdngulo em A e a bissetriz BD do dngulo ABC.

a. Supondo que AB =8mm e BC = 10mm ,

determina AC.

b. Determina AD e DC utilizando a propor¢éo
AD 4B , b
== ==, Ou seja, que os segmentos que a

bissetriz de um dngulo determina no lado A B
oposto estdio na mesma razdo dos outros dois
lados do tridngulo.

Observacdo: A Propriedade mencionada na alinea b foi provada, utilizando o
Teorema de Tales, no Caderno de Apoio do 7.2 ano (cf. GM7-6.1).

Dado um triangulo [ABC], com lados de dimensdesa = BC, b =ACe c = AB, o
Teorema de Pitagoras e respetivo reciproco estabelecem uma equivaléncia entre o
angulo de vértice em C ser reto e a, b e c verificarem a igualdade a? + b? = c%. No
exemplo seguinte mostra-se que, se o angulo de vértice em C é obtuso
(respetivamente agudo) tem-se a? + b? < c? (respetivamente a? + b? > c?).
Afastada a situagdio em que o angulo de vértice em C é reto (a? + b? = c?), apenas
existem duas possibilidades para o dngulo de vértice em C: ser agudo ou obtuso. Por
esta razdo, as implica¢Oes referidas tém como consequéncia também as implicagcGes
reciprocas, ou seja, obtém-se equivaléncias.
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Exemplo*

1. Considera um triéngulo [ABC] e sejam a = BC, b = AC e c = AB. Jd se sabe que
o éngulo de vértice em C é reto quando e apenas quando a® + b? = c2. Se o dngulo
de vértice em C for obtuso (respetivamente agudo), poderd deduzir-se qual dos
numeros a® + b? e c¢? é maior?

Vais explorar os casos possiveis em cada uma das seguintes situagées, considerando
primeiro o caso em que o dngulo de vértice em C é obtuso e depois o caso em que é
agudo.

1.1. Supbe que o dngulo de vértice em C é obtuso e traca a altura relativa a
[BC] que interseta o prolongamento desse lado no ponto D obtendo-se assim
dois triéngulos retdngulos, [ACD] e [ABD]. Considera x = DC e h = AD.

a. Tendo em conta o Teorema de
Pitagoras, completa a igualdade
b? = ... e utiliza-a para obter uma
expressdo de a’ + b? que apenas
envolva a, h e x.

b. Aplicando o Teorema de Pitdgoras
ao triéngulo [ABD] mostra que

c? =h%?+a?+ 2ax + x?

c. Tendo em conta as igualdades obtidas nas alineas anteriores, mostra que

c? > a?+ b2

1.2. Supondo que o dngulo de vértice em C é agudo, considera o ponto D, pé da
perpendicular tracada de A para [BC], e x = CD.

a. Tendo em conta o Teorema de
Pitagoras, completa a igualdade
b%? = .. e utiliza-a para obter
uma expressdo de a® + b? que
apenas envolva a, h e x.

b. Mostra, utilizando o Teorema de
Pitagoras, que

c?=h%?+a? - 2ax + x2.

c¢. Tendo em conta as igualdades obtidas nas alineas anteriores, mostra que
c? < a®+ b2

R.:

1.1.

a. Aplicando o Teorema de Pitadgoras ao triangulo retangulo [ACD], b? = x? + h?.

Logo, a? + b? = a? + x? + h2

b. Pelo Teorema de Pitagoras tem-se c?= (a + x)? + h? = a? + 2ax + x? + h®.

c. Comparando as expressdes obtidas para a? + b? e c?, como 2ax > 0, conclui-se

que c2 > a? + b2

1.2.

a. Aplicando o Teorema de Pitadgoras ao triangulo retangulo [ACD], b? = x? + h?.

Logo, a? + b? = a? + x? + h2

b. Pelo Teorema de Pitagoras aplicado ao tridngulo [ABD] tem-se
c?=(a—x)?+h?=a%-2ax + x? + h?

c. Comparando as expressdes obtidas para a? + b? e c?, como 2ax > 0, conclui-se

que ¢? < a? + b2,
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3.5

Observagoes:

1.

No exemplo acima, partiu-se do principio de que o pé da perpendicular auxiliar
considerado ficava, no primeiro caso, situado fora do lado do triangulo e no ultimo
no lado do tridangulo, sendo distinto dos vértices; podemos facilmente justificar
essa propriedade notando que outras posi¢cGes para o pé da perpendicular
conduziriam a um triangulo retangulo com um angulo interno obtuso, o que, como
sabemos, é impossivel.

No exemplo anterior, alinea 1.2, no caso em que o angulo de vértice em A é maior
do que o angulo de vértice em C (o que acontece, por exemplo, sempre que o
angulo em A é obtuso), o lado de comprimento a, que se lhe opde, é maior do que
o lado de comprimento ¢ (GM5-2.15). Pode entdo obter-se de forma mais simples
que a > ¢, o que implica que a? > c? (ALG7-2.1) e portanto que a? + b? > c2.

Neste ano, apds a introducdo da nogdo de vetor, estudam-se finalmente os dois tipos
de isometrias do plano sem ponto fixo, as translacGes e as reflexdes deslizantes.

Exemplo
Considera duas retas distintasr e s e dois segmentos orientados [A, B] e [C, D] tais
que [AB] estd contido em r e [CD] estd contido em s.

a. Justifica que se [A,B] e [C,D] forem equipolentes entdo [ABDC] é um
paralelogramo.

b. Justifica que se [ABDC] é um paralelogramo entéo [A,B] e [C,D] sdo
equipolentes.

: a. Se 0s segmentos orientados [4, B] e [C, D] forem equipolentes, entdo tém a

mesma dire¢do, 0 mesmo sentido e 0 mesmo comprimento.

Como tém a mesma dire¢do, o quadriladtero [ABDC] tem os lados [AB] e [CD]
paralelos; como tém o mesmo sentido, o quadrilatero [ABDC] é simples, uma vez
gue os pontos B e D pertencem a um mesmo semiplano de fronteira AC, pelo
que [BD] ndo interseta [AC]. Assim, [ABDC] é um trapézio. Finalmente, como
AB = CD, [ABDC] é um paralelogramo (GM7-2.24).

b. Dado que [ABDC] é um paralelogramo entdo [4,B] e [C,D] tém a mesma
direcdo e o mesmo comprimento ja que sdo lados opostos de um paralelogramo.
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3.10

Como AC e BD sdo paralelas, ndo se intersetam, pelo que B e D estdo no mesmo
semiplano de fronteira AC, ou seja, as semirretas AB e CD tém o mesmo sentido,
logo [A4, B] e [C, D] sdo segmentos orientados com a mesma dire¢do e 0 mesmo
sentido.

Concluimos assim que os segmentos orientados [A4, B] e [C, D] s3o equipolentes.

Exemplo*

Considera um ponto P e um vetor AB. Prova que existe um unico ponto Q tal que

PQ = AB, considerando os seguintes trés casos possiveis:

R.:
a.

a. A e B ndo coincidentes e P ndo pertence a reta AB.
b. A e B ndo coincidentes e P pertence a reta AB.
c. A e B coincidentes.

Dado que os pontos A, B e P ndo sdo colineares, a reta que passa porPe é
paralela a AB interseta a reta que passa por B e é paralela a AP. Designando por
Q o ponto interse¢do destas duas retas, [ABQP] é por construgio um
paralelogramo e portanto P—Q) = 4B.

Reciprocamente, seﬁj = E, [ABQP] é um paralelogramo pelo que Q tem de
coincidir com a intersecdo das retas acima referidas.

Logo, existe um Unico ponto Q tal que P—Q) = 4B.

Existem dois (e apenas dois) pontos Q; e Q, tais que PQ; = PQ, = AB, um em
cada semirreta de reta suporte AB e origem em P. Apenas para um deles
(designemo-lo por Q) as semirretas AB e PQ tém o mesmo sentido, obtendo-se

portanto que PQ = AB.

Se A e B sdo coincidentes, AB é o vetor nulo. O Gnico ponto Q para o qual ﬁ é
igualmente o vetor nulo, por definicdo, é o préprio ponto P.

Observagdo: O caso contemplado na alinea b. do exemplo anterior também poderia
ter sido tratado recorrendo a alinea anterior, comecando por considerar um ponto
auxiliar P’ fora da reta AB e utilizando duas vezes o resultado de a. (¢f. TCG-3.10).
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3.12 Exemplo
3.13 Na figura estdo representados trés vetores U, U e Z, através de segmentos orientados
3.14 inscritos numa grelha quadriculada e dois vértices A e F dessa grelha.

B Lk T T T )

_______

a. Determina o transformado de A pela translacéo de vetor U e designa-o por B.
b. Determina o transformado de B pela translag¢do de vetor ¥ e designa-o por C.
¢. Qualo transformado de A pela composicdo das translagbes Ty o Ty ?

d. Representa o ponto G, transformado de F por Tz o Tj.

e. Compara os vetores AC e FG e identifica um vetor W tal que Ty 0Ty =Ty
f. Representa o vetor U + Z, associado a translagéo Tz o T.

3.15 Exemplo

N

3.17 Na figura estdo representados dois vetores i = AB e U = AD, através de segmentos
orientados com a mesma origem.

a. Representa o ponto C, transformado de A pela translagéo de vetor U + .
b. Classifica o quadrildtero [ABCD].
c. Qual aimagem do ponto A pela translag¢do de vetor v + U ?
d. Compara os vetores il + U e U + 1.
R.:
a.

b. Sabemos que o ponto C é obtido como a extremidade do segmento orientado de
origem B que representa o vetor ¥, ou seja, que é equipolente ao segmento
orientado [4, D], pelo que [ABCD] é um paralelogramo (3.5).
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3.18

3.22

c. Por argumentos anélogos aos da alinea anterior, desighando por C’ a imagem de A
por U + i, [ABC'D] é um paralelogramo. C’ é pois a intersecdo da reta paralela a AD
que passa por B com a reta paralela a AB que passa por D, ou seja, coincide com o
ponto C.

d. Como as imagens de A pelas translagdes de vetores i + ¥ e ¥ + U coincidem,
conclui-se que U + ¥ = ¥ + 1, jd que tém um representante comum de origem A.

A demonstracdo pedida é a N
seguinte: _ -

=T N
Seja 4 um vetor e M e N dois \ -
f

pontos. Considerando M’ e N’ os

transformados de M e N pela

translacdo de vetor 1, sabemos que i = MM' = NN'. Logo [MM'N'N] é um
paralelogramo. Assim, [M, N] e [M', N'] sdo equipolentes.

Do que precede, concluimos que a translacido de vetor i é uma isometria
(MN = M'N'’) que preserva a direc3o e o sentido dos segmentos orientados.

Observacao 1: A prova apresentada, em rigor, ndo se aplica ao caso em que os
vetores i e MN tém a mesma direcdo. Nessa situacdo, seria necessario argumentar
de forma diferente. Supondo que i e MN tém a mesma direcdo, podemos considerar
um qualquer vetor ¥ n3o nulo com outra direc3o e observar que os transformados de
M e N pela translacio de vetor U podem obter-se pela aplicacdo sucessiva
respectivamente a M e N das transla¢des de vetores ¥, U e —v; aplicando a conclusdo
anterior as translacdes de vetor ¥ + U e —¥, concluimos que [M,N]e o respetivo
transformado pela translacdo de vetor 1 s3o ambos equipolentes a um mesmo
segmento orientado e portanto sdo equipolentes entre si.

Observagao 2: Com a definicdo dada no 6.2 ano de segmento orientado, em rigor,
deveriamos mostrar também que as translagdes transformam segmentos de reta em
segmentos de reta, transformando extremos em extremos; tal propriedade é geral
para as isometrias, como foi demonstrado no Texto Complementar de Geometria
relativo ao 62 ano (observagdo final ao descritor 9.21), mas pode ser verificada de
forma mais simples para translagdes, utilizando paralelogramos.

A justificacdo pedida é a seguinte:

Dado um angulo AOB e os transformados A’, O’ e B respetivamente dos pontos 4, O
e B por uma isometria, sabemos que A0 = A'0’, OB = 0'B' e AB = A'B’. Pelo
critério de igualdade de dngulos, os angulos AOB e A'0'B’ tém a mesma amplitude.
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4.1
4.2

Note-se que este mesmo argumento ja foi utilizado, no 2.2 Ciclo, para mostrar esta
mesma propriedade no caso particular das isometrias entdo estudadas (reflexdes
axiais, reflexdes centrais e, mais geralmente, rotagoes).

Exemplo
Na figura estd representada uma grelha quadriculada onde foram desenhados dois
pentdgonos iguais A e B, uma reta r e um vetor i com a mesma dire¢éo da reta r.

a. Determina a imagem A’ do pentdgono A pela reflexéo deslizante de eixor e
vetor U e depois determina a imagem A" do pentdgono A’ pela mesma
reflexdo deslizante.

b. Identifica uma isometria (reflexdo, rotacdo, translacio ou reflexdo deslizante)
que transforme o pentdgono A em A"'.

c¢. O pentdgono B é o transformado de A pela reflexdo deslizante de eixo r e vetor
V. Identifica o vetor .

Exemplo
Considera, num mesmo plano, as seguintes 5 figuras
E A B
I D

Qual das figuras A, B, C ou D pode ser a transformada de E por uma transla¢éo?
Justifica a tua escolha.

Sabe-se que a composta de duas translagdes é uma translagdo (3.13) e pode provar-se
gue a composta de duas rotagcdes com o mesmo centro é também uma rotagdo com o
mesmo centro mas a composta de duas reflexdes axiais ndo é uma reflexdo axial,
sendo uma translacdo no caso em que os eixos de reflexdo sdo paralelos e uma
rotagdo no caso em que o0s eixos se intersetam num ponto, que é o centro dessa
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rotacdo. Embora a demonstracdo destes teoremas esteja fora do ambito desta
abordagem elementar das isometrias feita no 8.2 ano, podemos verificar em
exemplos concretos estes factos tal como se sugere nos exemplos seguintes.

Exemplo
Na figura estd representado um ponto A e duas retas
r e s concorrentes em P , formando um

dngulo de 60°.

a. Constréi o transformado do ponto A pela
reflexdo axial de eixo r e designa-o por A'.

b. Constréi o transformado do ponto A’ pela
reflexdo axial de eixo s e designa-o por A"

c. Justifica que PA = PA" e que APA" = 120°.

d. Justifica que A" é o transformado de A pela
rota¢cdo de centro P, sentido negativo e
amplitude 120°.

Exemplo

Na figura estd representado um ponto A, duas retas
paralelas r e s, uma reta t que lhes é perpendicular e
que as interseta respetivamente em B e em C.

a.

b.

Constréi o transformado do ponto A pela
reflexdo axial de eixo r e designa-o por A'.
Constréi o transformado do ponto A’ pela
reflexdo axial de eixo s e designa-o por A"

Justifica que AA" = 2BC.

d.** Mostra que o resultado da alinea anterior permanece vdlido seja qual for a

localizagdo do ponto A relativamente as retas r e s e identifica uma
reflexdo, rotagdo, translagdo ou reflexdo deslizante que transforme qualquer
ponto P do plano em que se situam as retas r e s no ponto P'' transformado
de P pela aplicagdo sucessiva das reflexdes axiais de eixos r e s .

Exemplo
Na figura estd representada uma figura composta c

por triéngulos equildteros iguais. Tem-se ainda que
o ponto E é o ponto médio de [AB] e os pontos
A,B,F,G,H el estdo alinhados. A '

a.

d.

Existe uma reflexdo deslizante que
transforma o tridngulo [ABC] no triéngulo

[DEF]). Identifica o eixo e o vetor associados D

a uma tal isometria.

Identifica uma reflexdo deslizante que transforma o tridngulo de lado [AB] no
triéngulo de lado [FH].

Identifica o vetor que determina uma translagdo que transforma o tridngulo
de lado [AB] no tridngulo de lado [GI].

Identificas algum eixo de simetria nesta figura? Justifica.

Caderno de Apoio - GM8 Pagina 75



Descritor

11

Fungdes, Sequéncias e Sucessoes FSS8

Texto de apoio

Apresenta-se em seguida a demonstragao solicitada neste descritor. Por comodidade,
podera comecar-se por tratar apenas o caso dos pontos do primeiro quadrante de
uma reta de declive positivo o que dispensa a utilizagdo do médulo.

Consideremos um referencial cartesiano num plano e uma reta r ndo vertical que
passa na origem do referencial.

Por ndo ser vertical, r ndo é paralela a nenhuma vyt
reta vertical, pelo que interseta qualquer uma P
dessas retas em exatamente um ponto. Assim, f(x) Ty T
para cada x em R existe um Unico ponto da reta ar-- \
r que tem x por abcissa. A retar é portanto o ' >
grafico de uma fungdo f que associa a cada
x € R aordenada y do ponto de r de abcissa x.

Sejaa = f(1):
Se a = 0, a reta r passa pelos pontos (0,0) e (1,0) do eixo das abcissas logo coincide
com esse eixo e f é a fungdo nula (fungdo linear de coeficiente iguala 0 = f(1) ).

Se a # 0, seja P um ponto qualquer da reta r, de coordenadas (x,f(x)).

. () x , .
Pelo Teorema de Tales, podemos afirmar que% = %, 0 que é equivalente a

|f(x)| = |al.|x]|. Assim, para cada x em R, apenas existem duas possibilidades:

f(x) =axouf(x) =—ax.

Sea > 0, a retar passa na origem e por um ponto do primeiro quadrante, pelo que
esta contida nos primeiro e terceiro quadrantes (que sdo dois angulos verticalmente
opostos de vértice em 0), pelo que x e f(x) ttm o mesmo sinal. Neste caso,
f(x) = ax, para qualquer x em R.

Se a < 0, analogamente, a reta r esta contida nos segundo e quarto quadrantes, pelo
que x e f(x) tém sinais contrarios. Tem-se também nesta situagdo f(x) = ax.

Desta forma, f(x) = ax, ou seja f é uma funcdo linear sendo portanto o coeficiente
a = f(1) a constante de proporcionalidade entre a ordenada e a abcissa dos pontos
da reta.

Reciprocamente, dada uma fungdo f linear, da forma f(x) = ax, acabamos de
verificar que a reta determinada pelos pontos de coordenadas (0,0) e (1,a), ou seja,
a reta de declive a que passa pela origem, é o gréfico de f, pelo que o grafico de f é
de facto uma reta nao vertical que passa pela origem.

VA
Exemplo

No referencial cartesiano da figura estd 2 31]----- 7
representada uma reta r ndo vertical que passa ’ l

na origem do referencial e no ponto P(2,1;2,31). a __‘_4 I:
Determina uma equag¢do da reta r utilizando o | l R
Teorema de Tales. 1 21 g
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1.2

1.3

Considerando as fungdes f e g definidas em R e tais que para todo x, g(x) = f(x) +
b, onde b é um dado numero real, vamos provar que o grafico da fun¢do g se obtém
do gréfico da fungdo f por translagdo associada ao vetor OB onde 0 é a origem do
referencial, ou seja, o ponto de coordenadas (0,0), e B é o ponto de
coordenadas (0, b).

Considerando um ponto A do grafico de f de
coordenadas (x4, f(x4)) entdo a imagem de A

pela translagdo associada ao vetor OB é o
ponto P = A+ OB de coordenadas (xp,yp) B

tal queﬁ = 0B . Em particular a reta AP é ~.
paralela a reta OB, ou seja, ao eixo dos yy, ou ~.
com ele coincidente, pelo que P e A tém a 1 S P
. f(xa)+b - - —— - — :
mesma abcissa: xp = x4. Por outro lado, as
ordenadas y, e yp dos pontos A e P sdo os
nuimeros que no eixo dos yy, considerado
como reta numeérica, estdo associados aos -
pontos intersecdo deste eixo com as retas N A
paralelas ao eixo dos xx que passam ~.
respectivamente pelos pontos A e P. Pela | ~.
regra do paralelogramo, o segmento orientado fxa)
de origem no primeiro destes pontos do eixo
dos yy e extremidade no segundo é equipolente a [4,P] e portanto a [O,B].
Atendendo agora a definicdo de soma de dois numeros racionais (NO6-3.3), estendida
posteriormente aos numeros reais, e utilizando o eixo dos yy como reta numérica,
Yp = f(x4) + b = f(xp) + b = g(xp) o que significa que P pertence ao grafico de g.

Reciprocamente, observando que f(x) = g(x) — b, o resultado que acabamos de
demonstrar permite concluir que se P for um ponto do grafico de g entdo A =P +

(—ﬁ) é um ponto do grafico de f, ja que o vetor OB onde B' é o ponto de
coordenadas (0,—b) é o simétrico deO?(tém 0 mesmo comprimento, a mesma
direcdo e sentidos opostos). Entdo P =P + (—@)) +0B=A+ ﬁ?), de onde
qualquer ponto do grafico de g pode ser obtido por translagdo de vetor OB de um
ponto do gréfico de f.

O gréfico de uma fungdo linear definida por f(x) = ax é uma reta r que passa na
origem (1.1), logo o grafico de uma fungdo afim da formag(x) =ax+b = f(x) +b
obtém-se a partir da reta r por uma translacdo (1.2), ou seja, € uma reta paralela ar
cuja equacgdo é portanto y = ax + b (consequéncia imediata do resultado expresso
no descritor GM8-3.19).

Reciprocamente, dada uma reta r ndo vertical que interseta o eixo das ordenadas no

ponto B(0, b), a reta imagem de r pela translagdo de vetor BO passa pela origem (ja
gue a imagem do ponto B é por definicdo o ponto 0). Trata-se pois do grafico de uma
fungdo linear f, dada portanto por uma expressdo da forma f(x) = ax. Observando
que a reta original r se obtém do grafico de f por translagdo de vetor 5§, o resultado
mencionado no descritor 1.2 garante quer é o grafico da fungdo g definida por
g(x) = f(x) + b = ax + b, que é uma fungdo afim.
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14

15
1.6

Exemplo**

Considera duas retas r e s ndo verticais que, num referencial cartesiano, tém equag¢do
respetivamente y = ax + b e y = cx + d. Prova que r e s sdo paralelas quando e
apenas quando tém o mesmo declive.

R.: Para provar esta propriedade, teremos de provar duas afirmacgdes.
e Se as retas ndo verticais r e s tém o mesmo declive entdo sdo paralelas.
e Se as retas ndo verticais r e s sdo paralelas entao tém o mesmo declive.

Para provar a primeira afirmagdo, suponhamos que as retas tém o mesmo declive, ou
seja, a = c. Entdo, de acordo com 1.2, estas retas podem obter-se por translagao de
uma mesma reta de equagdo y = ax, pelo que sdo paralelas. Em alternativa,
podemos observar que a reta s se obtém da reta r por translacdao de vetor O—C), onde
€(0,d —Db),jdqueax+b+(d—b)=ax+d.

Para provar a segunda afirmacdo basta considerar as func¢des f e g dadas por
f(x)=ax+beg(x) =cx+d. De acordo com 1.2, o grafico da fun¢do f obtém-se
por translacdo do gréafico da fungdo h(x) = ax e o grafico de g obtém-se por
translagdo do grafico da funcgdo j definida porj(x) = cx. Como as retasr e s sdo
paralelas entdo também as retas de equagdo y = ax ey = cx 0 sdo e como tém um
ponto em comum (a origem) sdo coincidentes, pelo que a = ¢, o que quer dizer que
as retasr e s tém o mesmo declive.

Dado um plano munido de um referencial cartesiano, uma reta vertical é por
definicdo uma reta paralela ao eixo das ordenadas. Uma tal reta é constituida pelos
pontos com uma mesma abcissa (pela prépria definicdo de abcissa).

Exemplo**
Considera uma reta definida pelos pontos A e B de coordenadas respetivamente
(%a,Ya) € (x5, ¥B)-

a. Prova que a reta AB é néo vertical quando e apenas quando xg + x,.

b. Justifica que se uma reta é ndo vertical entdo o seu declive é igual a %

B™1A

R.:
a. Se x4 # xg, a reta AB tem pontos com abcissas distintas, logo nao é vertical. Por
outro lado, se x4, = xp, a reta AB tem dois pontos em comum com a reta vertical
formada pelos pontos de abcissa x4, coincidindo portanto com essa reta.

b. Por 1.3, a reta ndo vertical AB tem uma equacgdo daformay = ax + b,ondeaeb
sdo numeros reais. Em particular, y, = ax, + b e yg = axg + b, de onde se conclui
que yg —y4 = axg + b — (axy + b) = a(xg — x4). Entdo podemos dividir ambos os
membros da igualdade pela expressdao xg — x4 # 0 (jd que xg # x4) obtendo-se

YB—YA
XB—XA

a= sendo a o declive da reta AB.

Exemplo* (1.5)
Considera os pontos A(2,4) e B(6,7). Justifica que determinam uma reta ndo vertical
e calcula o declive da reta AB.
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2.3

R.: A reta AB ndo é vertical pois passa por dois pontos com diferentes abcissas, nao
sendo portanto paralela ao eixo dos yy, pelo que tem equagdo da formay = ax + b,
sendo o declive dado pelo valor de a. Como o ponto A pertence a reta AB entdo as
suas coordenadas satisfazem a equagdo da reta logo 4 = a.2 + b e como B também
pertence aretaentdio7 = a.6+ b.

Subtraindo as duas equag¢des membro a membro, obtém-se:
7—4 3
7—4=a.6-— a.2—a(6—2)@a—m—z.
Outro processo para determinar o declive consistiria em resolver ambas as equagdes
em ordem a b, tendo-se entdo:
4—-—2a=be7—-6a=>h
logo

4—2a:7—6a<:>—2a+6a=7—4@a=%

Exemplo (1.2)
Na figura estGo representadas trés retas paralelas r,s e t que representam
graficamente trés fungGes respetivamente f, g e h.

Sabendo que a fungdo g se define algebricamente Ty

por g(x) = 0,8x, que a retar passa no ponto /

R(0;1,2) e que a reta t passa no ponto
T(0; —0,6), indica uma expressdo algébrica para

cada uma das fungdes f e h. - x;
s /
Exemplo (1.3) A
Na figura estd representada uma reta s, grdfico da y s
fungdo f, com declive %e que interseta o eixo Oy no
ponto de coordenadas (0,1). 1

Indica uma expresséo algébrica para a fungdo f.

Exemplo (1.4)

Considera as seguintes retas dadas pelas respetivas equagdes

retar: y=2x+5;retas: y=-2x+7;retat: y=2x+3;retav: y=1-—2x
Determina todos os pares possiveis de retas paralelas que se podem formar com estas
retas.

Exemplo (1.5)
Indica dois pontos de entre A(2,3), B(4,5) e C(2,7) que determinem uma reta nédo
vertical e justifica.

Exemplo (1.5 e 1.6)
Determina o declive da reta EF sabendo que, num determinado referencial ortogonal
e monométrico, se tem:

a.E(2,5) e F(4,5).

b. E(2,5) e F(—3,3).
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Exemplo* (1.1 e 3.1 de FSS7)
Prova que o grdfico de uma funcdo de proporcionalidade direta estd contido numa
reta ndo vertical que passa na origem do referencial.

R.: De acordo com FSS7-3.1, uma fungdo de proporcionalidade direta é igual no seu
dominio a uma fungdo linear que se define algebricamente por f(x) = ax. De acordo
com 1.1 os graficos das funcdes lineares sao retas ndo verticais que passam na origem
do referencial. Assim, podemos concluir que o grafico de uma funcdo de
proporcionalidade direta estd contido numa reta nao vertical que passa na origem.

Exemplo
Considera, num referencial cartesiano, os pontos A(a, 2), B(3,a) e C(7,5) sendo a um
numero real.

a. Sabendo que a reta AB é vertical qual é o valor de a?

b. Haverd algum valor de a para o qual a reta BC seja vertical? Porqué?

¢. Supondo que a reta AC é vertical, indica uma equagdo para essa reta.
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Descritor

1.1
1.2

1.3

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

Algebra ALGS

Texto de apoio

Até ao momento ndo se definiu a™™ quando n é um numero natural ou nulo.

Pretende-se uma definicdo que conserve a propriedade
amtn — gMm x "

no caso de m e n serem inteiros relativos.

Exemplo (definicdo de a®)
a. Que valor deve ser atribuido a 5° por forma a que seja valida a igualdade

50+3 — 50 X 53 2
b.* De forma mais geral, dado um nimero n3o nulo a, quanto deve valer a® por
forma a que para todo o inteiro natural n se tenha

altm = q%qm ?

Exemplo (definicdo de a™™, n nimero natural)
a. Que valor deve ser atribuido a 772 por forma a que seja valida a igualdade

72+(—2) — 72 X 7—2 ?

b.* De forma mais geral, dado um nimero nao nulo a e um inteiro natural n, quanto
deve valer a™™ por forma a que se tenha

an+(—n) =qq"?

Tendo em conta as definicGes que constam nos dois descritores anteriores, os
alunos deverdo reconhecer que se mantém validas, para poténcias de expoente
inteiro, as propriedades descritas em ALG 6-1.4,1.6,1.7 e 1.8.

Uma das dificuldades na manipulagdo de mondmios prende-se com o facto de, a
imagem das varidveis, os coeficientes poderem igualmente envolver letras, neste
caso representando valores numéricos constantes. Sugere-se, numa fase inicial, que
se designe por t,x,y,w,z... as varidveis e por a,b,c,d, ... valores numéricos
representados por letras, envolvidos nos coeficientes. Nos exemplos que se seguem,
guando nao houver indicagdo em contrario, para efeito de determinar a parte literal
dos mondmios, adotar-se-a para as variaveis a ordem alfabética.

Exemplo

Indica a parte numeérica, a parte literal e o grau de cada um dos sequintes monomios
4x?, varidvel x.

37y3, varidvel y.

3ax*, varidvel x, a nimero real ndo nulo.

2yx2y?, varidveis x e y.

3¢, ¢ numero real néo nulo.

21ax?b?cx?y5, varidveis x e y, a, b e ¢ nimeros reais ndo nulos.

T Qa0 T

Caderno de Apoio - ALG8 Pagina 81



alinea monoémio parte numérica parte literal grau
a. 4x2 4 x? 2
b. 37y3 37 y3 3
c. 3ax* 3a x* 4
d. 2yx2y? 2 x2y3 5
e. 3c 3c nao tem 0
f. 21ax?b?cx?y® 21ab?c x*yS 9
Exemplo

Indica uma forma candnica para cada um dos seguintes mondémios e identifica os

que s@o semelhantes e os que sdo iguais:
a. 3xyx?, varidveis x e y.
b. 37zxxy3, varidveis x,y e z.

C. 3ayx3, varidveis x e y, a numero real néo nulo.
d. 2y%xy3, varidveis x e y.

5

c ’ ~
. =, ¢ numero real nGo nulo.

e
f. 37xzyxy?, varidveis x,y e z
g

. 13,4.
R.:
alinea monoémio forma canodnica Iguala | Semelhante a
a. 3xyx? 3x3y - c.
b. 37zxxy? 37x2%y3z f. f.
c. 3ayx3 3ax3y - a.
d. 2y2xy3 2xy°> - -
e. ¢ ¢ - g
5 5
f. 37xzyxy? 37x%y3z b b.
g. 13,4 13,4 - e.
2.10 Tal como nos exemplos anteriores, poderd, salvo mengao em contrdrio, adotar-se a
2.11 ordem alfabética para ordenar as varidveis de um dado mondémio.
2.12
Exemplo
Nos mondmios seguintes, as varidveis designam-se por x, y e z e as constantes por
abec.

Escreve na forma candnica o produto dos seguintes mondémios e, caso os monémios
sejam semelhantes, determina igualmente a respetiva soma.

a. 3x?% e 7x3;
b. 2y e 5ay;
c. 4x%*y e 8yx?%;
d. 12abcx?y3z* e 3ba’xyz.
e. (3+2b)x%e7axy.
R.:
a. 3xZx7x®=3x7xx>=21x5;

b. 2y X 5ay =2 X 5a X y? = 10ay?;
Os mondmios sdo semelhantes: 2y + 5ay = (2 + 5a)y.
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2.13
2.14

3.3
3.4
3.5
3.6
3.7

3.8
3.9

3.10

c. 4x?yx 8yx? =4 x8xx*y? =32x*y?;
Os mondémios sdo semelhantes: 4x2y + 8yx? = 12x%y .
d. 12abcx?y3z* x 3ba’xyz = 12abc X 3ba® X x3y*z> =
= 36a3b%cx3y*z°.
e. (3+2b)x?x7axy=(3+2b)x7axx3y=7a(3+2b)x3y.

Trata-se aqui simplesmente de reconhecer que a soma algébrica e o produto de
mondmios anteriormente definidos sdo coerentes com o valor numérico das
diferentes expressdes uma vez concretizadas as varidveis. Sdao propriedades
bastante dbvias, uma vez que as operacbes e o conceito de igualdade entre
monomios foram definidos tendo esse fim em vista, levando em conta as
propriedades algébricas da multiplicacdo e das poténcias. Deve-se no entanto
chamar a atencdo para estes factos simples uma vez que legitimam as operagdes
apresentadas. Por exemplo, observando a igualdade
8xy X 2x3y? = 16x*y3

poderdo atribuir-se diferentes valores as varidveis e observar que se obtém dessa
forma igualdades verdadeiras, o que se pode prever com toda a generalidade,

aplicando simplesmente as propriedades comutativa e associativa da multiplicacdo e
a regra para o produto de poténcias com a mesma base.

Exemplo
Obtém uma forma reduzida de cada um dos seguintes polinémios (varidveis x e y),

indicando o respetivo grau e identificando duas alineas em que se representem
polindmios iguais:

3x24+8+5x —13x2 4+ 7;

3x2y? + 4x + 4xy — x%y? + y2 + 2xy + x — 2x%y?;
3ax? + 2by — y%? — 3by + ax?;

2x%y? 4+ 5x + 3xy — x%y? + y% + 3xy — x%y?;
Polinémio soma dos representados nas alineas b. e c.

® Q0o

Tal como para as operagdes com mondmios, as operagées com polindmios e o
conceito de igualdade de polindmios sdo definidos, levando em conta as
propriedades algébricas das operacGes de adicdo e multiplicagdo e as regras para
operar com poténcias, com o objetivo de garantir que as igualdades envolvendo
resultados dessas operagdes se mantém quando se substituem as varidveis por
numeros. Assim, por exemplo, a definicdo de produto de polinédmios traduz
simplesmente a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicao, pelo
que o produto de numeros obtidos pela substituicdo das varidaveis de dois
polinémios por valores numéricos concretos serd sempre igual ao valor obtido pela
substituicdo pelos mesmos valores das varidveis do polindmio produto, como se
prova aplicando a referida propriedade e o que ja se sabe acerca do produto de
monomios.

Uma vez que estd definido o produto de polinédmios, podemos utilizar a notagdo das
poténcias de expoente natural para representar o produto de certo nimero de
fatores polinomiais iguais entre si. Pretende-se entdo que os alunos provem as
igualdades:
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(x +y)? = x% + 2xy + y?,
(x —y)? =x* = 2xy + y?
e
(x+y(x—y)=x*-y%

Tendo em conta o presente objetivo geral, pretende-se que os alunos elaborem
demonstracdes algébricas, utilizando as definicdes das operagdes e o conceito de
igualdade entre polinémios; por exemplo:

x+y) 2 =Cx+y)x(x+y)=xXx+xXy+yxx+yXy=
=x2+xy+xy+y*=x%+2xy+y2

No entanto, o professor poderd também apresentar construcdes geométricas que
ilustrem estas igualdades, proporcionando assim aos alunos uma compreensao mais
ampla do seu significado.

4.1 Exemplo*
Na seguinte figura um quadrado de lado x + y foi dividido em quatro retdngulos
iguais e um quadrilatero central.

a. Justifica que o quadrildtero central é x
um quadrado e indica uma expressdo
para o lado desse quadrado como um
polindmio de varidveis x e y.

b. Exprime a drea dos retdngulos e do
quadrado central através de
polinémios nas varidveis x e y.

c¢. Utilizando a alinea anterior, mostra
que (x + y)? = 4xy + (x — y)>.

d. Prova algebricamente a igualdade da
alinea anterior.

Exemplo*
Na figura estdo representados dois triGngulos
[ABC] e [DEA], reténgulos respetivamente em
C eem D, de tal forma que os pontos D, Ae C
estdio alinhados e tais que DA =CB = a,
DE =AC =beAE =AB =c.
a. Justifica que o tribngulo [EAB] ¢é E

reténgulo. b
b. Exprime a drea de cada um dos triéngulos | L
através de polindmios nas varidveis a, b e * A

c e determina a respetiva soma
designando-a por A;.

¢. Justifica que os trés tridngulos formam um trapézio retdngulo [EBCD]e,
exprime a drea desse trapézio através de um polindmio nas varidveis a e b; e
designa-o por A,.

d. Levando em conta os resultados das alineas anteriores e sem utilizares o
Teorema de Pitdgoras prova que a? + b? = c2.
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4.2

5.3

Exemplo
Se trés numeros naturais m, n e p verificarem a igualdade m? + n? = p? diz-se que
(m,n, p) é um terno pitagdrico.

a. Mostra que se (m,n,p) é um terno pitagdrico e k é um numero natural
entdo (km, kn, kp) é também um terno pitagdrico.

b. Prova que, sendo a e b numeros naturais tais que a > b entdo os numeros
inteirosm = a? — b%, n = 2ab e p = a? + b? formam um terno pitagérico.

c. Utiliza a alinea anterior para obteres diferentes triGngulos retdngulos de
lados inteiros.

a. Tem-se (km)? + (kn)? = k?m? + k?n? = k?(m? + n?) = k?p? = (kp)?,
pelo que (km, kn, kp) é um terno pitagorico.
b. m?+n?=(a®-b??+ (2ab)? = a* — 2a%b? + b* + 4a®b? =
= a* + 2a?bh? + b* = (a? + b?)? = p?,
de onde se conclui que (m, n, p) é um terno pitagorico.

Entende-se pela expressdo «fatorizar um polinédmio» a operagdo que consiste em
escrever um dado polindmio como produto de polinémios, sendo pelo menos um
dos fatores ndo constante e de grau inferior ao polindmio inicial. Fica subentendido,
no exemplo seguinte, que se deve prosseguir a factorizacao tanto quanto possivel.

Exemplo*

Fatoriza os seguintes polinomios, come¢ando por colocar em evidéncia fatores
comuns e observando, em seguida, a eventual ocorréncia de casos notdveis que
permitam prosseguir a factorizagdo.

3xy? — 12x3

a*b? — a’b?

(x—y)*—4
(a—b)®>—-9(a—b)

3x(x —y)3 —12x3(x — y)
(x—2)*— 16

5x% — 10x + 20

3ax? + 6ax + 3a
4xy? + 24xy + 36x
—xy? +2xy —x
4x%y* — Axy3z + y2z2
4x*y? — 4x3yz + x% 22
. Ax2yt —Axy3z + y?z2 — Axty? + 4x3yz — x2 22

I T T TTQ@T™O Q0T

Demonstracdo da lei de anulamento do produto:

Sejam dois niumeros x e y taisque x X y = 0.
Se x # 0, multiplicando ambos os membros da igualdade por % vem

1 1 .
;xxxy=;><0,ouseja,y=0.

Desta forma, x = 0ouy = 0.
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5.4

7.2

Considerando a equagdo x? = k na incégnita x:

Sek <0, como x? > 0 independentemente do valor de x, a equagdo n3o tem
solugao.

Sek=0,x2=0 x X x =0 < x = 0 pela lei de anulamento do produto.

Se k>0,x2=k<:>x2=\/E2<:>x2—\/E2=O<:>(x—\/E)(x+\/E)=O(:>
x—Vk=0Vx+vk=0 ox=vVk vx=—-Vk

Exemplo
Resolve as seguintes equagdes:

a. 4x*—49=0

b. 2x2-50=0

c. (x+4)?2-9=0

d (x—3)2+4=0

e. 3x2+4=x%2+4

fo 4x?—(x+1%=0
Exemplo

Resolve em ordem a x a equacdo 4x* = ax, onde a é um numero real.

R.:
4x? =ax o 4x’ —ax =0 (4x —a) X x = 0.

Pela lei do anulamento do produto,x =0 V4x—a=0x=0 vx = %.

Exemplo*

Um quadrado de lado x tem perimetrop e dreaa (p > 0ea > 0).

a. Escreve uma igualdade que relacione x e p e outra que relacione x e a.
b. Resolve cada uma das equacdes em ordem a x e deduz que p? = 16a.
c. Existe algum quadrado de perimetro 20 cm e de drea 24 cm??

R.:

a.p=4x;x*=a.

b.x = %e x = +a, de onde se conclui que
p? = (4Va)? = 16a.

c. 202 =400 e 24 x 16 = 384.Como 400 # 384, n3o existe nenhum quadrado
com essas carateristicas.

p

.= Va, ou ainda que
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Descritor

11
1.2

Organizagao e Tratamento de Dados OTDS8

Texto de apoio

Informagdao Complementar para o professor
Observagdo sobre os quartis

No Ensino Basico e Secundario o termo «quartis» é associado de uma maneira geral a divisdo em quatro
partes de um conjunto de dados sem que se apresente uma definigdo mais precisa, recorrendo-se
muitas vezes a exemplos relativamente aos quais sdo indicados os procedimentos para os obter.
Analisando a literatura especializada, verifica-se a existéncia de uma grande diversidade de processos
que ndo conduzem aos mesmos resultados para o primeiro e para o terceiro quartil (o segundo quartil,
invariavelmente, é definido como sendo igual a mediana). Em suma, ndo existe uma definigdo
universalmente aceite nem para o primeiro nem para o terceiro quartil.

A titulo de exemplo, observe-se o calculo do primeiro quartil (Q;) tomando um conjunto com 23 dados
(xq, X2, ..., X23) recorrendo a diferentes métodos que podem ser encontrados correntemente na
literatura e repare-se como cada um dos processos apresentados pode conduzir a diferentes valores de Q.

.. . 23 L .. . .
1.2 processo: Divide-se o numero de dados por quatro. Uma vez que ~ hdo é inteiro, consideram-se os

nUmeros inteiros imediatamente inferior e superior (5 e 6) e os dados correspondentes a essas ordens
na sequéncia ordenada dos dados, tomando-se para primeiro quartil a média aritmética desses dois

Xs+X,
dados. Neste caso, tem-se Q; = % .

2.2 processo: Depois de ordenados os dados e de encontrada a mediana (x;,), o primeiro quartil (Q,) é
obtido como a mediana dos dados de ordem inferior a ordem da mediana (x; a x11). Assim, tem-se
Q; = x¢ . E este o processo utilizado por grande parte das calculadoras.

3.2 processo: Depois de ordenados os dados e de encontrada a mediana (x;3), o primeiro quartil (Q;) é

obtido como a mediana dos dados de ordem inferior ou igual a ordem da mediana (x; a x;3), obtendo-se o
Xet+X7

valor Q; = 5

No entanto, os diferentes autores parecem concordar que a definigao deveria ser tal que a percentagem
de dados ndo superiores ao primeiro (respetivamente terceiro) quartil é pelo menos 25%
(respetivamente 75%) e a percentagem de dados ndo inferiores ao primeiro (respetivamente terceiro)
quartil é pelo menos 75% (respetivamente 25%), embora, com frequéncia, esta propriedade seja
apresentada de um modo menos exigente, mencionando-se apenas a primeira parte: a percentagem de
dados ndo superiores ao primeiro (respetivamente terceiro) quartil é pelo menos 25% (respetivamente
75%). Porém, com esta simplificagdo, apenas se restringem os valores possiveis para os quartis a
intervalos que ndo sdo limitados a direita, o que é claramente inconveniente. Para que uma condigdo
deste tipo implique que os quartis pertencem a intervalos de extremos iguais aos valores de dois dados
consecutivos na respetiva sequéncia ordenada (com determinados indices que apenas dependem da
dimensdo da amostra), é necessario que se refira tanto a percentagem de dados menores ou iguais a um
determinado quartil, como a percentagem de dados maiores ou iguais a esse valor.

Curiosamente, ndo existe uma definicdo simples nem para o primeiro nem para o terceiro quartil, que,
independentemente do numero de dados em analise, implique a veracidade desta propriedade, mesmo
na versdo mais simples acima referida. E o caso, por exemplo, dos trés processos acima descritos, que,
como veremos mais adiante, falham em certas situagdes. Pode no entanto garantir-se que, nessas
situagOes, as percentagens minimas dos dados em questdo se aproximam dos limiares considerados
(respetivamente 25% e 75%) tanto quanto o desejarmos, desde que se considerem amostras com
dimensdes suficientemente elevadas.

Generalizando para um conjunto com n dados cada um dos trés processos em analise, convém distinguir
os casos correspondentes aos diferentes restos resultantes da divisdo de n por 4. Repare-se ainda que
quando n é impar existe um dado cujo valor é igual a mediana ao passo que, quando n é par, a mediana
pode nao coincidir com o valor de nenhum dos dados ja que é calculada como média dos valores de dois
dados. Nos casos em que n é par, tanto o 2.2 como o 3.2 processo fazem intervir no calculo de Q; os
valores das ordens até a ordem g (inclusive).

Considerem-se entdo os quatrocasos:n =4k; n=4k+1; n=4k+2; n=4k+3.
Na tabela seguinte, apresenta-se o valor de @, calculado pelo método apresentado em cada um dos
trés processos.
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n =4k n=4k+1 n =4k +2 n=4k+3
X, +x, X + X, X, + X,
1.2 processo Q, = xi Q, = % 0, = k > k+1 0, = k - k+1
X, +x, X, +x,
2.2 processo Q= % Q= % Q1 = Xp4q Q1 = Xp4q
X, +x, Xppq T X
3.2 processo | Q, = % Q1 = Xpy41 Q1 = Xpy1 Q =2 > ac

Passemos agora a verificagdo da propriedade no que respeita ao primeiro quartil, que exige que a
percentagem de dados menores ou iguais a Q; deve ser pelo menos 25% e a percentagem de dados

maiores ou iguais a Q; deve ser pelo menos 75%.

1.2 processo (Q,)

N.2 de dados

n =4k

n=4k+1

n=4k +2

n=4k+3

Valor do primeiro
quartil

Q1 =xy

Xt Xpey

Q=

Xt Xy

Q=

Xt Xy

Q=

N.2 de dados de valor
garantidamente
menor ou iguala Q,

Verificagdo da
Propriedade

k
— =25%

k
P 0,
a1 2%

k
P 0,
akrz 2%

k
- 0,
ak+3 2%

N.2 de dados de valor
garantidamente
maior ou iguala Q,

n—(k—-1)
=3k+1

n—k=3k+1

n—k=3k+2

n—k=3k+3

Verificagdo da
Propriedade

3k+1
4k

>75%

3k+1>75(V
4k +1 ?

3k+2>750/
4k + 2 0

3k+3_
4k +3 0

Nos casos assinalados a vermelho ndo se pode garantir a propriedade.

2.2 processo (Qq)

N.2 de dados

n=4k+2

n=4k+3

Valor do primeiro
quartil

Q1 = Xp41

Q1 = Xg41

N.2 de dados de valor
garantidamente
menor ou iguala Q,

k+1

k+1

Verificagdo da
Propriedade

k—25°/
i 0

k
R 0,
a1 2%

k+1 > 25%
4k +2 °

K+l s
4k +3 °

N.2 de dados de valor
garantidamente
maior ou iguala Q,

n—k=3k

n—k=3k+1

n—k=3k+2

n—k=3k+3

Verificagdo da
Propriedade

3k _ 750
a7

3k+1
4k +1

> 75%

3k+2
4k + 2

> 75%

3k+3
4k +3

> 75%

No caso assinalado a vermelho n3do se pode garantir a propriedade. No entanto, verifica-se que para
n > 53, o valor obtido é arredondado a unidade percentual para 25%, uma vez que a diferenca é
menor que 0,5%.
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3.2 processo (Q;)
°
N.¢ de dados n = 4k n=4k+1 n =4k +2 n=4k+3
Valor do primeiro X + x Xpaq + X
quartil Q= ke Q1 = Xp4q Q1 = X1 Q= at 2 2
N.2 de dados de valor
garantidamente k k+1 k+1 k+1
menor ou iguala Q,
Verificagdo da k k+1 k+1 k+1
P iedad — = 259 — > 259 —F > 259 —F > 259
ropriedade 4k & 4k +1 o 4k +2 o 4k +3 %
N.2 de dados de valor —(k+1)
garantidamente n—k =3k n—k=3k+1 n—k=3k+2 r—l3k+2
maior ou igual a Q, B
\l:eriﬁ":agég - 3k _ 75% Skt 1 > 75% Skt 2 > 75% kt2 < 75%
ropriedade k- 0 4k +1 0 4k + 2 0 4k +3 ’

Mais uma vez, o caso assinalado a vermelho é o problematico. Todavia, verifica-se que paran = 51, o
valor obtido é arredondado a unidade percentual para 75%, ja que a diferenga é menor que 0,5%.

Como acabamos de verificar, nenhum dos processos apresentados garante que a percentagem de dados
ndo superiores (respetivamente ndo inferiores) ao primeiro quartil é pelo menos 25% (respetivamente
75%). Para que isso acontecesse, seria necessdrio que se estabelecessem regras especificas para o
calculo dos quartis que dependessem do resto da divisdo do numero de dados (n) por 4, tornando-se o
procedimento fastidioso e pouco interessante para os alunos deste ciclo de estudos.

Rejeitando o 1.2 processo, dado que ndo verifica uma das propriedades em trés quartos dos casos e
comparando os 2.2 e 3.2 processos nos casos em que ndo garantem a propriedade, verifica-se que se
encontram em igualdade de circunstancias quanto a opgdo de preferéncia, quando se efetua a
verificacdo da versdao completa da propriedade.

Para n impar
Processo que ndo inclui a Processo que inclui a
ordem da mediana no ordem da mediana no
calculo dos quartis calculo dos quartis

(2.2 processo)
(n=4k +1)

(3.2 processo)
(n =4k + 3)

Percentagem de dados de valor
menor ou igual a @, é maior ou

Nao garantido

Garantido

igual a 25%
Percentagem de dados de valor

maior ou igual a Q, é maior ou Garantido Nao garantido
igual a 75%

Percentagem de dados de valor

menor ou igual a Q3 é maior ou Garantido Nao garantido

igual a 75%
Percentagem de dados de valor
maior ou igual a @3 é maior ou
igual a 25%

Nao garantido Garantido

Atendendo a estas questdes, optou-se, nas Metas Curriculares, pelo 2.2 processo de cdlculo dos quartis
(OTD8-1.1 e OTD8-1.2) uma vez que é o mais amplamente utilizado, sendo em particular o que esta
programado na grande maioria das calculadoras. Em conformidade com esta escolha, o descritor OTD8-
1.4 refere apenas as propriedades que de facto sdo validas com a definicdo adotada. E no entanto
aconselhavel referir a importancia das propriedades enunciadas na primeira e na Gltima linha do quadro
anterior, ainda que, pelo processo de calculo adotado, apenas se verifiguem aproximadamente, tal
como foi explicado.
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Relativamente a estes descritores é conveniente que se deem exemplos em que os
quartis sejam iguais a algum dos dados apresentados bem como exemplos em que
isso ndo acontece.

Exemplo
Considera o seguinte conjunto de dados numéricos:

23,13, 14, 25, 26, 14, 12, 20, 15, 13, 23, 26, 26, 12, 17.
Indica os valores do primeiro e do terceiro quartil.

R.: Dados ordenados: 12, 12, 13, 13, 14, 14, 15, 17, 20, 23, 23, 25, 26, 26, 26.

Como sdo 15 dados e 15 é impar, a ordem de referéncia para o célculo dos quartis

, 15+1
€ aordem — = 8.

12,12,13,13, 14, 14, 15,@ 20, 23, 23, 25, 26, 26, 26
Para calcular o primeiro quartil temos que determinar a mediana dos dados de
ordem menor que 8:

12,12, 13,@ 14, 14, 15.

O primeiro quartil é 13.
Para calcular o terceiro quartil temos que determinar a mediana dos dados de
ordem maior que 8:

20, 23, 23,@ 26, 26, 26
O terceiro quartil é 25.

Exemplo
Indica o primeiro e o terceiro quartil do sequinte conjunto de dados:
8,14,14,10,7, 2,10,6,7, 613,16, 16,4, 7,15, 11, 3.

R.: Dados ordenados: 2, 3,4,6,7,7,7, 8,10, 10, 11, 13, 14, 14, 15, 16, 16.

Como o n.2 de dados é impar, a ordem de referéncia para o cdlculo dos quartis é a

17+1
ordem - = 9.

2,3,4,6,7,7,7, 8, 10, 11, 13, 14, 14, 15, 16, 16

Para calcular o primeiro quartil temos que determinar a mediana dos dados de
ordem inferior a ordem assinalada:

2, 3,7, 7,8

O primeiro quartil é 6,5.

Para calcular o terceiro quartil temos que determinar a mediana dos dados a partir
da ordem assinalada, correspondente a mediana:
10, 11, 13 15, 16, 16

O terceiro quartil é 14.

Exemplo
Indica o primeiro e o terceiro quartil do seguinte conjunto de dados:
3,4,15,16,4,2,10,5,4,13,16,16,2,7, 5, 2.
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1.6

R.: Sequéncia ordenada dos dados: 2, 2, 2,3,4,4,4,5,5,7,10, 13, 15, 16, 16, 16.
Uma vez que este conjunto tem 16 dados (n.2 par), para calcular o primeiro quartil

. . . 16
temos que determinar a mediana dos dados de ordem menor ou igual a 8 (7):

2,2, 24, 4,5

O primeiro quartil é 3,5.
Para o terceiro quartil, temos:

5,7,10(13, 19) 16, 16, 16

O terceiro quartil é 14.

Exemplo
Indica o primeiro, o sequndo e o terceiro quartis do sequinte conjunto de dados:
33,34, 45,47, 34, 32, 40, 35, 33,43, 47,47, 32, 37.

R.: Dados ordenados: 32, 32, 33, 33, 34, 34, 35, 37, 40, 43, 45, 47, 47, 47.
Uma vez que o numero de dados é par, existem duas ordens centrais, a ordem 7 e
a ordem 8. Assim, a mediana é igual a média dos valores dessas ordens, ou seja, a
mediana é 36. O segundo quartil é também 36 pois, por definicdo, é igual ao valor
da mediana.
Para calcular o primeiro quartil, devemos ter em conta os dados até a ordem 7

14 . . .
(7). Calculando a mediana dos primeiros 7 dados da sequéncia ordenada, temos

gue o primeiro quartil é 33.
32,32, 33,@ 34,34, 35

Calculando a mediana dos ultimos 7 dados da sequéncia ordenada, verifica-se que

o terceiro quartil é 45.
37,40, 43 47,47,47

Assim, Q; = 33; Q; = 36; Q5 = 45.

Exemplo
Calcula a amplitude e a amplitude interquartil do seqguinte conjunto de dados:
120, 135, 128, 140, 115, 127, 150, 144, 131, 126, 132, 129, 142.

R.: Dados ordenados:
115, 120, 126, 127, 128, 129@ 132, 135, 140, 142, 144, 150.
mediana

Q::  115,120,26, 127128, 129
Qs: 132, 135740, 142) 144, 150

minimo: 115

maximo: 150 150 - 115 = 35
Q, = 126,5
Q3 = 141 141-126,5 = 14,5

A amplitude é 35 e a amplitude interquartil é 14,5.

Caderno de Apoio - OTD8 Pagina 91



2.1 Exemplo
Observa o grdfico representado abaixo, relativo as faltas dos alunos de uma turma do
8.2 ano durante o més de setembro.

Faltas no més de setembro

Numero de alunos

OoORrNWkhrUION
TR TR N TR N T T

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Numero de faltas

a. Determina os extremos e os quartis.
b. Constréi um diagrama de extremos e quartis.
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9.2 ANO

Descritor

11

1.2
1.3

Nuameros e Operagoes NO9

Texto de apoio
No caso de trés nimeros naturais a, b e ¢, a implicacdo
a<b=>a+c<b+c

é uma consequéncia da prdpria nogao de contagem, ndo carecendo por isso, a este
nivel, de uma justificacdo. Note-se que esse mesmo principio de contagem garante
também a implicagdo inversa, pelo que se tem de facto

a<bosSa+c<b+ec.
Esta propriedade facilmente se estende ao caso de trés nimeros inteiros relativos.

Para o constatar podera ser util, desde ja, observar que dado dois quaisquer
ndmeros racionais x ey, x < y < —x > —Yy. Esta equivaléncia é trivial no caso de
x e de y terem sinais opostos (x negativo e y positivo), sendo os restantes casos
uma consequéncia direta do descritor NO6 -2.9.

Agora, se, por exemplo, a < 0, b < 0 e ¢ < 0 forem nimeros inteiros,
a<be -a>-be —-a+(—c)>-b+(-c)=—(a+c)>—-(b+c)
S a+c<b+ec.
No caso dos numeros racionais, a propriedade reduz-se ao caso dos numeros
inteiros: tomando trés niumeros racionais representados por quocientes de inteiros
que podemos supor com o mesmo divisord €N, g = 3, r=Les= % (a,b,c €

d d
Z), sabemos que g <1 & a < b. (cf.NO3-11.13 no caso de a e b serem positivos

e utilizar, além desta propriedade, o que se acabou de constatar para inteiros
relativos no caso geral).

Comoq+s=aT+C e r+s=%,q+s<r+s=)a+c<b+c, de onde se

deduzqueg<req+s<r+s.

Dados dois nuimeros naturaisae b, coma < b, tem-se simultaneamente, pelo
descritor anterior,a+a<b+aea+ b < b+ b, de onde resulta que 2a < 2b.
Também, 2a+a < 2b+aea+2b < b+ 2b,o0queimplicaque 3a < 3b.

Iterando este raciocinio verifica-se que dado um qualquer nidmero natural c,
a<b=ca<ch.

Esta propriedade pode ser utilizada para reconhecer as propriedades referidas
nestes dois descritores:

. . L a b ,
Dados dois numeros racionais g = S, T=- (a,b€EZ ed€eN) e um terceiro
’ . e c ac bc
numero racional positivo s = ” (c € N), observando que gs = Zers=—.
g<r=>a<b=>ca<ch=>qs<rs.

Se s for negativo, g <7 = g X (—s) <r X (—s) = —qs < —rs = qs > rs.
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1.4 A demonstracdo pedida aos alunos é a seguinte:
Sea<bentioa+c<b+c.
Sec<dentdob+c<b+d.

(Utilizou-se duas vezes o descritor 1.1)
Finalmente, por transitividade, a + ¢ < b + d.

Analogamente, tomando a, b, ¢ e d nimeros positivos:
Sea < b entdo ac < bc.

Se ¢ < d entdo bc < bd.

(Utilizou-se duas vezes o descritor 1.2)

Por transitividade, ac < bd.

1.5 Estas propriedades ja haviam sido referidas nos descritores ALG7-2.1 e ALG7-2.2 no
caso dos nimeros racionais, recorrendo a considera¢des geométricas envolvendo a
area de quadrados e o volume de cubos. A justificacdo agora pedida aos alunos é
imediata, utilizando o resultado relativo ao produto que foi mencionado no
descritor anterior, tomando, em primeiro lugar,c = aed = b, e, posteriormente,
c=a’ed = b>

1.6 A justificacdo pedida é a seguinte:
Dados dois numeros positivos a e b,

1 1 1 1 1 1 1 1
a<b o> aX=<bhbX=>D =XaX=<=XbX=>>=<-=,
a a b a b a b a

3.3 Exemplo
Sabendo que 5 e 7 sGo respetivamente aproximagdes dos numeros reais x e y com

. . 1
erro inferior a 75 due valores pode tomar o produto x X y ?

. . ~ s 1
R.: Como 5 é uma aproximagdo de x com erro inferior a o/
1 1
5-— o <x<5+ o
Da mesma forma,
T-t<y<7+—
10 10
Sendo todas estas quantidades positivas, pode concluir que (cf. 1.4)

| (5-70)(7-%) <xxy<(s+3)(7+5)
ou seja,

—X—=<xXy<—X— e 338l<xXxy<3621.

Exemplo*
[ . ~ . s 3
3 é uma aproximagdo do numero real x com erro inferior a o’

) . ~ , C 4
—4 é uma aproximagdo do nimero real y com erro inferior a e
Qual o erro mdximo que se comete ao aproximar x X y por3 X (—4) = —127?
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R.: De acordo com o enunciado,
3-2cx<3+—=
10 10

e
4 4
—4—E<y<—4‘+ﬁ,
ou seja,
27 33 44 36
—<x<— e ——X<y<-——
10 10 10 10

Multiplicando esta ultima desigualdade por —1 vem
36 44
To <—-y< o

Podemos portanto concluir, pelo descritor 1.4, que

27 _ 36 33 _ 44
—xX= X (— =X —
10 10<x (y)<10 10’
ou ainda que
1452 972
— Y <xXy< ——
100 100
Destas desigualdades resulta pelo descritor 1.1 que
1452 972
———12<xXxy—12<———12 &
100 100
252 228
o —— Xy—(—12 —.
100 <xxy—( ) < 100
252 228 ‘. . .
Como |—1—00| > |ﬁ| , 0 erro maximo que se comete ao aproximar x X y por —12 é
252
der ==—=2,52.
100
3.4 Neste descritor pede-se que os alunos calculem aproximacgGes de raizes quadradas e

cubicas por enquadramentos. Existem varios métodos ad-hoc que permitem atingir
esse objetivo, como por exemplo o utilizado no seguinte exercicio:

Exemplo
Aproxima V11 as décimas.

R.: Tem-se 3% < 11 < 42, pelo que 3 <11 < 4.
Calcula-se agora (com o auxilio, por exemplo, de uma calculadora) o quadrado de
3,1, 3,2, ..., etc., até que se ultrapasse o valor 11:

312=9,61; 3,2°=1024; 3,3*=1089; 34*=11,56.
Como3,3%<11<34%, 33<+V11<34.

Estes métodos podem ser sistematizados da seguinte forma:
Dado um numero x positivo, distinto de um quadrado perfeito e um nimero natural

n, o produto x X n? pode ser enquadrado de forma estrita entre os quadrados de
dois numeros inteiros consecutivos mem + 1:

m? <x xn?<(m+1)>%
Destas desigualdades deduz-se que
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2 2
() <x<(57)
n n

%<\/§<m+1

n

o que é equivalente a

. . m m+1l . ~ . .
ASSIm, oS numerosZeTsao aproximacgoes (respetlvamente por defeito e por

. . 1
excesso) de vx com erro inferiorar = -

Exemplo
Enquadra V3 por numeros racionais, com um erro inferiorar = 0,2.

R.:Temosr = 0,2 = §

Enquadrando o produto 5% X 3 = 75 por dois quadrados perfeitos consecutivos
(64 < 75 < 81), obtemos
2 9 2

8 8 9
82<¥x3<Wc:%)<3<(9 @§<V§<§¢dﬁ<¢§<L&

Substituindo os quadrados por cubos, é possivel aproximar de forma analoga raizes
cubicas:

Exemplo
Determina um intervalo de extremos racionais e de medida de comprimento inferior

ouigual a % que contenha 5.

R.: Enquadrando o nimero 5 X 23 = 40 por cubos perfeitos consecutivos:
3\’ 43
33=27<5><23=40<64=43<=><§) <3<(§)(:)

3 3
@E<V§<2@§Bek;4.

Este método permite aproximar qualquer raiz quadrada (respetivamente cubica)
com um erro tdo pequeno quanto desejarmos calculando apenas quadrados
(respetivamente cubos) de numeros inteiros. Esses cdlculos podem naturalmente
ser efetuados com uma calculadora, ou, em alternativa, recorrendo a uma tabela de
quadrados (respetivamente cubos) perfeitos.

Por exemplo, para calcular os primeiros trés algarismos da representa¢do em dizima
de v/5, podemos proceder da seguinte forma:

Temos
22=4<5<9 =32

Multiplicando por 102 esta cadeia de desigualdades vem
202 < 5% 10% < 302
Note-se que 20 e 30 ndo sdo numeros inteiros consecutivos. Um processo célere

que permite enquadrar 5 X 102 = 500 por quadrados perfeitos consecutivos
consiste em testar um nimero inteiro proximo da média aritmética destes nimeros:
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252 = 625 > 500, pelo que
202 < 5x 10% < 252

Este processo, conhecido por «dicotomia» é extremamente utilizado em varios
algoritmos numéricos. Em particular, o método de dicotomia é muito util na
determinacdo de um zero de uma func¢do continua, conhecidos dois pontos em que
esta toma respetivamente um valor positivo e um valor negativo.

Prosseguindo, como 222 = 484 < 500,
222 < 5% 10% < 252
Finalmente, observando que 232 = 529 > 500,

222 < 5x10% < 232
Est d to j ite deduzi (22)2<5<(23)2't ;
ste enquadramento ja permite deauzir que 1—0 1—0 , ISto e, que

2,2 <5< 2,3.

Para obtermos mais uma casa decimal, multiplicamos novamente a ultima
desigualdade obtida por 10?:

222 < 5%x10%2<232 = 222%x10%2<5x%x10%2%x10%2<232%x10%
& 2202 < 5% 10* < 2302 & 2202 < 5000 < 2302

Pelo método de dicotomia, observando consecutivamente que

225% = 50625, 2232 = 49729 e 224% = 50176,
2 2

224
5< (—) & 2,23 <5 < 2,24.

2232 < 5x10* < 224’ (223
100

ﬁ)
Exemplo
Aproxima \/8 ds décimas.

R.: Tem-se 22 < 8 < 32. Multiplicando por 102,
202 < 8 x 102 < 302

Pelo método de dicotomia, 252 = 625, 282 = 729 e 292 = 841, de onde se conclui

que
2 2

28 29
282<8><102<292=}<E) <8<(1—0> & 2,8</8<29.

Exemplo
Utiliza a tabela de cubos

X 2|3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
x3 | 8|27 | 64 | 125| 216| 343| 512| 729| 1000 | 1331 | 1728 | 2197 | 2744 | 3375

. 3 N )
para aproximar \/E as décimas.
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R.: 2 X 103 = 2000. Pela tabela fornecida, 123 < 2 x 103 < 133. Logo,

(%)3 <2< (1%)3 = 12<32<13.

4.1 Exemplo
Pretende-se substituir paineis retangulares de dimensées 2,5m e 3,5m por paineis
quadrados que tenham a mesma drea. Determina com erro inferior a 1 dm e
utilizando a tabela de quadrados perfeitos abaixo, dois valores aproximados, um por
defeito e outro por excesso, da medida em metros, do lado de cada um desses
quadrados.

X 26 |27 |28 |29 |30 |31 |32 33 34
x? | 676 | 729 | 784 | 841 | 900 | 961 | 1024 | 1089 | 1156

Exemplo
Sabe-se que 2<a<3 e que2<b<8. Aproxima por defeito as unidades

VYa + 3b.

Exemplo

O liquido contido num reservatorio piramidal de altura 52 metros e cuja base é um
quadrado de 3 metros de lado, vai ser substituido por quatro reservatodrios cubicos.
Determina as dimensdes minimas que devem ter os reservatdrios cubicos utilizando
a seguinte tabela de cubos perfeitos

x 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
3 | 27000 | 29791 | 32768 | 35937 | 39304 | 42875 | 46656 | 50653 | 54872 | 59319

Apresenta o resultado arredondado as décimas de metro.
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Descritor

1.5

4.1
4.2
4.3

Geometria e Medida GM9

Texto de apoio

Exemplo
Em cada uma das seguintes implicacbes, distingue a condi¢Go necessdria da
condicdo suficiente e diz se a implicagdo reciproca é verdadeira.

a. Se um numero natural termina em zero entdo é par.

b. Se um tridngulo é equildtero entdo é isdsceles.

¢. Num triéngulo a lados iguais opdem-se dngulos iguais.

d. Num quadrado as diagonais sdo perpendiculares.

e. aeb sdonumeros naturais e ndo sGo primos entre si= m.d.c.(a,b) > 1.

Exemplo
Em cada uma das seguintes alineas corta uma das palavras «necessdria» ou
«suficiente» de modo a obteres uma afirmacgdo verdadeira e indica em que casos a
afirmagdo continua a ser verdadeira se substituires essa palavra pela expressdo
«necessdria e suficiente»:

a. Dados dois niumeros naturais m e n, é condi¢do necessdria/suficiente para

. . m . , .
que m e n sejam quadrados perfeitos que /; seja um numero racional.

b. E condicdo necessdria/suficiente para que um quadrildtero seja um
retdngulo que as respetivas diagonais sejam iguais.

c. E condicdo necessdria/suficiente para que um numero natural seja par e
multiplo de 5 que a respetiva representagdo decimal termine com um zero.

d. E condicdo necessdria/suficiente para que um tridngulo seja isdsceles que
tenha dois dngulos iguais.

Exemplo
Em cada um dos seguintes teoremas, identifica a hipdtese e a tese.

a. Num triGngulo retédngulo, a soma dos quadrados das medidas de
comprimento dos catetos é igual ao quadrado da medida de comprimento
da hipotenusa.

b. A soma dos dngulos internos de um triéngulo é igual a um éngulo raso.

Se o produto de dois numeros é nulo entdo um dos fatores é nulo.
d. Dadas trés retas ndo necessariamente complanares, se duas delas sdo
paralelas a terceira reta entdo sdo paralelas entre si.

o

Exemplo
Demonstra que se uma reta t interseta uma de outras duas retas paralelas re s e é
com elas complanar entdo interseta a outra.

R.: Consideremos duas retas paralelasr ese uma

reta t complanar comr e s e que interseta a reta s r
no ponto P.

Pelo axioma euclidiano do paralelismo sabe-se que /
existe uma Unica reta paralela a retar e que passa
em P; como s é paralela ar e passaem P, aretat,
distinta de s nao pode ser paralela ar, pelo que,
sendo com ela complanar, interseta-a.
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5.5

5.8

Exemplo
Considera duas retas paralelas r e s. Demonstra que sdo iguais os dngulos
correspondentes determinados em r e s por uma reta secante t.

R.:
Designando por a e 8 dois angulos correspondentes
determinados em r e s pela reta t: r

A soma de @ com um suplementar de f ndo é
inferior a um angulo raso, pois nesse caso, pelo 5.2 s a
t

axioma de Euclides, as retas r e s seriam secantes (no

semiplano determinado por t que contém estes

angulos).

Por outro lado, a soma de a com um suplementar de 8 ndo é superior a um
angulo raso pois neste casor e s seriam também secantes (basta considerar os
angulos suplementares adjacentes a a e § do outro lado da secante e mais uma vez
0 5.2 axioma).

Assim, a soma de @ com um suplementar de 5 é igual a um angulo raso, ou seja, a e
B sdo iguais.

Exemplo
Demonstrar que se, num dado plano, as retas distintas r e t sGo paralelas a reta s
entdo r e t sdo paralelas entre si.

R.:

Vamos supor que as retas r e t ndo sdo paralelas,
ou seja, uma vez que sao complanares, que se
intersetam num ponto P. Entdo r e t seriam duas
retas paralelas a s passando por P, contra o que
estabelece o axioma euclidiano do paralelismo
logo r e t sdo paralelas.

Exemplo
Justifica que, se um plano @ é concorrente com dois planos paralelos ace [ entdo as
retas intersegdo do primeiro com cada um dos outros dois sGo paralelas.

R.:

Supondo que as retas interse¢cdo ndo eram paralelas
entdo, por pertencerem ambas ao mesmo plano 6,
teriam um ponto comum que, por pertencer a ambas,
também pertenceria a ambos os planos « e f, contra
a hipétese de paralelismo destes planos. As retas
intersecdo tém portanto de ser paralelas.

Para provar que dois planos paralelos a um terceiro sao paralelos entre si podemos
utilizar o seguinte raciocinio:

Sejam a e B dois planos, ambos paralelos a um terceiro plano 6.
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6.1

Se os dois planos a e B ndo fossem paralelos
entre si, entdo intersetar-se-iam e portanto J3,
por exemplo, de acordo com o resultado
expresso no descritor 5.5, intersetaria também 6,

que é paralelo a a.. Mas por hipotese f também é
paralelo a 6, pelo que ndo o pode intersetar; esta

contradi¢do prova que a e 3 sdo paralelos.

No exemplo seguinte, ndo é pedida a justificacdo da existéncia de um plano
paralelo a outro que passe por um determinado ponto. Apenas se solicita a prova

da unicidade de um tal plano.

Exemplo

Justificar, dado um plano e um ponto P exterior ao plano, que o plano 6 que passa

por P e é paralelo a 1 é unico.

R.:

Qualquer outro plano que passe por P é
concorrente com fe portanto com 1, atendendo
ao resultado expresso no descritor 5.5; ndo pode
portanto ser paralelo a 1, o que prova que 6 é o

Unico plano paralelo a T que passa por P.

Exemplo**

Consideremos dois planos a e f que se intersetam
segundo uma reta r e dois dngulos convexos A,0,B;
e A,0,B, de vértices em r e lados perpendiculares a
r, de forma que os lados O;A; e 0,A, estdo num
mesmo semiplano determinado porr em « e os lados
0,B; e O0,B, estdo num mesmo semiplano
determinado por r em f.

Prova que os dngulos A,0.B, e A,0,B, sdo iguais
alineas:

a. Considera M, ponto médio do segmento
de reta [0,0,]. Quais sdo as imagens de
0, e de 0, pela reflexdo central de centro
M?

B

Na figura junta estd representado o ponto

Az, imagem do ponto A, pela reflexdo

central de centro M. Justifica que 0,A3 é

paralela a 01A, e que o ponto A5 estd no

semiplano oposto a A, de fronteira .

"

Al
] ~—
r

B1

[
|
|
|
|
|
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6.4

6.5

. Seja Bz a imagem do ponto B, pela reflexdo central de centro M. Justifica que

0,B; é paralela a 0;B, e que o ponto B; estd no semiplano oposto a B, de

fronteira r.

d. Justifica que os dngulos A;0,B; e A3;0,B;

séo iguais.

. Justifica que 0,A, é paralela a 0,4, e
que 0,B, é paralela a 0O, B;.

Justifica que os éngulos A,0,B, e A30,B5
sdo verticalmente opostos e conclui que
os éngulos A,0,B1 e A,0,B, séo iguais.

Exemplo

Considera uma reta r perpendicular ao
plano « no ponto P e s uma reta contida
no plano a e que passa em P.

Justifica que a reta r também é
perpendicular a reta s, ou seja, v é
perpendicular a qualquer reta do plano «
que passe por P.

R.:

Por definicdo, uma reta r é perpendicular a um plano quando é perpendicular a
duas retas desse plano que passam por um ponto P de r. Pelo resultado expresso no
descritor 6.3, r é perpendicular a qualquer reta do plano a que passe por P.

Pretendemos provar que é condi¢do necessdria e suficiente para que dois planos
sejam perpendiculares que um deles contenha uma reta perpendicular ao outro.

Exemplo
Prova que:

R.:

() Se um plano a contiver uma reta r
perpendicular a um plano [ entdo a é

perpendicular a f5.

(1) Se um plano «a for perpendicular a um plano
B, entdo a contém uma reta r perpendicular

apg.

() Se o plano a contiver uma reta r perpendicular a um plano  entdo estes sdo
concorrentes e ndo coincidem, sendo a respetiva interse¢do uma reta que
designamos por s e a qual pertence o ponto P de interse¢do da retar com o
plano . Consideremos a reta t perpendicular a s e contida no plano (3,
concluimos que a reta r é perpendicular at (6.4) e que consequentemente a é
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6.8

6.9

(I

perpendicular a § ja quer e t sdo perpendiculares a s (reta interse¢do dos dois
planos) e perpendiculares entre si.

Se um plano a for perpendicular a um plano § a respetiva intersegdo é uma reta
s. Considerando um ponto P de s, uma reta r contida em a e perpendicular a s
em P e uma retat contida em [ e perpendicular as em P, entdo estas duas
retas formam quatro angulos retos, ou seja, sdo perpendiculares. Como a retar
é perpendicluar a s e at entdo é perpendicular ao plano que as contém, ou seja,
ao plano 3.

Exemplo**
Considera uma reta r perpendicular a um plano 6. ‘

Justifica que:

a. sem for um plano paralelo a 8 entdor 4 L
também é perpendicular a .

b. Se aretar também for perpendicular a um :
plano m entdo os planos 6 e ™ sdo i !
paralelos.

Exemplo

Considera a pirdmide quadrangular regular
[ABCDV], a reta VP perpendicular ao plano da
base [ABCD] e quatro pontos complanares
E,F,G e H, pertencentes respetivamente as
arestas [VA],[VB],[VC] e [VD].

a. Supbée que o plano EFG é paralelo ao

Exemplo**
Considera um segmento de reta [AB] e o plano «
perpendicular a [AB] no respetivo ponto médio

M.

dos pontos do espago equidistantes de A e B, ou o
seja, justifica que sdo verdadeiras as seguintes
afirmagdes:

R.:
a.

plano ABC da base e que [EFGH] é um
quadrado.

Sendo O o ponto de intersec¢do da reta VP com o plano EFG, justifica que [VO]
é a altura da pirdmide de base [EFGH].

Sendo O o ponto de intersegdo da reta VP com o plano EFG e supondo agora
que a reta VO é perpendicular a esse plano, justifica que os planos ABC e EFG
das bases das pirdmides sdo paralelos.

Justifica que o plano « é o lugar geométrico - \

a. se o ponto P pertencer ao plano a entéo
AP = PB;

b. se Q for um ponto do espaco tal que AQ = QB entdo Q pertence ao plano
mediador de [AB].

Seja P um ponto do plano a distinto de M. A reta AB é perpendicular ao plano o
e interseta-o no ponto M logo é perpendicular a qualquer reta do plano que
passe em M, em particular a MP. Logo, no plano ABP, MP é a mediatriz do
segmento de reta [AB] e portanto AP = BP.

Se o ponto P coincidir com M é obviamente equidistante de A e de B.
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8.1

b. Seja Q um ponto do espaco tal que AQ = QB e seja M o ponto médio de [AB].
Os pontos 4, B e  definem um plano ao qual também pertence M. Nesse plano
QM é a mediatriz de [AB] pelo que é perpendicular a reta AB. Portanto QM estd
contida no plano normal a reta AB no ponto M (cf. 6.7), ou seja, ao plano
mediador de [AB]. Em particular Q pertence a esse plano.

Exemplo* " .
Considera um prisma reto cujas bases [ABCD] e [EFGH] p
sdo losangos. Prova que o plano EAC é perpendicular a
[BD] no respetivo ponto médio M, comegando por
justificar que:

a. Asretas AC e BD sdo perpendiculares;

|
|
|
|
[
|
|
[
b. As retas BD e EM sdo perpendiculares, comegando Dy — -1 —=p .
d

por mostrar que E é equidistante de B e de D. N

B

No exemplo seguinte mostra-se, em particular, que “a altura de uma piramide
regular (na ocorréncia, uma piramide hexagonal), é o segmento de reta que liga o
vértice ao centro da base”. O conceito de «altura» de uma pirdmide ou de um cone
sera definido mais adiante, no texto de apoio ao descritor 8.1; nesse mesmo texto
de apoio apresentar-se-a um exemplo em que se mostra, mais geralmente, que esta
propriedade vale para qualquer piramide com arestas laterais iguais (dita «reta» por
alguns autores) e para qualquer cone reto.

Exemplo**

Considera uma pirdmide hexagonal regular de
base [ABCDEF] e vértice Ve os pontos médios
M e N, respetivamente das arestas [AF] e
[CD].

a. Prova que [MENB] é um losango.

b. Justifica que o plano VMN é o plano
mediador do segmento de reta [EB].

c. Prova que os segmentos [VM] e [VN]
sdo iguais.

d. Sendo G o centro da circunferéncia circunscrita a base [ABCDEF], mostra
que VG é perpendicular ao plano que contém a base, comegando por
mostrar que a reta VG é perpendicular, simultaneamente, a EB e a MN.

e. Prova que os planos VMN e VEB sdo perpendiculares.

Exemplo "
Considera um plano m, um ponto P ndo
pertencente ao plano, a reta r perpendicular a
7T e que passa em P e o pé da perpendicular Q. p
Justifica que, se R for um ponto do plano nt
distinto de P, entdo PQ < PR. R o= — — Jj

Conhecido o conceito de distancia de um ponto a um plano, podemos agora utiliza-
lo para definir rigorosamente a altura de uma piramide ou de um cone como sendo
a distancia do respetivo vértice ao plano da base. No exemplo seguinte mostra-se
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8.2

gue os vértices da base de uma pirdmide com arestas laterais iguais estdo situados
numa mesma circunferéncia e que a altura é igual a distancia do vértice da piramide
ao centro dessa circunferéncia. Analogamente, a altura de um cone reto é a
distancia do respetivo vértice ao centro da base, segmento contido no eixo do cone.
Por outras palavras, os vértices da base estdo numa mesma circunferéncia de centro
na projegao ortogonal do vértice da piramide ou do cone no plano da base.

Exemplo*
Considera uma pirdmide de vértice V cujas arestas laterais sGo iguais e seja O a
projecdo ortogonal de V no plano da base da pirdmide.

a. Dados dois vértices A e B da base, pretendemos provar que os pontos A e
B estdo situados numa mesma circunferéncia de centro O. Para o efeito resolve
as sequintes alineas:

a;. Justifica que os triGngulos [VOA] e [VOB]séo tringulos retdngulos
iguais.

a,. Conclui da alinea anterior que A e B estGo situados numa mesma
circunferéncia de centro em O.

b. Conclui de a. que os vértices da base de uma pirdmide de arestas laterais iguais
estdo situados numa mesma circunferéncia de centro O e que a altura da
pirdmide é igual & disténcia VO do vértice da pirdmide ao centro dessa
circunferéncia.

Observagdo: Tal como foi referido no Caderno de Apoio do 2.2 Ciclo (GM6-2.3 e
GM6-2.7), certos autores definem «pirdamide reta» como uma piramide cujas arestas
laterais sdo iguais. Como entdo foi observado, esta definicdo ndo é consensual ja
que em varias obras se entende por «pirdmide reta» uma pirdmide tal que o
segmento de reta que liga o vértice ao centro de massa é perpendicular ao plano
gue contém a base.

Recorde-se que, com a primeira definicdo, uma pirdmide é reta se e apenas se existir
uma circunferéncia que contém todos os vértices da base e se o segmento de reta
que liga o vértice ao centro da circunferéncia for perpendicular a base. Uma destas
implicagdes encontra-se demonstrada no ultimo exemplo, sendo que a outra pode
ser provada utilizando o mesmo tipo de argumentos. Com esta defini¢do, as
pirdmides retas sdo as piramides que se podem inscrever em cones retos (cf. GM6-
2.7).

Exemplo

Considera uma reta r paralela a um plano a e o plano  definido pela reta r e pelo

pé da perpendicular tracada de um ponto P de r para a.

a. Justifica que:

a;. O plano m é perpendicular ao
plano a. m
a,* Os pontos da reta p intersecdo I R
dos planos a e m sGo os pés das
perpendiculares tracadas dos pontos
da reta r para o plano m.
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8.3

9.1

b. Designando a reta p por «projecdo ortogonal da retar no plano a» e a
distdncia entre as retas paralelas r e p por «distdncia entre a retar e o plano
a», justifica que essa distdncia é menor do que a distdncia de qualquer ponto
de r a um ponto do plano distinto da respetiva proje¢do ortogonal.

Exemplo
Sejam dois pontos P e R, respetivamente
pertencentes a dois planos paralelos a e f3. g
Considera ainda a projecGo ortogonal de P /
sobre o plano B e a projegdo ortogonal de R o / dr oR
sobre o plano «a , designando-as, B
respetivamente, por P' e R’.

a. Justifica que, sendo Q um ponto do plano B distinto de P’, se tem

PP' < PQ.
b. Justifica que PP’ = RR'.

A justificagdo da formula que permite obter o volume Vp de uma pirdamide triangular
ApXh

a partir da area da sua base (4,) e respetiva altura (h), V = , hdo é exigivel
neste ano de escolaridade. Com este descritor pretende-se que os alunos saibam
gue este resultado pode ser obtido por decomposicdo de um prisma triangular reto
em trés piramides com o mesmo volume. Um passo importante neste processo
consiste em observar que duas piramides triangulares com mesma base e a mesma
altura tém o mesmo volume. De um ponto de vista rigoroso, este resultado pode ser
justificado por aplicacdo do Principio de Cavalieri (ver Texto Complementar de

Geometria, texto de apoio relativo aos descritores GM9-9.1 a GM9-9.4).

Conhecido este resultado, pode argumentar-se da seguinte forma:

D E

A — =4 — — — — — ) B

Um prisma triangular reto de bases [ABC] e [DEF] pode ser decomposto nas
pirdmides [ACBF], [DFEA] e [ABEF]. As duas primeiras tém alturas iguais
(CF = AD) e bases iguais [ABC] e [DEF] respetivamente. Pela propriedade acima
enunciada, tém pois o mesmo volume. Por outro lado, as piramides [DFEA] e
[ABEF] tém também bases iguais ([ADE] e [ABE] respetivamente) e alturas iguais
(distancia do ponto F ao plano que contém ambas as bases), pelo que também tém
volumes iguais.
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Daqui se conclui que as trés piramides tém o mesmo volume. Como o volume do
prisma é igual ao produto da area da base pela altura (GM6-7.5), facilmente se
obtém que o volume de cada uma das piramides é igual a um terco do produto da
area da base pela altura.

Mantendo a base e deslocando o vértice num plano paralelo a base podemos
mostrar que duas piramides triangulares com a mesma base e altura tém o mesmo
volume, utilizando o Teorema de Tales para verificar as hipdteses do Principio de
Cavalieri e baseando-nos também na férmula para o calculo da area de um triangulo
(cf. o texto de apoio acima referido no Texto Complementar de Geometria). Assim
obtemos a formula para o cdlculo do volume de uma piramide triangular
comparando o volume de uma qualquer destas piramides com uma que tenha a
mesma base mas além disso uma aresta lateral perpendicular a base, por forma a
poder identificar-se com uma das trés piramides em que se decompde um prisma
triangular reto com bases iguais a da piramide e a mesma altura. Podemos depois
utilizar decomposicdes em piramides triangulares para obter a mesma férmula para
qualquer piramide e em seguida, por aproximagdo, para cones. E esta a estratégia
sugerida nos dois descritores seguintes. No entanto, utilizando propriedades mais
gerais relativas a drea de duas quaisquer figuras semelhantes (e ndo apenas o caso
mais elementar dos tridangulos semelhantes) podemos directamente concluir que o
volume de qualquer piramide ou cone, ou mesmo dos chamados “cones
generalizados”, pode ser calculado pela mesma férmula; estas consideragdes sdo
também desenvolvidas no referido texto de apoio no Texto Complementar de
Geometria.
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9.2

11.6

11.7

Exemplo

Considera a pirédmide  quadrangular [ABCDE]
representada. Utilizando uma decomposicGo em
pirdmides triangulares, verifica que o volume da
pirdmide quadrangular é igual a um ter¢o do produto
da drea da base pela altura.

R.:
Designando por V o volume da pirdmide quadrangular [ABCDE] e por V; e V,,
respetivamente, os volumes das pirdmides triangulares [ABDE ] e [BCDE], tem-se

V:V1+V2.

ABD] Xh eV, = A[pcp] Xh

A
Por outro lado, V; = L , onde h designa a distancia do ponto

E ao plano que contém A, Be C (e D), sendo a altura comum das piramides
triangulares relativamente as bases [ABD] e [BCD]. Assim,

Apagp] Xh  Aigepy X h (A[ABD] + A[BCD]) X h

= + = =
3 3 3

_ Apapcep] X h

— s
Outros exemplos, relativos a pirdamides cuja base tenha um maior niumero de lados,
podem igualmente ser trabalhados recorrendo a mesma estratégia, ou seja,
decompondo a base em triangulos.

%4

Considerando dois angulos @ e 8’ de vértices A e B com a mesma amplitude,
fixemos num dos lados de 8 um ponto P e, num dos lados de 6’, um ponto Q.

A B
R <

Tirando por P (respetivamente por Q) uma perpendicular ao outro lado do angulo 6
(respetivamente 0') determina-se o pé da perpendicular R (respetivamente S). Os
tridngulos [APR] e [BQS] sdo semelhantes, por aplicagdo do critério AA. Tem-se
PR _ QS PR _ QS '
ﬁ=%,peloquesen9 =ﬁ=%=sen6.
Analogamente se prova que cos 8 = cosB'e tg6 =tg 6’
Verificou-se que angulos de igual amplitude tém mesmo seno, cosseno e tangente,
pelo que ficam bem definidos o seno, o cosseno e a tangente de uma amplitude de
angulo.

pois

O valor de cada uma das razdes trigonométricas de um angulo agudo 0 (e da
respetiva amplitude) é independente da unidade de comprimento fixada pois,
atendendo a GM7-7.2, o quociente entre as medidas de comprimento de dois
segmentos de reta mantém-se quando se altera a unidade de comprimento.
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11.8

11.9

11.10

11.11

11.13

Exemplo
Considera um tridngulo [PQR] retdngulo em R e designa o dngulo interno com
vértice em Q por q.
a. Indica qual o lado do triéngulo de maior comprimento.
b. Justifica que o seno e o cosseno do dngulo « sGo numeros positivos menores
do que 1.

Exemplo

Considera um tridngulo [ABC] retédngulo em B e um

dos dngulos agudos do tridngulo que designas por 6. c
Exprime sen @ e cos 8em funcGo da medida dos

comprimentos dos lados de [ABC] e deduz que

@

(sen )% + (cos 6)? = 1. he *°

Exemplo
Considera um tridngulo [ABC] retdngulo em B. Calcula a razéo entre o seno e o
cosseno do dngulo BAC e prova que é igual a tangente do mesmo dngulo.

R.: Seja o tridngulo retangulo [ABC] representado na figura.

. R BC
Designando o angulo BAC por o, tem-se que: sena = —e
4B B¢ BC _ AC BC
AB sena ac -
cosa == peloque — =i =—X—=—=tga. A .
ac PeoaUe sa AB  AC" AB 4B 9 ;
AC

Exemplo
Considera um triéngulo [ABC] retédngulo em B. Designa os dngulos agudos BAC e
ACB por a e f§ respetivamente.
a. Escreve as expressbes do seno de a e do cosseno de 8 na forma de razdes
entre comprimentos de lados do tridngulo [ABC].
Justifica que os dngulos « e  sGo complementares.
c. Que relagdo existe entre o seno de um dngulo agudo e o cosseno do seu
complementar?

O exemplo seguinte s deve ser resolvido apods ter sido estudado o descritor 13.5
pois este exercicio permite relacionar varios conteddos, nomeadamente uma
propriedade do baricentro de um tridngulo.

Exemplo**
Seja [ABC] um triangulo tal que , AC = 4, AB = BC = 6.
Seja M o ponto médio de [AB].
Determina a medida da amplitude do angulo ACM com
aproximacdo a décima de grau, percorrendo os seguintes
passos:
a. Traca a altura relativa ao vértice B e justifica que
interseta [AC] no respetivo ponto médio N. A
b. Justifica que o ponto Q, intersecdo de [MC] com a ©
altura relativa ao vértice B, é o baricentro do
trigngulo.
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c. Determina a medida de BN e de QN.

d. Utilizando uma razdo trigonométrica determina a medida da amplitude do
angulo ACM com aproximagdo a décima de grau com o auxilio de uma
calculadora.

R.:

a. Atendendo a que AB = BC, B pertence a mediatriz de B

[AC]. Como essa reta é perpendicular a [AC], contém a

altura relativa a esse vértice. Desta forma N pertence a [AC]

e a respetiva mediatriz, pelo que coincide com o ponto

médio de [AC]. M

b. Como [CM] e [BN] sdo medianas do tridngulo [ABC] que

se intersetam em Q, este ponto é o baricentro do tridngulo.

c. A medida de BN pode ser obtida utilizando o teorema de

Pitdgoras, ou seja, BN>=BC?—-CN?=36—-4=32 A ™ C

donde BN = /32 e, como Q é o baricentro do triangulo,
V32

— 1 —_— 1
QN_EXBN_EXV3 —T

d. Como o tridngulo [NCQ] é retangulo, tem-se que

V32
oaey < _ T3 _V32_V2xi6 42 _ 22
IEETNCT T2 "6 T 6 6 3

-1

Utilizando a tecla tan numa calculadora cientifica, obtém-se

ACM = tan™! (%7) ~ 43,30,

Observagao: Funcoes trigonométricas inversas
Neste ciclo apenas se considera o seno, o cosseno e a tangente de um angulo agudo,
isto é, com medida de amplitude, em graus, no intervalo ]0,90[. Como as fun¢des

sin: 10,90 —]0,1[, cos: ]0,90[ —]0,1[ e tan : ]0,90[ —]0, +oo[

sdo bijetivas, podera indicar-se aos alunos, sem referir concretamente as fungdes
arco-coseno, arco-seno e arco-tangente (ou mesmo as fung¢bes seno, cosseno e
tangente enquanto fun¢des de uma medida de amplitude angular), que as teclas
sin” !, cos™1, e tan~! fornecem uma aproximacdo da Unica medida de amplitude de
dngulo agudo cujo seno, cosseno e tangente é igual a um dado numero (entre O e 1,
no caso do seno e do cosseno, e positivo, no caso da tangente).
E relativamente facil mostrar a bijetividade destas func¢des.
Comecemos por observar que dado um numero R 1 R X
x € ]0,1[, existem angulos agudos a e f tais que
sin(@) = xe cos(ﬁ) = x. Basta para tal construir - ~ e
um tridngulo retangulo cujas medidas da ,” /N
hipotenusa e de um dos catetos sejam / N
respetivamente iguais ale ax. Tomando um ,’ . /N . \l
segmento [AB] de comprimento x , a * !
circunferéncia de centro emAe raior=1>x \ :
interseta a reta perpendicular a [AB] que passa N L
|
|

por B em dois pontos (ver TCG, GM6-1.4). S . -7
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Nomeando C um deles, obtém-se um tridngulo [ABC] com as caracteristicas
desejadas. Tem-se ent3o as propriedades anunciadas tomando @ = ACB e
S = BAC.

Por outro lado, dado um qualquer

numero positivo y, considerando dois 1
segmentos de reta [AB] e [BC], o °
perpendiculares e de medidas de y
comprimento respetivamente iguais a

leay, tan(§)=y,onde9=BAC. A A B

A unicidade da amplitude de um angulo agudo com um dado seno, cosseno ou
tangente decorre de forma imediata dos critérios de semelhancga de triangulos.

Sejam por exemplo dois angulos agudos a e a' tais que cos(a) = cos(a’). A
argumentacdo no caso do seno ou da tangente é analoga. Construimos dois
tridngulos ABC e A'B'C’ retangulos respetivamente em A e A’ tais que a = ABC e

a =AB'C'.
B A B A

Da igualdade cos(a) = cos(a’) resulta que

O Teorema de Pitdgoras implica entdo de maneira imediata que se tem

aF _BC AT

A'B BC AC'

ja que, definindo

AB  BC
r = ==,

A'B" B'C'

<~

4C? = BC? - AB? = (rB'C’) - (r&B") = r? (B - AF") = r?AC?,

de onde se conclui que AC =rA’C’.

Os tridngulos [ABC] e [A'B'C'] sdo, pelo critério LLL, semelhantes, e os angulos a e

o', que se opdem a lados correspondentes, sdo iguais. Em particular, @ = a' ,como
gueriamos mostrar.
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Exemplo
Considera um tridngulo equildtero [ABC] cujo lado mede 4 cm.
a. Determina a amplitude do dngulo BAC e utiliza raz6es trigonométricas para
determinar a medida de BD.
b. Determina a drea do tridngulo [ABC].

a. Na figura esta representado o triangulo equilatero
[ABC] e a altura [BD] relativa ao vértice B.
Como o tridngulo é equildtero os angulos internos

1

" 0
sdo iguais pelo que BAC = % = 60°, tendo-se

assim sen BAC = ? Por outro lado, sen BAC =

A C
BD _ @. Finalmente,
AB 4
% = ‘/; & BD = 2+/3, ou seja, a medida de BD é igual a 2v/3 cm.

ACXBD _ 4x2+/3

> = 4+/3, ou seja, a area do

b. Utilizando a alinea anterior, A{4p¢) =

triangulo mede 4+/3 cm?.

Exemplo
Considera um tridngulo isésceles [ABC] tal que ACB = 120° e AB = 3cm.
Determina a drea do triéngulo [ABC].

R.:
O angulo ACB é obtuso, logo os dois restantes
angulos internos sdo agudos. Sdo portanto

estes os angulos iguais:
R 180° — 120°
CAB = =

A

oO¢ — — —
L

0°.

Como AC = CB e sendo [CD] a altura do triangulo relativa ao vértice C, AD = DB,
logo AD = 1,5cm.

Como tg CAB = 82 e tgCAB = ‘/—5, entdo
AD 1i 3
CD V3 __ V3 V3
15 3 P =laxm=o
\/5 )
3x
Assim, A[ABC] = 22 = %g, ou seja, a area do triangulo mede ¥ cm?.

Exemplo
Considera um octégono regular inscrito numa
circunferéncia de centro O e raio 4 cm e decomposto
em oito tridngulos de vértice O e com um lado comum
ao octégono.
a. Justifica que os tridngulos nos quais esta dividido
o octégono séo iguais e que COD = 45°.
b. Determina o valor exato das dreas do tridngulo
[0CD] e do octégono.
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13.1

R.:
a. Aplicando o critério LLL de igualdade de triangulos conclui-se que os tridangulos
sdo todos iguais. Assim, os angulos internos de vértice em O sdo todos iguais
A . 360\°
pelo que tém amplitude (?) = 45°,
b. Designando por h a altura relativa ao vértice D do tridngulo [COD] entdo

sen COD = % =4 X ‘/2—5 = h & h = 2+/2 pelo que a rea do tridngulo é
Ajcop) = 2z 4+/2, ou seja a area do tridngulo mede 4v2cm? e a area do

2
octégono mede 8 X 442 = 32v/2cm?.

Exemplo* c
Na figura estd representado um tridngulo retdngulo em B e
um ponto D no lado [BC] tal que BAD = BCA = 30°. 30°

Sabendo que AD = 4 cm, determina o valor exato perimetro
do triéngulo [ABC].

Exemplo

Considera um tridngulo [ABC ] reténgulo em B e M o
ponto médio de [AB]. Sabendo que BAC = 60° e que
AC = 6 cm, determina o valor exato da drea do
triéngulo [AMC].

90

A B

O conceito de mediatriz de um segmento de reta foi estudado no 6.2 ano, (GM6-9.4
a 9.8) pelo que é importante que no 9.2 ano a abordagem deste descritor seja
precedida por atividades que permitam recordar ndo sé a definicdo de mediatriz de
um segmento de reta (reta perpendicular ao segmento no respetivo ponto médio)
mas também a sua caracterizacdo como lugar geométrico dos pontos do plano
equidistantes dos extremos do segmento de reta. Neste ano de escolaridade
verifica-se apenas que as mediatrizes dos trés lados de um triangulo se intersetam
num ponto que se denomina circuncentro do triangulo por ser o centro da
circunferéncia circunscrita ao tridangulo, ou seja, os vértices do tridngulo estdo na
circunferéncia.

Exemplo*
Considera um tridngulo [ABC] e as retas r e s mediatrizes respetivamente de [AB] e
[BC].
a. Justifica que as retas r e s se intersetam num ponto P que também
pertence d mediatriz de [AC].
b. Justifica que o ponto P é o centro de uma circunferéncia circunscrita ao
triédngulo [ABC].
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13.2
13.3

R.:

a. Atendendo a que r e s sdo retas perpendiculares a retas ndo paralelas também
nao sdo paralelas pelo que se intersetam num ponto que podemos designar por
P. Por pertencer as mediatrizes de [AB] e [BC] o ponto P é equidistante,
respetivamente, dos pontos A e B e dos pontos B e C logo também serd
equidistante dos pontos Ae C o que nos permite concluir que P pertence a
mediatriz de [AC].

b. Atendendo a que PA = PB = PC, P é o centro de uma circunferéncia circunscrita
ao tridngulo [ABC].

Observagao: O centro de uma circunferéncia que contenha os trés pontos A, Be C
é necessariamente a intersecao das trés mediatrizes, ja que é equidistante dos trés.
Assim, uma tal circunferéncia é Unica.

O conceito de bissetriz de um angulo foi abordado pela primeira vez no 5.2 ano
(GM5-1.4) como semirreta nele contida, que tem origem no vértice do angulo e que
forma, com cada um dos lados, angulos iguais. No 9.2 ano mostra-se que pode ser
caracterizada como o lugar geométrico dos pontos do angulo que sdo equidistantes
das retas suportes dos lados do angulo e prova-se que as trés bissetrizes dos angulos
internos de um triangulo se intersetam num ponto designado por incentro, assim
chamado por se tratar do centro da circunferéncia inscrita ao tridngulo, ou seja, uma
circunferéncia a que o tridngulo é circunscrito (GM6-1.6).

Exemplo*

Considera um dngulo convexo AVB, um ponto

P da respetiva bissetriz e os pontos R e S, pés

das perpendiculares tracadas de P , v
respetivamente, para VA e VB.

a. Justifica que os tridngulos [RVP] e [SVP] séo iguais.

b. Justifica que RP = SP e conclui que os pontos da bissetriz de um dngulo convexo
sdo equidistantes das retas suporte dos lados do dngulo.

c. Considera um ponto T do dngulo AVB que seja equidistante das retas suporte
dos lados do dngulo AV B. Justifica que T pertence a bissetriz do dngulo e conclui
que a bissetriz de um dngulo convexo é o lugar geométrico dos pontos do dngulo
que sdo equidistantes das retas suporte dos lados do éngulo.

R.:

a. Os angulos RVP e SVP sdo iguais
pois VP é a bissetriz do angulo AVB.
Os angulos VRP e VSP também sdo
iguais pois sdao ambos retos logo VPR e
VPS também sdo iguais. Atendendo a
que [VP] é um lado comum aos dois
triangulos, pelo caso ALA de igualdade
de triangulos, podemos concluir que os
tridngulos [VPR] e [VPS] sdo iguais.

b. Tem-se RP = SP pois [RP] e [SP] opSem-se a angulos iguais de tridngulos iguais.
Como P é um ponto genérico da bissetriz do angulo AVB, podemos afirmar que
qualquer ponto da bissetriz de um angulo é equidistante dos lados do tridngulo e
consequentemente das retas suporte desses lados.
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c. Se T pertence ao angulo AVB e ¢é
equidistante das retas suporte dos respetivos
lados entdo T é equidistante dos pés das
perpendiculares, F e G, tracadas de T para
VA e VB, ou seja, os tridngulos [VTF] e
[VTG] sdo retangulos e TF = TG.

Como [VT] é lado comum aos tridngulos e

os dois tridngulos sdo retangulos podemos
concluir, utilizando o Teorema de
Pitadgoras, que também se tem VF = VG.
Pelo caso LLL, os tridngulos [VTF] e
[VTG] s3o iguais.

Assim, podemos concluir que os angulos AVT e BVT sao iguais por se oporem a
lados iguais em tridngulos iguais, pelo que T é um ponto da bissetriz do angulo
AVB.

Tendo em conta esta propriedade e a justificada na alinea b., podemos afirmar que
a bissetriz de um angulo convexo é o lugar geométrico dos pontos do angulo que
sdo equidistantes das retas suportes dos lados do angulo.

Exemplo*
Considera um triéngulo [PQR] e as bissetrizes
de dois dos seus dngulos internos.

a. Justifica que o ponto de interse¢do I das
duas bissetrizes também pertence a
bissetriz do terceiro dngulo mostrando que
é equidistante das retas suporte dos trés
lados.

b. Justifica que I é o centro da circunferéncia inscrita ao triéngulo.

R.:

a. Se I pertence 4 bissetriz do angulo PRQ entdo é equidistante das retas RP e RQ.
Como o ponto I também pertence a bissetriz do angulo RPQ entdo é
equidistante de RP e QP. Assim, podemos concluir que I é também equidistante
das retas RQ e QP, logo pertence a bissetriz do angulo PQR.

b. Atendendo a que o ponto I pertence as trés bissetrizes dos angulos internos do
triangulo entdo, sendo J,K e L, respetivamente, os pés da perpendiculares
tracadas de I para cada um dos lados do triangulo, I] = IK = IL, ou seja, [ é o
centro de uma circunferéncia que passa pelos pontos /,K e L. Como os
segmentos [I]], [IK] e [IL], raios da circunferéncia, sdo perpendiculares aos
lados do tridngulo, estes sdo tangentes a circunferéncia (GM6-1.4) e portanto a
circunferéncia é inscrita ao triangulo.

Observagdo: Tal como foi visto para a circunferéncia circunscrita, é também unica a
circunferéncia inscrita a um triangulo. De facto, o centro de uma tal circunferéncia
pertence necessariamente a cada uma das trés bissetrizes, tratando-se portanto do
incentro. O raio é a distancia comum do incentro a cada um dos lados do triangulo.
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13.4

13.5

As trés alturas de um triangulo sdo concorrentes e o respetivo ponto de interse¢ao
designa-se por «ortocentro» do tridngulo.

Embora ndo seja solicitado o reconhecimento desta
propriedade por parte dos alunos, apresenta-se
também uma possivel justificacdo que é valida para
qualquer triangulo.

Seja [ABC] um tridngulo e [CE], [AF] e [BD] as respetivas alturas. Pretende-se
provar que as retas suporte destas alturas passam por um mesmo ponto.

Para esse efeito, consideremos trés retas,
cada uma paralela a um dos lados do
triangulo e passando pelo vértice oposto.
Estas trés retas determinam um novo
tridngulo [GHI].

Por construgdo, [ABCG] ¢é um
paralelogramo, pelo que AB = GC. Como
[ABHC] é também um paralelogramo,
AB = CH. Conclui-se assim que CH = GC,
pelo que CE, perpendicular a AB e portanto
também a GH , é a mediatriz deste
segmento.

Analogamente, AF e BD sao as mediatrizes de GI e de IH respetivamente. Como
CE, AF e BD sdo as mediatrizes de um tridngulo, passam por um mesmo ponto (o
circuncentro).

G C

A «mediana de um tridngulo» é um segmento de reta que une um vértice do
triangulo ao ponto médio do lado oposto. Assim, um tridngulo tem trés medianas.

Duas quaisquer medianas de um triangulo intersetam-se num ponto a uma distancia
ot 2 . . .
de cada um dos vértices igual a 3 do comprimento da respetiva mediana.

Os seguintes exemplos fornecem duas demonstragdes distintas desta propriedade.
Exemplo*

Considera um triéngulo [ABC] e os pontos médios
M e N respetivamente dos lados [AB] e [BC].
Designa o ponto interse¢Go das medianas [CM] e
[AN] por P.

a. Justifica que
a;. Os segmentos de reta [MN] e [AC] sdo paralelos.
a,. Os triéngulos [MNP] e [ACP] séo semelhantes.

b. Indica a razéo da semelhanca que transforma o triGngulo [MNP] em

[ACP] e conclui que CP = gm e AP = %m

R.:

a;. Aplicando o resultado enunciado no descritor GM7-4.6, se uma reta intersetar os
lados [AB] e [BC] respetivamente nos pontos médios M e N entdo é paralela ao
terceiro lado [AC].

a,. Os angulos MPN e CPA sdo verticalmente opostos logo iguais e os angulos MNA
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13.6

e NAC também sdo iguais pois sdo alternos internos, determinados por uma secante
num par de retas paralelas. Assim, pelo critério AA de semelhanca de triangulos,
conclui-se que [MNP] e [ACP] sdo semelhantes.

b. Mais uma vez atendendo ao resultado enunciado no descritor GM7-4.6, temos

AC = 2 MN. Assim, a razdo da semelhanca que transforma [MNP] em [ACP] é igual
CP CP 2XMP 2 AP AP 2XNP 2
ale portanto:=:=—_=—e:=_ — = =,
" T CM__CP+PM " 3xMP 3 AN AP+PN  3xNP 3
assim que CP = ECM e AP = EAN'

concluindo-se

Exemplo*

Considera um triéngulo [ABC] e os pontos médios
M e N respetivamente dos lados [AB] e [BC].
Designa o ponto interse¢do das medianas [CM] e
[AN] por P.

Traca a reta paralela a CM que passa por N e designa por S o ponto de intersecdo
com [AB]. Justifica que S é o ponto médio de [BM] e conclui que AP = gm

R.: Aplicando o resultado enunciado no
descritor GM7-4.6, sabe-se que, se [NS] é
paralela a[CM] e N é o ponto médio de [BC],
entdo S é o ponto médio de [AB]. Aplicando o

AP A4S 2
teorema de Tales, sabe-se que === =-

; AN _AM 3
Iogoﬁ=§m.

Esta propriedade tem como consequéncia imediata a existéncia de um ponto
comum as trés medianas de um tridngulo: consideremos um triangulo [ABCle L, M
e N os pontos médios de [AC], [AB] e [BC] respetivamente.

Designando por P o ponto de interse¢do das medianas [AN] e [CM] e porQ o
ponto de intersecdo das medianas [AN] e [BL], vimos que

AP = %m e AQ = %m Como P e Q pertencem ambos ao segmento [AN], P e Q

sdo coincidentes.
Este ponto comum as medianas de um triangulo, denominado «baricentro», «centro
de massa» ou «centroide», situa-se portanto a uma distdncia de cada um dos

e 2 , . .
vértices igual a 3 do comprimento da respetiva mediana.

Os alunos podem construir os pontos notdveis de um triangulo recorrendo a régua e
compasso ou utilizando programas de geometria dindmica. Esses procedimentos
podem sempre vir associados a aplicacdo de propriedades destes pontos ou das
linhas que os determinam.

Exemplo

Considera um triéngulo [ABC].
a. Constréi a mediana do lado [AB], designando o ponto médio de [AB] por D.
b. Justifica que os tridngulos [BCD] e [ACD | tém a mesma drea.
c. Constréi o baricentro do tridngulo [ABC] e designa-o por G.
d.* Justifica que os seis tridngulos de vértice comum G determinados pelas trés
medianas de [ABC] tém a mesma area.
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14.1

15.6

15.8

Exemplo
Considera trés pontos ndo colineares A, B e C.
a. Determina, através de uma constru¢do geométrica, um ponto P que seja
equidistante dos trés pontos dados.
b. Para além dos pontos A, B e C existirdo outros pontos do mesmo plano que
estejam a mesma distdncia do ponto P ? Identifica o respetivo lugar
geomeétrico.

Este descritor pode ser trabalhado em conjunto com os descritores 9.5 e 9.6. De
facto, sabemos ja pelos resultados referidos nestes descritores que dois angulos ao
centro com a mesma amplitude determinam, por interse¢cdao com a circunferéncia,
arcos com o mesmo comprimento (9.5) e portanto arcos iguais (9.6), e
reciprocamente. Tudo se resume pois a reconhecer que angulos ao centro iguais
determinam cordas iguais e vice-versa.

Exemplo B
Na figura estd representada uma circunferéncia de
centro O e dois arcos AB e CD iguais. Justifica que:
a. Os dngulos ao centro AOB e COD sdo iguais. c
b. Ascordas [AB] e [CD] séo iguais.

R.:

a. Pelo critério de igualdade de arcos numa mesma circunferéncia, os angulos ao
centro AOB e COD sao iguais.

b. Os tridngulos [AOB] e [COD] sdo iguais pelo critério LAL. Logo [AB] e [CD] sdo
iguais por serem lados opostos a angulos iguais em tridngulos iguais.

Exemplo
Na figura estd representada uma circunferéncia de S
centro O e duas cordas [AB] e [CD] paralelas. ,
Traca a reta r perpendicular a AB e que passa em A
0. Justifica que:

a. Aretar éamediatriz de [AB] e de [CD].

b. A corda [AC] é igual & corda [BD]. c
c. Osarcos AC e BD sdo iguais.

R.:

a. Tanto a mediatrizm de [AB] como a reta r s3o perpendiculares ao segmento de
reta [AB], logo sdo paralelas. Como o ponto O é comum a estas duas retas (é
equidistante de A e de B logo pertence a mediatriz de [AB] e pertence ar por
hipétese), r e m coincidem. De forma analoga, r é a mediatriz de [CD].

b. Pela alinea anterior, as imagens dos pontos A e C pela reflexdo de eixo r, sao,
respetivamente, os pontos B e D. Assim, esta reflexdo transforma [AC] em [BD],
pelo que estas cordas sdo iguais.

c. Pelo descritor 15.6, numa mesma circunferéncia, a cordas iguais correspondem
arcos iguais.
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15.9

15.11

Exemplo
Na figura estd representada uma circunferéncia de
centro O, uma corda [AB] e uma reta r que passa por
0 e é perpendicular a [AB]. Justifica que:

a. AC = CB.

b. Os dngulos AOD e BOD sdo iguais.

c. Osarcos AD e DB sdo iguais.

R.:
a. A retar é perpendicular a [AB] e contém um ponto equidistante dos extremos
deste segmento, pelo que se trata da sua mediatriz (ver a alinea a. do exemplo
anterior).

b. Os angulos AOD e BOD sao iguais pois sdo a imagem um do outro pela reflexao
axial de eixo r (da alinea anterior, a imagem de A é o ponto B e os pontos O e D,
pertencendo ao eixo, sdo imagens de si préprios).

c. Aplicando o descritor 15.6, os arcos AD e DB sdo iguais pois sdo determinados
por angulos ao centro iguais, respetivamente, os angulos AOD e BOD.

Exemplo
Considera uma circunferéncia de centro O e trés pontos A,V e B pertencentes a essa
circunferéncia. Justifica, em cada uma das situagées seqguintes, que a amplitude do
dngulo AVB é igual a metade da amplitude do arco compreendido entre os seus
lados:
a. [VB] é diémetro da circunferéncia;
b. Caso [VB] nédo seja didmetro, considera um ponto C da circunferéncia tal
que [V C] seja um didmetro e analisa as sequintes situagées:
b;. Os pontos A e B pertencem a mesma semicircunferéncia definida pelo
didmetro [V C].
b,. Os pontos A e B pertencem a semicircunferéncias distintas definidas pelo
didmetro [V C].

R.:

a. O triangulo [VOA] é isdsceles pois OV = OA logo
AVB =VAO. Como o angulo AOB é externo do
triangulo [VOA], AOB = AVB + VAO = 2 x AVB
e como a amplitude do angulo ao centro AOB é
igual a amplitude do arco AB, entdo a amplitude do
arco AB é igual ao dobro da amplitude do angulo
AVB, ou seja, a amplitude do angulo AVB é metade
da amplitude do arco AB.

b. b;. Na alinea a. ja provdamos que se um dos lados de
um angulo inscrito contiver um didmetro entdo a
medida da respetiva amplitude é igual a metade da
medida da amplitude do arco compreendido entre

. - 1
os respetivos lados. Portanto AVC=5AC e

BVC = %B/Z' pelo que

AVB = AVC —BPC =2 _BC_ACBC_ 1B
2 2 2 2
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b,. Analogamente, tem-se que AVC = e

CVB = BZ—C pelo que

_ R __ AC CB AC+CB AB
AVB=AVC+BVC=7+7:T

Exemplo
Na figura estdo representados os dngulos o e S A
inscritos no arco ACB. Justifica que tém a mesma
amplitude
/ |
C
Exemplo v
Na figura estd representada uma circunferéncia de .\ B
didmetro [AB] e V um ponto dessa circunferéncia
distinto de A e B. Justifica que o dngulo AVB é
reto.

15.13 Exemplo
Na figura estdo representados dois pontos B e C de uma dada circunferéncia e um
dngulo de segmento ABC.

Considerando o didmetro [BD] da circunferéncia:

D
’ .
o

a. Justifica que o dngulo ABD é reto.

b. Exprime, em graus, a medida de amplitude do
dngulo ABC em fun¢do da medida de
amplitude do éngulo CBD.

c. Justifica que a amplitude do dngulo ABC é
igual a metade da amplitude do arco BC.

D
15.14 Exemplo
Na figura estéo representados dois pontos B e C de A
uma dada circunferéncia, um dngulo ex-inscrito CBA B
e a corda DB contida na reta AB. b ‘

a. Exprime, em graus, a medida da amplitude
do dngulo CBA em fungdo da medida da
amplitude de DBC.

b. Justifica que a amplitude do dngulo CBA é
igual a média das amplitudes dos arcos BD
e CB.

Caderno de Apoio - GM9 Pagina 120



15.15

15.16

Exemplo*
Na figura estdo representados dois pontos A e B de uma dada circunferéncia, um
ponto C interior ao respetivo circulo e as cordas AE e DB que passam pelo ponto C.

a. Exprime a amplitude dos dngulos EBD e BEA
em funcGo da amplitude dos arcos
compreendidos entre os seus lados.

b. Tendo em conta que o dngulo ACB é externo
do tridngulo [BEC], exprime a medida da
amplitude de ACB em fun¢do das medidas
das amplitudes dos arcos AB e DE.

Exemplo

Na figura estGo representados dois pontos A e B pertencentes a uma dada
circunferéncia e um ponto V exterior ao respetivo circulo. Estdio ainda representados
os pontos C e D (distintos de A e de B) pertencentes a circunferéncia e,
respetivamente, as semirretas VB e VA.

a. Exprime a amplitude dos dngulos ACB e
CAD em fungdo da amplitude dos arcos
compreendidos entre os respetivos lados.

b. Tendo em conta que o dngulo BCA é
externo do tridngulo [VCA], exprime a
amplitude de AVB em fun¢do das
amplitudes dos arcos AB e CD.

Exemplo

Na figura estd representado um ponto C pertencente a uma dada circunferéncia. O
dngulo AVB tem lados tangentes a circunferéncia, respetivamente nos pontos A e
B, e vértice V no exterior do respetivo circulo. Finalmente, o ponto D pertence a

semirreta oposta a BV. 5 D

Tendo em conta que o dngulo DBA é v
externo do tringulo [VAB], exprime a
amplitude de AVB em fung¢Go das
amplitudes dos arcos AB e BCA.

Exemplo

Na figura estd representado o dngulo AVB de vértice no exterior de um dado circulo
de centro O e em que um dos lados interseta a respetiva circunferéncia em dois
pontos A e C e o outro é tangente em B.

B
Tendo em conta que o dngulo BAC é externo '
do triéngulo [VAB], exprime a amplitude de
AV B em fun¢do das amplitudes dos arcos AB v ‘
e BCA.
A
%
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15.17

15.18

l6.1
16.2
16.3

Exemplo*
Considera um octégono decomposto em oito triGngulos de vértice comum O e com
os dois restantes vértices coincidentes com vértices do octégono.

a. Determina a soma das medidas de amplitude
dos dngulos internos dos oito triGngulos.

b. Indica a soma das medidas das amplitudes
dos dngulos agudos com vértice em O.

c. Utilizando os resultados obtidos nas alineas
anteriores, determina a soma das amplitudes
dos dngulos internos do octdgono.

d. Considerando agora um poligono de n lados,
adapta o procedimento utilizado nas alineas
anteriores de forma a provar que a soma das
medidas das amplitudes dos éngulos internos
do poligono é, em graus, igual a (n — 2)180.

Exemplo
Na figura estd representado um hexdgono
[ABCDEF].

a. Determina a soma das medidas de
amplitude dos dngulos internos do
hexdgono.

b. Atendendo a que a soma de cada um dos
dngulos internos com um dos externos
adjacentes é um dngulo raso, determina a
soma das medidas de amplitude dos
dngulos externos do hexdgono
(considerando apenas um por vértice).

c. Considerando agora um poligono de n lados, adapta o procedimento adotado
nas alineas anteriores de forma a provar que a soma dos dngulos externos de
um poligono de n lados (considerando apenas um por vértice) é igual a um
dngulo giro.

Exemplo B
Considera um quadrildtero [ABCD] inscrito numa \
circunferéncia de centro O. c

a. Exprime a amplitude dos dngulos inscritos BAD e
BCD em fun¢do da amplitude do arco BD. A
b. Utilizando as expressdes obtidas na alinea a., prova
que BAC + BCD = 180°. 0

Exemplo*

E
Na  figura estdo representadas duas
circunferéncias, respetivamente, de centros O e B, ' F
trés didmetros [AC],[BD] e [OF] e o raio [BE] )
paralelo a [0A].
Justifica que:

a. Os dngulos AOB, COD e EBF sdo iguais. D

b. As cordas [AB], [CD] e [EF] sdo iguais. o

c. Osarcos AB, CD e EF sdo iguais.
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R.:

a. Os angulos AOB e COD sao iguais pois sdo verticalmente opostos. Os angulos
AOB e EBF sdo iguais pois sdo correspondentes determinados pela secante OF
nas retas paralelas AO e BE.

b. As circunferéncias sdo iguais porque partilham um mesmo raio ([OB]). As cordas

[AB], [CD] e [EF] sdo iguais uma vez que sdo determinadas em circunferéncias

iguais por angulos ao centro iguais.

c. Os arcos AB, CD e EF sao iguais por corresponderem a angulos ao centro iguais
em circunferéncias iguais (cf. 9.5 e 9.6).

Exemplo
Considera uma circunferéncia de didmetro [AB] e um ponto C pertencente a
circunferéncia e distinto de A e de B.

a. Como classificas o triéngulo [ABC] quanto aos dngulos?

b.* Qual o lugar geométrico dos pontos D tais que o dngulo ADB seja

b;. obtuso?
b,. agudo?
Exemplo
Na figura estdo representadas duas circunferéncias de centro N
0 e a corda [AC] tangente a circunferéncia de raio menor em
B. Justifica que AB = BC. A
Exemplo

Na figura estd representada uma circunferéncia de centro
O e nela quatro pontos A, B, C e D tais que AB = CD.
a. Justifica que BD = AC.
b. Supondo que a amplitude do arco maior BC mede
185% e que a do arco AD mede 80°, determina a B
medida da amplitude do dngulo CAD.

9]

})4;

Exemplo
Na  figura estd  representada uma
circunferéncia de centro O e duas semirretas
tangentes a circunferéncia nos pontos Ae B e
concorrentesem V.
a. Justifica que VB = VA.
b. Supondo que a amplitude do arco AB
mede 120 graus determina a medida da
amplitude do dngulo AV B. A

L

Exemplo*

Dado um ponto P exterior a um dado circulo de centro O, como construir duas
tangentes a circunferéncia e secantes em P?

Sugestdo: Sabe-se que as retas tangentes a uma circunferéncia de centro O sdo
perpendiculares ao raio nos respetivos pontos de tangéncia. Sendo R e S os pontos
de tangéncia, RO L RP e SO L SP, pelo que os dngulos ORP e OSP sdo dngulos
inscritos numa circunferéncia de diGmetro [OP]. Basta determinar o centro dessa
circunferéncia e determinar os pontos de tangéncia.
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O problema da «quadratura» remonta a Antiguidade. Consiste em construir, dada
uma figura geométrica, um quadrado com a mesma darea. Provou-se tardiamente,
no século XIX, que a quadratura do circulo - ou seja, a constru¢ao de um quadrado
com mesma area de um circulo dado - é impossivel. No exemplo seguinte
apresenta-se a quadratura do retangulo.

Exemplo*
Considera um retdngulo em que, numa dada unidade, a
base mede b e a altura mede a. Para determinar,
geometricamente, a medida do lado de um quadrado a
que tenha a mesma drea do retdngulo, ou seja, para
efetuar a quadratura do retdngulo, percorre os seguintes b
passos:
a. Considera um segmento de reta [AB] tal que AB = a + b e designa por P
um ponto pertencente a [AB] tal que AP = a e PB = b.
b. Desenha a circunferéncia de didmetro [AB], traca a reta perpendicular a AB
que passa por P e designa por Q um dos pontos de interse¢lo dessa reta
com a circunferéncia.

c. Justifica que o triéngulo [AQB] é retdngulo em Q e que % ="

d. Conclui que [PQ] é o lado de um quadrado que tem drea igual ao reténgulo
inicial e desenha-o.

IS

O tridngulo [AQB] é retangulo pois o angulo AQB é reto porque esta inscrito numa
semicircunferéncia. Sendo [PQ] a altura do tridngulo [AQB] relativa a hipotenusa,
divide-o em dois tridngulos semelhantes (caso AA). Ao lado [AP] do tridngulo [APQ]
corresponde o lado [PQ] do tridngulo [BPQ] e ao lado [PQ] do tridngulo [APQ]
corresponde o lado [BP] do triangulo [BPQ], basta observar que PAQ = BQP.

AP PQ . b PQ
Tem-se portanto — = == ou seja — = —.

PQ BP PQ  a
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co b PQ g
d. Da proporgao%— . deduz-se que

PQ? = ab. Assim, o lado do quadrado
gue tem area igual a do retangulo b
inicial é igual a PQ.

Como facilmente se conclui, o processo descrito no exemplo anterior também
permite determinar geometricamente a solucdo positiva da equacdo x? = ab, ou
seja, a raiz quadrada de um numero positivo ab que também se designa por média
geométricade a e b.
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Descritor

11

2.1

FungoOes, Sequéncias e Sucessoes FSS9

Texto de apoio

De acordo com o descritor ALG9-5.1, uma grandeza é «inversamente proporcional»
a outra quando dela depende de tal forma que, fixadas unidades, ao multiplicar a
medida da segunda por um dado numero positivo, a medida da primeira fica
multiplicada pelo inverso desse numero.

Se f é a fungdo que associa a cada medida m de X a correspondente medida f(m)
de Y, entdo, se multiplicarmos por um numero real positivo x cada valor dem, a

respetiva imagem f(xm) sera igual a imagem inicial multiplicada por —, OU seja,

fam) = 1. f(m).

Tomando m = 1, obtém-se

f) =2 f) e f) =2

a

; .

De acordo com o descritor ALG9-5.2, uma grandeza é inversamente proporcional a
outra da qual depende quando, fixadas unidades, o produto da medida da primeira
pela medida da segunda é constante designando-se esta por «constante de

proporcionalidade inversay.

Se designarmos f (1) por a, entdo f(x) =

a x.a , . . .
Comox. f(x) = Xx.~ =—-=a,aéaconstante de proporcionalidade inversa.

Exemplo

Sejam X e Y duas grandezas inversamente proporcionais. Sabe-se que quando a
medida de X é 3, a medida de Y é 4.

Determina uma expressdo analitica para fungdo f de proporcionalidade inversa
associada.

Exemplo
Considera a fungdo f de proporcionalidade inversa representada graficamente no
referencial cartesiano da figura.

a) Determina a expressdo
algébrica da fungdo f
identificando a constante de
proporcionalidade inversa.

b) Determina abcissa do ponto
L e a ordenada do ponto J.
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3.1

Exemplo*
Considera a fungdo f de proporcionalidade inversa representada graficamente no
referencial cartesiano da figura.

A
y

a. Tendo em conta os dados da

figura determina o valor de b.
b. Se a =4, indica a constante

de proporcionalidade e uma b[~-

expressdo algébrica da fungdo

f.

b-1f-----
X

R:

a. Tendo em conta a definicdo de fungdo de proporcionalidade inversa, podemos
escrever que f(3a) = gf(a) ,ouseja, h—1= %b.

Ora

1 3
b—1:§b<:>3b—3:b<:>2b:3(:>bzz.

b. A constante de proporcionalidade inversa é por exemplo igual a
3
c=af(a)=ab= S a.

Comoa =4, c = 6. Tem-se entdo, para todo niumero real x positivo,
6

xX) =—.

feo) ==

Exemplo
Considera a fungéo f definida nos reais por f(x) = 3x2.
a. Esboga o grdfico de f num referencial cartesiano.
b. Determina graficamente as solu¢bes da equagdo 3x? = 12x determinando
a intersecdo dos grdficos da fun¢Go quadrdtica f e da fungdo afim g
definida por g(x) = 12x.

Exemplo*
Considera uma fungdo 1]
quadrdtica f  representada

graficamente no referencial
cartesiano da figura por uma
pardbola de eixo vertical e que
passa na origem. "

5 4 3 2

Sabendo que o ponto de -2
coordenadas (-2,-1) pertence
grdfico de f, determina a
expressdo algébrica de f.
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3.2

R.:

Uma vez que a fungdo f é quadrética sendo o seu grafico uma pardbola de eixo
vertical e com vértice na origem, entdo a espressdo algébrica de f é do tipo
f(x) = ax?. Como o ponto (—2,—1) pertence ao grafico de f,

f(-D)=-1oa-2)=-14a=-1oa="ca=—.
Assim, f(x) = —%xz.
Exemplo*
Considera as funcées f e g definidas por f(x) = ax? e g(x) = —bx — c. Prova que

0s pontos de interse¢do dos grdficos de f e g tém por abcissa as solugbes da
equacdo ax?> +bx+c=0.

R.:

Considerando um ponto P do grafico da fungdo f entdo as coordenadas de P sdo,
para cada valor real de x, do tipo (x, ax?). Por outro lado, se o ponto P pertencer
também ao grafico da funcdo g entdo as suas coordenadas serdo do tipo

(x,—bx — ).

Como P pertence simultaneamente aos graficos de f e de g, entdo, de acordo com
FSS7-1.6, ax? = —bx — ¢ que é equivalente a equacdo ax? + bx + ¢ = 0.

Exemplo

Considera as fungdes f e g definidas por f(x) = x% e g(x) = —6x — 8. Determina

analiticamente as coordenadas dos pontos de interse¢éo dos grdficos de f e g.

Exemplo

No referencial cartesiano da figura estdo representados os grdficos de duas fun¢des
f e g, respetivamente, a pardbola de vértice (0,0) que passa pelo ponto A(—1,—1)
eareta DE em que D(0,—2) e E(2,0).

a. Determina uma expressdo

algébrica para cada uma das D

fung¢des. !
b. Determina as coordenadas dos

pontos de interse¢Go dos dois

grdficos.
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Descritor

1.1

1.6

3.1

Algebra ALG9

Texto de apoio

De forma andloga ao que sucede no subdominio ALG7-Expressdes Algébricas, a
introducdo as inequagdes podera ser efetuado num primeiro tempo em exemplos,
sem recorrer a noc¢ado de fungao.

Os principios de equivaléncia citados neste descritor podem ser trabalhados em
conjunto com os descritores NO9-1.1,1.2 e 1.3.

Exemplo
Resolve a inequacgdo

1 5
2x+=>=-x-—5

3 2
R.:
5 1 1 16 32
2x+1>5x—5<=)2x——x>—5——(=>——x>——(=>—x>——(=>
332 2 2 3 2 3 3
x<—.
3
S ] 32
= —Oo’—_
3
Exemplo

Obtém, para cada alinea, uma expressGo equivalente que seja a soma de uma
constante com o quadrado de um polindmio de primeiro grau (eventualmente
multiplicado por uma constante).

a. xZ+4x+2;
b. x?—6x—1;
c. x*+x+1;
d* 3x%>+2x+7.

R.:
a. x% + 4x sdo os dois primeiros termos do caso notavel (x + 2)? = x? + 4x + 4.

Assim, x> +4x = (x+2) -4 e x> +4x+2=(x+2)?-2.
b. x? — 6x sdo os dois primeiros termos do caso notavel (x —3)? = x? — 6x + 9.

Assim, x? —6x = (x —3)2—9 e x2 —6x—1 = (x — 3)? — 10.

2
= S . 1 1
c. x2 + x sdo os dois primeiros termos do caso notavel (x + E) =x%2+x+ T

2 2
assimx? +x = (x+3) —;ex?+x+1=(x+3) +2

2 _ 2,2 7
d. 3x +2x+7—3(x +3x+3).
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2
2 . S , 1 2 1
x? + 3% sdoos dois primeiros termos do caso notavel (x + 5) =x?+ 3% + >

Desta forma,

x2+§x:(x+§)2—é peloque3x2+2x+7:3((x+§)2—l +Z>=
3<(x+§)2+2—9°>=3(x+§)2+§.

2.1 Exemplo

Um terreno tem a forma de um triéngulo isdsceles

[ABC], tal que AB = AC e P é um ponto do lado

[AB] tal que PB = 100 m e AP = BC. Foram feitas

duas medicbes aproximadas, respetivamente por

defeito e por excesso, ao perimetro do terreno,

tendo-se obtido os seguintes resultados: 821 metros P
e 827 metros.

Determina dois intervalos de amplitude inferior ou igual a 2, tais que a medida do
comprimento, em metros, dos lados [AB] e [BC], pertencam respetivamente a
esses intervalos.

3.2 Exemplo
33 Resolve a equagdo do segundo grau x*> — 6x + 5 = 0 sem recorreres & formula dita
3.4 «resolvente».

R.: x2 — 6x sdo os dois primeiros termos do caso notavel (x — 3)? = x? — 6x + 9.
x2—6x+5=0(x-3)2?-9+5=0(x-3)? =4 (x—-3)2-22=
0 (x—3—2)(x—3+2)=0.

Pela lei de anulamento do produto,x —5=0vx—1 = 0.

O conjunto-solugdo é portanto:

S ={1,5}.
Exemplo*
Resolve a equagdo do segundo grau x? + 5x + 1 = 0 sem recorreres & formula dita
«resolvente».
R.:

2
~ L . 5 25
x? + 5x sdo os dois primeiros termos do caso notavel (x + E) =x%+5x + -

245 +1—0<:>( +5>2 25+1—0<:>( +5)2—21<=>
X X = X 2 4 = X 2 —4

[+ e () () o

5 21 5 V21 _ 0
= x+§_7 x+§+7 = V.
Pela lei de anulamento do produto, x = —g + g Vx= —g -

~ |
N
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5.1

O seguinte exemplo pode ser trabalhado em conjunto com o objetivo geral ALG9-1.

Exemplo**

Para que valores do parametro a a equagao do segundo grau
x>’ +x+a=0

possui duas solugdes distintas?

R.:
2 2
x2+x+a=0(=>(x+l) —l+a=0<:)(x+l) =l—a<=)(x+l) =
2 4 2 4 2

1-4a
s

2
1-4a ~ ~ . ~ 1 , o

SeA = 0 < 0, a equacgdo nao possui solugdo, uma vez que (x + E) é positivo ou

nulo.

1-4a . . 1\2 . .
Se A =—,— a equagdo & equivalente a (x +7) = 0, que possui a solucdo Unica

1
X =—-
2

2 2
Se A > 0, a equagdo é equivalente a (x+%) - (\/Z) = 0, que possui as duas
solugGes distintas

1
x=—§i\/Z.

1-4a

A>0e >0=1-4a>0x%x4 (porque 4>0) ©1—-4a>0<=1>

1
4o ¢:’Z:> a.

Finalmente, a equagdo x? + x + a = 0 possui duas solugdes distintas se e apenas se
1

a<-.
4

Se y e x designarem respetivamente as medidas de duas grandezas, a primeira
dependendo da segunda, as grandezas dizem-se inversamente proporcionais se,
dado um nudmero positivo g, a uma medida g X x da segunda corresponder uma

medida % X y da primeira.

Exemplo
No quadro seguinte estd representado o tempo, em horas, que um certo nimero de
operdrios demora a pintar um dado muro:

Nimero de 2 4 16
operdrios

1

Tempo (horas) 4 2 5

Averigua se estas duas grandezas sdo inversamente proporcionais.

R.:
2 operarios demoram 4 horas para pintar um muro.
4 operarios demoram 2 horas para pintar um muro.

e - . 4
Para passar de de 2 para 4 operarios é necessario multiplicar por 5= 2.
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5.2

. L . 2 1
Para passar de 4 horas para2 horas é necessario multiplicar por =-.

s . .. 1
(Inversamente, para passar de 4 para 2 operarios, multiplica-se por -, e para passar
.. 1
de 2 para 4 horas multiplica-se por +=2.)
2

2 operarios demoram 4 horas para pintar um muro.
L. 1 .
16 operdrios demoram 2 hora para pintar um muro.

e - - 16
Para passar de 2 para 16 operarios é necessario multiplicar por— = 8.
1

1 . - T 2 1
Para passar de 4 horas para > hora é necessario multiplicar por % =3

- . 1
(Inversamente, para passar de 16 para 2 operarios, multiplica-se por—, e para

passar de% hora para 4 horas multiplica-se por % =8.)
8

4 operarios demoram 2 horas para pintar um muro.
L. 1 .
16 operarios demoram > hora para pintar um muro.

(e - . 16
Para passar de de 4 para 16 operarios é necessario multiplicar por = 4..
1

1 . - . 5 1
Para passar de 2 horas para 3 hora é necessario multiplicar por% =7

. . 1
(Inversamente, para passar de 16 para 4 operarios, multiplica-se por, e para

passar de % hora para 2 horas multiplica-se por % =4.)
4

Podemos concluir que as duas grandezas sdo inversamente proporcionais.

Note-se que a ultima verificagdo, apesar de se poder deduzir das duas primeiras,
tem de ser feita para que se possa justificar adequadamente, tendo em conta a
definicdo, que as grandezas sdo inversamente proporcionais.

De forma andloga ao que sucede no dominio ALG6 para a proporcionalidade direta,
esta propriedade pode ser usada como definicdo de proporcionalidade inversa,
passando o descritor 5.1 a enunciar uma propriedade.

Exemplo
As medidas de duas grandezas X e Y, inversamente proporcionais, sdo dadas pelo
seguinte quadro de valores:

X b 3
Y 0,7 1,4

Determina o valor de b aplicando a definicdo de grandezas inversamente
proporcionais e indica o valor da constante de proporcionalidade inversa.
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Informagdo Complementar para o Professor
Proporcionalidade Inversa

De facto, ambos os enunciados sdo equivalentes.
Consideremos uma primeira grandeza diretamente proporcional a uma segunda.
Se as medidas y, ¥’ da primeira corresponderem respetivamente as medidas x, x’ da segunda:

PN T x!
Para passar de x para x’ multiplicou-se por —.
X

1

s o _xy .
Logo, como as grandezas sdo inversamente proporcionais, ' = Y wr = —, de onde se conclui que
x!

®|%

x'y' = xy.
Inversamente, se o produto das medidas de duas grandezas for constante: xy = x'y’ = ¢, tem-se que
I N ]
yroow yr

! 1 ~ . . .
Como y’ =yX y; =y X 7 as grandezas sao inversamente proporcionais.
yl

Esta propriedade permite verificar de forma mais expedita que duas grandezas sao
inversamente proporcionais. Por exemplo, retomando o exemplo do descritor

anterior, bastaria verificarque 4 X2 =2 x4 =16 X %

5.3 Este descritor é uma consequéncia imediata do anterior e permite falar em
«grandezas inversamente proporcionais» sem que seja necessario especificar qual a
primeira e qual a segunda.

6.1 Exemplo*
Um ponto movel percorre a uma velocidade constante de V metros por segundo,
uma disténcia de 240 metros em T segundos.

a. Justifica que as grandezasV e T sdo inversamente proporcionais e indica a
constante de proporcionalidade inversa.

b. Na seguinte tabela estdo representados possiveis valores de V e dos
correspondentes valores de T.

Tempo (s) T, 4 Ts
Velocidade (m/s) 30 v, 2V,

Determina os valores de T; ,T; eV, .

c. Exprime otempo T em funcdo da velocidade V.
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Descritor

11

13

1.6

Organizagao e Tratamento de Dados OTD9

Texto de apoio

Estende-se a nocdo de varidvel estatistica quantitativa ao caso em que cada classe
fica determinada por um intervalo de numeros, fechado a esquerda e aberto a
direita, sendo esses intervalos disjuntos dois a dois e de unido igual a um intervalo.
Também se considera o caso em que se interseta cada um desses intervalos com um
conjunto finito pré-determinado de numeros. Feitas estas extensGes designam-se
também estes intervalos por «classes».

Por vezes, quando conveniente, o intervalo com os maiores extremos pode tomar-se
fechado.

Exemplo
Considera o seguinte conjunto de dados:

1,25 | 1,20 {098 |1,29 (1,00 |1,15 |099 |1,33 |1,19 |1,31
101 |105 |1,12 |09 |1,24 |1,29 |109 |1,16 |1,34 | 0,98
098 |09 |108 (103 |1,22 |1,30 |1,32 1,21 |1,09 |1,14
1,30 |09 |1,33 |124 |1,12 |1,17 |09 |1,13 |1,26 | 1,05

Tomando o valor minimo para extremo inferior da primeira classe, agrupa os dados
em classes de amplitude 0,5.

R.:
minimo: 0,95
maximo: 1,34 1,34-0,95 = 0,39

039:05=78

E pois necessario formar 8 classes de amplitude 0,5.

Classes Freq. absoluta
[0,95; 1,00[ 8
[1,00; 1,05]
[1,05; 1,10[
[1,10; 1,15[
[1,15; 1,20[
[1,20; 1,25[
[1,25; 1,30[
[1,30; 1,35]

Nihjnd bW

Exemplo
Representa num histograma o conjunto de dados relativo as classificacbes obtidas
num teste diagndstico realizado por 229 alunos e registados na seguinte tabela:
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3.4
3.5

Classificagdes (em %) Freq. absoluta
[0; 10[ 26
[10; 20[ 39
[20; 30[ 41
[30; 40[ 44
[40; 50( 32
[50; 60[ 20
[60; 70[ 13
[70; 80[ 7
[80; 90[ 5
[90; 100] 2
R.:
Classificacoes do teste diagndstico
50 44
540
2
€ 30
o
€ 20
@
=]
g 10
(5
0
[0%; 10%[ [10%; 20%[ [20%; 30%[ [30%; 40%[ [40%; 50%[ [50%; 60%[ [60%; 70%[ [70%; 80%[ [80%; 90%[ [90%; 100%]
ClassificacoOes
Exemplo

Considera a experiéncia aleatdria que consiste em langar um dado cubico equilibrado
com as faces numeradas de 1 a 6 e registar o numero da face que fica voltada para
cima (o resultado da experiéncia).

Relativamente a esta experiéncia, sejam A, B, C e D os seguintes acontecimentos:
A={1,4,5};B ={1,3,5},C ={6},D ={2,4,6}. Indica pares de acontecimentos
que sejam:

a. Incompativeis mas nGo complementares;

b. Complementares;

c. Compativeis.

R.: a. Por exemplo, A e C.
b.BeD.
c. Por exemplo, A e B.

Observagdo: Dizer que o dado ¢é equilibrado deve ser interpretado como uma forma
abreviada de se dizer que sdo equiprovaveis os acontecimentos elementares da
experiéncia cujo resultado é o numero da face que fica voltada para cima depois de
um langamento do dado.
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3.6
3.7
3.8
3.9

3.10

Numa experiéncia aleatdria, cujos casos possiveis sejam em numero finiton (o
cardinal do espago amostral (1) e equiprovaveis, a probabilidade P(A) de um dado
acontecimento A é, por definicdo, igual ao quociente entre o nimero de casos
favoraveis a A (#4) e o nimero n de casos possiveis. Como A € Q, #4A < #Q =n,

de onde resultaque 0 < P(A4) = :—g <1

Se A e B forem dois acontecimentos disjuntos, tem-se #(A U B) = #A + #B, de
onde se deduz que

#(AUB #A+#B
p(AuB) =108 BAEE

n

#A | HB _
— T = pl4) + p(B).

Exemplo

Considera a experiéncia aleatdria que consiste em lan¢ar um dado octaédrico
equilibrado com as faces numeradas de 1 a 8 e registar o numero da face que fica
voltada para cima (o resultado da experiéncia).

Relativamente a esta experiéncia define:

a. um acontecimento certo;

b. um acontecimento impossivel;

c. dois acontecimentos equiprovdveis distintos, indicando a respetiva
probabilidade.

Exemplo

Considera a experiéncia aleatdria que consiste em retirar ao acaso uma carta de um
baralho de 52 cartas. SupGe-se que todas as cartas tém a mesma probabilidade de
ser escolhidas. Sejam A e B dois acontecimentos definidos por:

A: «sair as» ; B: «sair uma figura»

a. Calcula a probabilidade de A4, p(4).

b. Calcula a probabilidade de B, p(B).

c. Define em extensdo o acontecimento A U B.

d. Justificaquep(AUB) = p(A) + p(B).
Exemplo

Considera uma caixa U com 5 bolas iguais numeradas de 1 a 5 e uma caixa V com 10
bolas iguais numeradas de 1 a 10. Realiza-se uma experiéncia aleatdria que consiste
em retirar uma bola de cada caixa e determinar o produto dos numeros saidos,
considerando-se que todas as bolas de uma mesma caixa tém a mesma probabilidade
de ser selecionadas.

a. Constréi uma tabela de dupla entrada que indique o resultado desta
experiéncia em fungdo dos numeros inscritos nas bolas retiradas e determina
o conjunto de resultados possiveis.
b. Qual é a probabilidade do produto dos numeros saidos ser 12?
Dd exemplos de dois acontecimentos equiprovadveis.
d. Qual dos acontecimentos é mais provavel:
A: «o produto dos numeros saidos é 10»
B: «o produto dos numeros saidos é 40 »?

)
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Caixa VvV
4 5 6 7 8 9 10
4 5 6 7 8 9 10
8 10 | 12 14 | 16 | 18 | 20
12 15 18 | 21 | 24 | 27 | 30
12 16 | 20 | 24 | 28 | 32 | 36 | 40
10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50

(DA ININ

Caixa U
NP WIN|F
N IWIN|FR[F

O conjunto de resultados possiveis é {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20,
21, 24, 25, 27, 28, 30, 32, 35, 36, 40, 45, 50}.
3

b. p(o produto dos nimeros saidos é 12) = "

c. Por exemplo, «o produto dos numeros saidos é 7» e «o produto dos numeros
saidos é 45».

3
d.p(A)=§;
2 1
p(B) = 0 25

O acontecimento A é mais provavel do que o acontecimento B.
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7.2 ANO

Descritor

2.1

Geometria e Medida GM7

Texto de apoio

Representam-se abaixo trés figuras, cada uma delas constituida pela unido dos lados
de uma linha poligonal, indicando-se em cada caso a ordem pela qual os segmentos
aparecem na sequéncia que constitui a linha:

2

5

Tanto no primeiro como no terceiro caso trata-se também da unido dos lados da
linha poligonal dada pela sequéncia dos segmentos por ordem inversa, ou seja,
considerando sucessivamente os que estdo marcados respetivamente 5,4,3,2,1 e
4,3,2,1. No segundo caso, presumindo que, como a figura sugere, cada segmento
numerado partilha ambos os extremos com outro desses segmentos, haveria dez
possibilidades para ordenar os segmentos de modo a formar uma linha poligonal,
bastando para tal atribuir sucessivamente a cada um deles o primeiro lugar na
sequéncia e considerar em cada caso como segundo segmento um dos dois que com
esse partilham um extremo; haveria assim cinco possibilidades para primeiro
segmento e para cada um destes casos duas hipéteses de sequéncia cumprindo as
condicbes que definem uma linha poligonal.

Ja as figuras seguintes ndo sdo assim constituidas, ou seja, nenhuma delas pode ser
o conjunto dos pontos dos lados de uma linha poligonal:

No primeiro caso porque num ponto incidem trés segmentos da figura, dos quais
nao ha dois colineares, pelo que nao é possivel formar um lado de linha poligonal
com a unido de dois deles; assim teriamos trés lados partilhando um extremo, o que
contradiz a definicdo de linha poligonal. Quanto ao segundo caso, também existe
um ponto intersecao de dois segmentos nao colineares, pertencente também a um
terceiro segmento que apenas interseta cada um dos outros dois nesse ponto.
Mesmo que, como a figura sugere, este terceiro segmento seja colinear a um dos
outros dois, podendo assim, em principio, unir-se a este para formar um lado de
linha poligonal, neste caso esse lado nao partilharia nenhum dos extremos com
outro segmento da figura que pudesse também ser lado dessa linha poligonal.
Assim, mais uma vez, nao podemos estar em presenca da unido dos lados de uma
linha poligonal. J& uma ligeira modificacdo da primeira figura a transformaria no
conjunto dos pontos de uma linha poligonal:

Texto Complementar de Geometria - 7.2 ano Pagina 139



2.2

Nesta figura existe um ponto em que se intersetam dois segmentos ndo colineares
mas tal que existe um terceiro segmento que supomos colinear com um dos outros
dois, partilhando exatamente esse ponto com cada um deles; os dois segmentos
colineares, neste caso, podem unir-se para formar um lado de linha poligonal, pois,
com os restantes dois segmentos, podemos formar uma linha poligonal desde que
se escolha adequadamente a ordem pela qual se tomam os trés lados.

A origem de uma linha poligonal é o extremo do primeiro lado que ndo é partilhado
com o segundo e a extremidade da linha poligonal é o extremo do ultimo lado que
nao é partilhado com o penultimo; quando a origem coincide com a extremidade a
linha diz-se fechada e é apenas neste caso que ndo é possivel, conhecendo o
conjunto L dos pontos da linha poligonal, identificar dois pontos que tém
forcosamente de ser respetivamente a origem e a extremidade da linha, ainda que
nao se saiba qual dos dois é uma e outra.

Observagao®*: Verifiguemos que, com a definicdo apresentada, o conhecimento da
figura geométrica L constituida pelos pontos de uma linha poligonal (unido dos
respetivos lados) permite identificar os vértices, e portanto, como veremos, os lados
da linha poligonal. Para facilitar a linguagem, comecemos por designar por
«segmento de L com um extremo em P» um segmento com um extremo no ponto
P, contido em L, e que n3do esteja contido num segmento distinto com um extremo
em P e contido em L.

Agora notemos que, por defini¢do de linha poligonal, se um dado vértice for comum
a dois dos lados estes ndao podem ser colineares e quaisquer dois lados a que esse
vértice pertenga também ndo podem ser colineares, pelo que os pontos de L em
que, nessa figura, se formam angulos ndo rasos sdo os Unicos que podem ser
vértices da linha poligonal, para além, eventualmente da origem e/ou da
extremidade da linha poligonal, quando algum destes pontos pertencer apenas a
um dos lados da linha poligonal. Por outro lado, alguns desses pontos podem ndo
ser vértices, como se exemplifica nas seguintes figuras, todas elas representando
conjuntos de pontos de linhas poligonais:

Os pontos marcados com «P» ndo sado vértices, ao contrdrio dos pontos marcados
com «@Q», presumindo que sdo colineares os segmentos como tais sugeridos nas
figuras. Com efeito, para que se trate de conjuntos de pontos de linhas poligonais, é
necessario que, considerando os segmentos de cada uma das figuras com um
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2.3
2.4
2.5

extremo em P, se possam respetivamente unir a segmentos colineares da mesma
figura também com esse extremo, por forma a obter em cada caso segmentos que
se intersetam em P, sendo cada um deles lado da linha poligonal, com os extremos
distintos de P; caso contrario, haveria mais do que dois lados partilhando um
mesmo vértice. Jd no caso dos pontos ( tal ndo ocorre, presumindo que sdo
colineares os segmentos que a figura sugere como tais e que se intersetam em Q; a
unido desses segmentos colineares forma, em cada caso, um dos lados da linha
poligonal passando por Q e existem outros dois lados partilhando o extremo @, que
é assim vértice da linha poligonal, por ele passando um ou mais dos outros lados da
linha, mas sem que Q seja extremo destes.

Estes exemplos sugerem um processo sistematico para identificar os vértices da
linha poligonal de entre os pontos de L em que se formam angulos nado rasos (para
além destes sé poderao ainda ser vértices a origem e a extremidade, nos casos em
gue um destes pontos ou ambos pertencam apenas a um lado da linha poligonal).
Dado um desses pontos , podemos considerar os segmentos de L com um
extremo em @Q; no mdaximo poderdo existir dois desses segmentos que ndo se
possam unir a outros respetivamente colineares para formarem lados da linha
poligonal que passem por Q sem terem Q por extremo (caso contrario haveria mais
do que dois lados partilhando um vértice). Assim, temos apenas duas hipéteses: ou
os referidos segmentos que tém Q por extremo podem emparelhar-se por forma
que em cada par os segmentos sdo colineares, ou existem no maximo dois desses
segmentos de L que tém um extremo em Q e n3o se podem prolongar em L. E
apenas neste ultimo caso que Q é vértice da linha poligonal; uma vez identificados,
deste modo, os vértices (para além eventualmente da origem e da extremidade) é
agora facil identificar o lado ou lados que tém esse vértice por extremo, pois serao
exatamente os segmentos acima considerados que permitem distinguir @ como
vértice.

Uma linha poligonal diz-se simples quando os Unicos pontos comuns a dois lados
sdo vértices da linha, ou seja, quando dois lados ndo se intersetam fora dos vértices
que sdo extremos desses lados; dizemos que tal linha ndo se “auto-interseta”.

O complementar num plano do conjunto de pontos de uma linha poligonal fechada
simples desse plano pode ser decomposto de maneira Unica na unido de duas
regides disjuntas, cada uma delas “conexa”, no sentido em que dois quaisquer
pontos podem ser respetivamente origem e extremidade de uma linha poligonal
simples contida nessa regido. Uma dessas partes é limitada e diz-se parte interna da
linha poligonal, ao passo que a outra é ilimitada e diz-se parte externa da linha
poligonal; em muitos casos é facil identificar informalmente essas decomposicées
do plano, mas o teorema geral que garante esta possibilidade no caso geral é um
resultado relativamente profundo e complexo (Teorema de Jordan). Note-se que
apenas abordamos a nogao de parte interna de uma linha poligonal no caso em que
esta é fechada simples; embora seja possivel estender esta nogdo a linhas poligonais
fechadas em geral, ndo apresentaremos uma definicdo formal. Um processo simples
de identificar a parte interna de uma linha poligonal fechada qualquer é o seguinte:
um ponto pertence a parte interna quando é origem de uma semirreta tal que é
impar o niumero de lados da linha poligonal que a semirreta interseta, ndo contendo
pontos que pertengam a mais do que um lado. Considera-se, de certa forma, que
“percorrendo a semirreta a partir da respetiva origem” sempre que se interseta um
lado (e um sé), passa-se “de dentro para fora” ou “de fora para dentro” dessa linha
poligonal fechada; como é limitado o conjunto dos pontos da linha poligonal, a
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partir de certa altura ndo se volta a intersetar nenhum dos lados e fica-se na
componente conexa ilimitada da parte externa, pelo que “se tivermos passado de
dentro para fora ou de fora para dentro” um numero total impar de vezes é porque
inicialmente estdvamos “dentro”. Vejam-se os seguintes exemplos em que se
assinalam as partes internas das linhas poligonais fechadas consideradas e, para
cada uma delas, uma semirreta que permite caracterizar um ponto como
pertencendo a parte interna:

Um poligono é exatamente a unido dos lados de uma linha poligonal fechada com a
respetiva parte interna e prova-se que se duas linhas poligonais derem origem, por
este processo, ao mesmo poligono entdo coincidem as unides dos respetivos lados
(conjuntos dos pontos das linhas poligonais), assim como as respetivas partes
internas; a parte interna da linha poligonal diz-se interior do poligono, a parte
externa diz-se exterior do poligono e o conjunto dos pontos da linha poligonal diz-se
fronteira do poligono (estes termos correspondem a propriedades topoldgicas
precisas). Pelo que acima se viu, os vértices e lados de uma linha poligonal ficam
determinados pelo respetivo conjunto de pontos, pelo que podemos definir os
vértices e lados de um poligono como, respetivamente, os vértices e lados de uma
qualquer linha poligonal da qual a fronteira do poligono seja o conjunto de pontos.
Um poligono diz-se simples quando for simples uma linha poligonal da qual a
fronteira do poligono é a unido dos lados; prova-se que, nesse caso, todas o sdo. Na
figura abaixo representam-se trés poligonos, dos quais apenas o primeiro é simples:

De aqui em diante, por abuso de linguagem e sempre que ndao se prestar a
ambiguidade, utilizaremos o termo «poligono» para referir os poligonos simples.
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2.8
2.9
2.10

Um angulo interno de um poligono, por definicdo, tem vértice coincidente com um
dos vértices do poligono e lados contendo os lados do poligono que se encontram
nesse vértice. E facil concluir que estas duas condicdes podem ser substituidas
apenas pela condicdo de que os lados do dngulo contenham dois lados consecutivos
do poligono, pois, tanto os lados do dngulo como os lados do poligono encontram-
se exatamente num ponto; ora o vértice do poligono em que os lados se encontram
é, em particular, ponto comum aos lados do angulo e portanto terd de coincidir com
o respetivo vértice. Também podemos dizer que os lados de um dngulo interno de
um poligono se obtém prolongando indefinidamente dois lados consecutivos desse
poligono partindo do vértice comum na diregdo dos outros extremos dos lados.

Uma vez que lados consecutivos do poligono ndo podem ser colineares (por
definicdo de linha poligonal), as semirretas de origem no vértice comum e que
contém os lados determinam um angulo convexo e um angulo céncavo; dos dois
sera angulo interno do poligono o que intersetar o respetivo interior em pontos téo
proximos do vértice quanto o desejarmos, ao passo que o outro angulo com os
mesmos lados intersetara o exterior do poligono, também em pontos tdo préximos
do vértice quanto o desejarmos. Se o poligono for convexo (2.9), de entre aqueles
dois, o angulo interno caracteriza-se simplesmente por intersetar o interior do
poligono, pois, de acordo com 2.10 (resultado que admitiremos), o poligono fica
contido em todos os respetivos angulos internos, que, neste caso, sdo convexos (o
poligono é mesmo igual a intersecdo dos angulo internos, de acordo com 2.10), pelo
que os angulos céncavos associados nao intersetam o interior do poligono. No caso
geral (ou seja, também para poligonos ndo convexos) a condicdo de que a
intersecdo com o interior do poligono se dé em pontos tdo proximos do vértice
quanto o desejarmos ndo pode ser dispensada, para que a definicdo se adeque a
ideia intuitiva de angulo interno, como se compreende examinando o seguinte
exemplo:

O angulo a ndo é interno ao poligono representado na figura pois, embora tenha
lados contendo dois lados consecutivos do poligono e intersete o interior do
mesmo, nao interseta esse interior em pontos de um circulo de raio suficientemente
pequeno centrado no vértice, ou seja, ndo cumpre a condicdo de intersetar o
interior do poligono em pontos tdo proximos do vértice quanto o desejarmos. O
angulo concavo com os mesmo lados que o dngulo a é o angulo interno do poligono
no vértice de a pois, ao contrario deste ultimo, interseta o interior do poligono em
pontos de qualquer circulo centrado no respetivo vértice.

Recordando que setor circular é a intersecdo de um angulo com um circulo no
mesmo plano e centrado no vértice, podemos distinguir um angulo interno, de
entre os que tém lados contendo dois lados consecutivos de um poligono,
verificando que existe um setor circular determinado por esse dngulo e inteiramente
contido no poligono; basta tomar um raio inferior a distancia do vértice a todos os
lados do poligono a que ndo pertence. Além disso, considerando o setor circular

Texto Complementar de Geometria - 7.2 ano Pagina 143



2.12

com esse mesmo raio determinado pelo dngulo com os mesmos lados que nao é
interno ao poligono, esse setor circular tera interior contido no exterior do poligono.
Na figura seguinte assinalam-se setores circulares que permitem identificar os
angulos internos do poligono representado:

Pretendemos provar que a soma dos angulos internos de um quadriladtero é igual a
um angulo giro, ou seja, a soma de dois angulos rasos. Podemos, para o efeito,
decompor o quadrilatero em dois triangulos e utilizar a propriedade conhecida para
cada triangulo, segundo a qual a soma dos respetivos angulos internos é igual a um
angulo raso (GMS5, 2.2), o que permite obter imediatamente a conclusao:

D A
[N
B ' _}L
A B C (ol D

Observagao**: Examinemos mais pormenorizadamente como podemos sempre
obter a decomposicdo de um quadrilatero em dois triangulos. Se o quadriladtero for
convexo (exemplo da direita na figura acima) o segmento de extremos coincidentes
com dois vértices ndo consecutivos («diagonal», cf. 2.14) tem de estar inteiramente
contido no quadrildtero e, com cada um dos outros dois vértices do quadrilatero,
determina um tridngulo, sendo o quadrilatero igual a unido dos dois triangulos
assim determinados, os quais constituem uma das possiveis decomposicGes
procuradas. Consideremos agora o caso geral, ou seja, podendo o quadrilatero ndo
ser convexo, seja ele [ABCD]; comecemos por verificar que pelo menos um dos
angulos internos tem de ser agudo. Para o efeito, podemos escolher uma reta r no
plano do quadrilatero delimitando um semiplano contendo o quadrilatero (basta
que esse semiplano contenha os quatro vértices) e, para simplificar, designaremos
por «horizontais» essa reta e as que lhe sdo paralelas nesse plano; podemos depois
fixar um dos vértices do quadrilatero cuja distancia a r seja menor ou igual a
distancia a r dos outros vértices (ou seja, fixamos o vértice mais préximo de r, ou
um dos que esteja a essa distancia minima, se existir mais do que um):
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Suponhamos que esse vértice é B (alterando, se necessario, as designag¢des dos
vértices); é facil concluir que é convexo o angulo interno do quadrildtero de vértice
em B pois o quadrilatero fica inteiramente contido num dos semiplanos
determinado pela reta horizontal que passa por B, o que acontece, portanto, em
particular aos lados [AB] e [BC], e pelo menos um dos vértices A ou C ndo pode
estar na reta fronteira do semiplano (ja que 4, B e C ndo podem ser colineares, por
definicdo de poligono). O angulo interno em B ndo poderia ser o angulo concavo
ABC pois qualquer setor circular determinado por este angulo tem pontos fora do
referido semiplano contendo o quadrilatero e portanto fora do quadrilatero, o que
ndo pode acontecer a um angulo interno (um setor circular de raio suficientemente
pequeno determinado por um angulo interno tem de estar contido no quadrilatero,
cf. 2.8 —2.10, acima).

Agora que sabemos que no quadrilatero [ABCD] é convexo o angulo interno em B,
podemos distinguir duas situacdes:

1) O vértice D fica situado fora do tridangulo [ABC] (é o caso do quadrildtero
representado na figura acima); podemos neste caso dividir o quadrilatero
em dois tridngulos através do segmento de reta [AC].

2) O vértice D fica no interior do tridngulo [ABC]; neste caso o segmento [BD]
fica contido no quadrilatero e divide-o em dois triangulos. Com efeito, neste
caso, a semirreta BD esta contida no interior do angulo convexo [ABC] e
portanto os respetivos pontos suficientemente préximos de B estdo no
interior do quadrilatero e a semirreta ndo pode intersetar a fronteira do
guadrildtero num ponto estritamente entre B e D pois um tal ponto teria
de estar num lado entre dois vértices consecutivos, que sé poderiam ser A e
C, e nesse caso D ficaria fora do tridngulo, contra a hipdtese.

E relevante notar que a divisdo do quadrildtero em dois tridangulos obtém-se sempre
através de um segmento com extremos em vértices ndo consecutivos e que esta
inteiramente contido no quadrildtero; as consideragdes acima destinaram-se
essencialmente a mostrar que um tal segmento («diagonal interior») existe sempre.
Um tridngulo como o [ABC] na figura acima, que fica inteiramente contido num
poligono do qual A,B e C sdo vértices consecutivos, designa-se por «orelha» do
poligono; verificdamos que um quadrildtero tem exatamente duas orelhas que ndo se
intersetam nos respetivos interiores e veremos que qualquer poligono com mais de
trés lados tem sempre pelo menos duas orelhas nessas condi¢cbes, o que se
relacionaréa com a possibilidade de decomposicdo de qualquer poligono em
tridngulos de vértices coincidentes com vértices do poligono e portanto com o
calculo da soma das medidas dos respetivos angulos internos.

Tal como no caso dos quadrilateros, a determina¢do da soma das medidas dos
angulos internos de um poligono com n lados pode obter-se decompondo o
poligono em triangulos de vértices coincidentes com vértices do poligono, como
acima foi referido (cf. 2.12). De facto, como adiante se vera, é sempre possivel
efetuar essa decomposicdao e obtém-se exatamente n — 2 triangulos, pelo que a
soma das medidas em graus dos angulos internos de qualquer poligono sera sempre
igual a (n—2) X 180, ja que os angulos internos dos tridngulos reconstituem
(eventualmente por adicdo de angulos) exatamente os angulos internos do
poligono. Examinemos dois exemplos de poligonos decompostos em triangulos do
modo indicado:
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Trata-se de um poligono convexo com sete lados decomposto em cinco tridangulos e
de um poligono ndo convexo com 14 lados decomposto em 12 tridngulos; ndo seria
dificil obter diferentes decomposi¢des em triangulos com a propriedade requerida
para ambos os poligonos, ou seja, a decomposi¢cdo nao é, em geral, Unica (como ja
tinhamos verificado no caso dos quadrilateros convexos).

Para determinarmos a soma das medidas de amplitude dos angulos externos de um
poligono, comecemos por notar que em 2.11 apenas se definiu angulo externo para
o caso de poligonos convexos; assim, a propriedade relativa a angulos externos do
descritor 2.13 apenas se refere a este tipo de poligonos. No entanto, na observacao
2 abaixo, também abordaremos a possivel extensdo ao caso de poligonos ndo
necessariamente convexos. No caso convexo, como cada angulo externo é
suplementar do interno adjacente e como a soma das medidas de amplitude em
graus destes é igual a (n — 2) x 180, é facil calcular a soma das medidas em graus
das amplitudes de angulos externos, escolhendo, para cada um dos internos, um
dos angulos externos adjacentes. Com efeito, a soma das medidas em graus de
todos os internos e dos externos assim escolhidos tera de ser igual a soma das
medidas em graus de n angulos rasos, ou seja, tera de ser exatamente n X 180. A
soma dos externos sera entdon X 180 — (n — 2) X 180 = 360, ou seja, igual a
medida em graus de um angulo giro. Podemos assim afirmar, com algum abuso de
linguagem, pois apenas podemos considerar, para o efeito, metade do numero total
de angulos externos, que a soma dos dngulos externos de um poligono convexo é
igual a um dngulo giro.

A interpretacdo deste resultado em termos de percurso ao longo dos lados do
poligono, em determinado sentido, andloga a que efetudmos em GM5-2.6, a
propdsito da soma dos angulos externos de um triangulo, pode agora estender-se a
poligonos quaisquer (para ja convexos); ou seja, as sucessivas “viragens” que é
necessario efetuar sobre si préprio para completar esse percurso, cada uma delas
de amplitude igual a um angulo externo, acabam por adicionar-se exatamente de
modo a formar uma “volta inteira”, que corresponde ao angulo giro. Notemos que
esta propriedade é caracteristica do plano (euclidiano); se pensarmos num trajeto
idéntico numa esfera, por exemplo a superficie da Terra, podemos obter resultados
bem diferentes. Imaginemos por exemplo um trajeto partindo do Pdlo Norte ao
longo de um meridiano até ao Equador, seguido de um trajeto ao longo do préprio
equador, percorrendo um quarto deste, e em seguida voltando a percorrer um
meridiano até ao Pdlo Norte; ou seja, efetuando um percurso ao longo do que
podemos designar por um “triangulo esférico”. Em cada viragem o observador tera
dado um quarto de volta (entre dire¢Oes tangentes a superficie da Terra) e se antes
de comecar o trajeto estivesse a olhar “a direito” na direcdo do segundo meridiano
a percorrer, mas virado para fora do tridngulo esférico, em particular dirigindo o
olhar numa dire¢do perpendicular a tangente ao primeiro meridiano a percorrer,
tera de comegar por dar um quarto de volta para comegar a percorrer esse
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meridiano e, apds o trajeto total e ter efetuado trés quartos de volta, voltara
exatamente a posic¢do inicial, virado para o mesmo lado; ora, para rodar sobre si
proprio sem se deslocar a superficie da Terra e obter o mesmo resultado final teria
de dar uma volta inteira e ndo apenas trés quartos de volta. Ou seja, o facto de se
deslocar em circulos maximos de uma esfera em lugar de segmentos de um plano
(euclidiano) fé-lo “poupar” um quarto de volta para poder voltar a posi¢do inicial...
Por outras palavras, a simples soma dos angulos correspondentes as viragens
efetuadas ao passar de um dos “lados” para outro do triangulo esférico no percurso
efetuado ndo permite reconstituir a volta completa que teria de dar sobre si préprio
para voltar a posicao inicial, se pretendesse permanecer sempre no Pélo Norte e ai
apenas efetuar voltas sempre no mesmo sentido.

Se admitissemos em primeiro lugar o resultado relativo a soma dos angulos
externos, baseados por exemplo na “intuicdo” associada a ideia dos percursos que
acabamos de explorar (ainda que, como vimos, essa intuicdo possa revelar-se
enganadora fora do contexto do plano euclidiano...), poderiamos depois deduzir o
valor da soma das medidas de amplitude dos angulos internos, explorando, como
atrds, a suplementaridade dos angulos internos e externos.

Observagdo 1**: No caso dos poligonos convexos, qualquer diagonal fica
inteiramente contida no poligono, pelo que, se partirmos de um vértice e
considerarmos uma das diagonais por ele determinada com um dos vértices que se
segue a um dos imediatamente vizinhos, o poligono fica decomposto num triangulo
e noutro poligono com menos um vértice (e um lado) que o poligono inicial. O
segundo poligono sera também convexo, como é facil concluir a partir da definicdo
de poligono convexo e porque os respetivos angulos internos sdo todos convexos
(2.10). Podemos depois repetir sucessivamente o processo até chegarmos a um
triangulo; partindo de um poligono com n lados e uma vez que, em cada passo,
diminuimos o nimero de lados de uma unidade, chegaremos ao triangulo ao fim de
n — 3 passos, obtendo, em cada passo, um triangulo da decomposicdo e um
poligono “a decompor”. No fim do processo teremos obtido entdo n — 3 tridangulos
e um triangulo “sobrante”, ou seja, no total, n — 2 tridangulos, como previsto.

Se o poligono inicial ndo for necessariamente convexo podemos servir-nos de um
processo idéntico ao utilizado para o caso dos quadrilateros (cf. 2.12). Convém, no
entanto, generalizar ligeiramente as condi¢des a impor aos poligonos e admitir que
estes possam ter lados consecutivos colineares. Nessas condi¢des o processo
seguido no caso dos quadrildteros para obter um vértice com angulo interno
associado agudo pode ainda ser utilizado pois, mesmo que se obtenham mais de
dois vértices colineares seguidos a menor distancia possivel da reta horizontal fixada
inicialmente para determinar um semiplano contendo o poligono, podemos sempre
escolher, por exemplo, o vértice “mais a esquerda” de entre estes, o que impedira
qgue o angulo interno com esse vértice seja raso, como se pode ilustrar com a figura
seguinte:
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Em qualquer caso ficaremos entdo com a situacdo ilustrada na figura seguinte, em
dois casos alternativos:

Agora, mais uma vez, se ndo existirem outros vértices do poligono contidos no
tridngulo [ABC], como no primeiro caso da figura anterior, podemos decompor o
poligono nesse triangulo e num poligono com menos um lado e um vértice através
do lado [AC] do triangulo, que terd forgosamente de estar contido no poligono,
pois, se intersetasse um lado do poligono num ponto distinto dos extremos, esse
lado, ou estaria contido no segmento [AC], ou teria um dos vértices adjacentes no
interior do tridngulo [ABC] (como acontece no exemplo da direita). Caso contrario
(como no segundo poligono da figura acima), podemos escolher um dos vértices
contidos no tridangulo que esteja a maior distancia possivel da reta AC, de entre os
vértices contidos no tridngulo (seja P esse vértice), e decompor o poligono em dois
através do segmento [BP]; com efeito esse segmento também ndo pode intersetar
nenhum dos lados do poligono num ponto distinto de B e P pois, caso contrario,
dos vértices extremos desse lado, pelo menos um deles estaria no tridngulo [ABC] e
mais afastado que P da reta AC (o que contradiria a escolha de P). Daqui resulta
que [BP] estd totalmente contido no poligono e determina portanto a referida
decomposicdo em dois poligonos, cada um deles com menos, no minimo, um
vértice e um lado que o poligono inicial. Note-se que, em qualquer dos casos, ndo
podemos garantir agora que em algum dos poligonos assim obtido o novo lado ndo
seja colinear a algum dos adjacentes, mas esse facto ndo impede que se repita o
processo em cada um dos novos poligonos, reduzindo-se assim sucessivamente o
numero de lados até se chegar apenas a tridngulos e portanto a decomposi¢do
pretendida do poligono inicial. Foi esse processo que se seguiu para decompor em
12 tridangulos o poligono de 14 lados acima representado, mas num dos passos
(qual?) utilizou-se uma dire¢do “ndo horizontal” para prosseguir, por uma questdo
de clareza do desenho.

Para concluirmos que o numero de triangulos de uma decomposicdo de um
poligono de n lados assim obtida é igual an — 2, comecemos por observar que este
numero terda de ser o mesmo para qualquer decomposi¢cdo do poligono em
triangulos cujos vértices sejam vértices do poligono, ja que a soma das medidas em
graus dos angulos internos ndao pode, evidentemente, depender da decomposicao
efetuada e serd sempre igual ao numero de triangulos multiplicado por 180.
Notemos agora que, na decomposi¢do construida em cada passo do processo acima
descrito, os dois poligonos obtidos terdo um numero de lados cuja soma é igual a
n + 2, ja que cada um dos poligonos tem exatamente um lado que ndo partilha com
o poligono inicial, sendo esse o Unico lado comum aos dois poligonos da
decomposi¢cdo. Como um poligono ndo pode ter menos que trés lados, cada um dos
poligonos da decomposi¢cdo ndo pode ter mais que n — 1 lados; além disso, se um
deles tiver k lados, o outro teran — k + 2 (para que a soma seja igual an + 2);
assim, se soubermos que a decomposicdo de cada um deles da lugar a um nimero
de tridngulos igual a menos duas unidades que o respetivo nimero de lados, o
primeiro decompor-se-a em k — 2 tridngulos e o segundo emn — k pelo que, no
total, obteremos n — 2 tridngulos para uma decomposi¢do do poligono inicial. Ora,
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estando ja estabelecido que esta regra para o nimero de triangulos de uma tal
decomposi¢do vale para quadrildteros, ficara forcosamente também a valer para
pentdgonos, pois no primeiro passo do processo acima descrito estes s6 podem
decompor-se em triangulos e quadrilateros. Agora podemos tirar a mesma
conclusdo para hexagonos, e assim sucessivamente, e portanto para poligonos com
gualquer numero de lados. A formalizacdo deste tipo de demonstracdo em que se
verifica determinada propriedade (dependente de um nimero natural n) para certo
valor p de n e depois, para valores m superiores ap, prova-se que vale param
desde que se admita que vale para os valores entre p e m — 1 (ou, em alternativa,
apenas param — 1), designa-se por método de indu¢éo matemadtica.

Esta propriedade de decomposicdo de um poligono em tridngulos relaciona-se
estreitamente com a que invocamos a propdsito dos quadrilateros, segundo a qual
qualquer poligono com mais de trés lados tem sempre pelo menos duas orelhas que
ndo se intersetam nos respetivos interiores (cf. 2.12); admitido este resultado,
poderiamos justificar a decomposicdo de qualquer poligono em triangulos nas
condicOes atrads requeridas muito simplesmente “cortando sucessivamente uma
orelha” até ficarmos apenas com um tridngulo... Apresenta-se na figura seguinte um
exemplo de poligono com 14 lados mas apenas com duas orelhas, sugerindo que se
pode apresentar um exemplo semelhante com qualquer nimero de lados (superior
a trés):

Observagdo 2**: Podemos estender a no¢do de dngulo externo a poligonos nao
necessariamente convexos; pretendemos manter a propriedade segundo a qual o
vértice de um angulo externo é vértice do poligono, um dos lados coincide com o
lado do angulo interno com esse vértice e outro lado é a semirreta oposta ao outro
lado do referido angulo interno. A situagdo pode ilustrar-se com a figura seguinte:

O angulo b é um dos dois dngulos externos associado ao dngulo interno céncavo a;
note-se que um angulo externo, assim definido, ndo é suplementar do interno com
o qual partilha um lado mas antes suplementar do angulo convexo com os mesmos
lados que esse angulo interno, mas, se lhe atribuirmos o sinal negativo a “soma
algébrica” do angulo interno com o externo (“diferenca entre o dngulo a e o angulo
b"”) serd mais uma vez igual a um angulo raso. Esta definicdo de angulo externo é
coerente com a ideia de que o angulo externo representa o “dngulo da volta sobre si
proprio” executada por um observador que percorra sucessivamente os lados do
poligono (situado no plano horizontal em que anda o observador), quando passa
pelo respetivo vértice. No caso acima, se um observador efetuar esse percurso
comecando noutro vértice qualquer e deixando sempre o poligono do seu lado
direito, ao atingir o vértice comum dos angulos a e b, para prosseguir, dard uma
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volta sobre si proprio de amplitude igual a de b, mas no sentido direto (contrario ao
dos ponteiros do relégio), ao passo que nos outros vértices a volta executada tem
também amplitude igual a do angulo externo correspondente, mas no sentido
retrégrado (no sentido dos ponteiros do relégio). Assim, se atribuirmos aos angulos
externos de vértice comum com angulos internos céncavos o sinal negativo, como
acima foi sugerido, e adicionarmos as respetivas amplitudes dotadas dos sinais
assim atribuidos, a soma algébrica dessas amplitudes dard como resultado a
amplitude da volta inteira que o observador executou sobre si préprio em
determinado sentido ao percorrer toda a fronteira do poligono. Admitindo que no
plano euclidiano essa volta corresponde a que daria sobre si préprio sem se deslocar
para ficar na posicao final que resultou do seu percurso (de acordo com o que acima
se comentou no caso dos poligonos convexos), podemos concluir que “a soma
algébrica dos dngulos externos” também neste caso é igual a um angulo giro, desde
gue se atribua o sinal negativo a medida de amplitude dos angulos externos
associados a angulos internos concavos. Esse resultado permitiria agora reobter a
féormula para a soma dos angulos internos de qualquer poligono; com efeito, como
acima foi observado, a soma algébrica da medida de amplitude em graus de um
angulo interno céncavo com a “medida negativa” de amplitude em graus de um
angulo externo associado serd também igual a 180 e podemos assim reproduzir o
argumento sugerido para o caso dos poligonos convexos.

E facil concluir que um quadrildtero tem exatamente duas diagonais, pois, com os
quatro vértices, podemos constituir seis pares (conjuntos com dois desses pontos),
ou seja, mais dois que o numero de lados; havera portanto exatamente dois pares
gue ndo sao constituidos por extremos de um mesmo lado do quadrilatero e
determinam portanto duas diagonais. Para verificar que se podem formar
exatamente seis pares de pontos com os quatro vértices basta partir de um deles, o
qual pertencera a trés pares (um formado com cada um dos restantes trés pontos),
depois escolher um segundo ponto, o qual, para além do par ja considerado,
pertencera ainda a dois outros pares, finalmente um terceiro que ainda pertencera
a um terceiro par, para além dos dois ja considerados; o quarto ponto ja foi
emparelhado com cada um dos outros trés, pelo que ndo ha pares a acrescentar. No
total teremos entdo, de facto, 3+ 2 + 1 = 6 pares.

Examinemos o que pode acontecer a posi¢cdo relativa das duas diagonais de um
quadrilatero, seja ele [ABCD]; os pontos A4, B e C ndo podem ser colineares e o
ponto D ndo poderad estar na regido assinalada a tracejado na figura abaixo,
determinada por aqueles trés pontos:

Com efeito, cada ponto dessa regidao determina com um dos pontos A ou C um
segmento que terd de intersetar um dos lados AB ou BC fora dos vértices, nao
podendo assim ser lado do poligono. Examinando separadamente os poligonos que
resultam de escolher um dos pontos de cada uma das restantes regides em que o
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plano fica dividido como na figura acima, verifica-se que apenas se obtém um
poligono convexo no caso em que D fica no interior da interse¢cdo do angulo
convexo ABC com o semiplano oposto a B determinado pela reta AC. Nesse caso as
diagonais (segmentos [BD] e [AC]) tém necessariamente que se intersetar no
interior do poligono, ja que o segmento [BD] interseta a reta AC porque Be D
estdo em semiplanos opostos por ela determinados e 0 mesmo segmento esta, por
hipdtese, contido no interior do angulo ABC, pelo que o ponto de intersecdo das
diagonais tem de situar-se entre os pontos A e C, ou seja, no segmento [AC], sendo
distinto dos extremos. Nos restantes casos o quadrilatero ndo é convexo e,
examinando as diferentes hipdteses, conclui-se que as diagonais ndo se intersetam;
note-se que, para poligonos ndo convexos com mais de quatro lados, duas diagonais
podem intersetar-se num ponto que tanto pode estar no interior como no exterior
ou na fronteira do poligono e, mesmo sendo o poligono convexo, duas diagonais
podem nado se intersetar no interior e, se tiver mais que cinco lados, podem mesmo
nao se intersetar.

Consideremos um quadrildtero cujas diagonais se bissetam. Atendendo ao que
acima se viu (cf. 2.15) tal quadrilatero tera de ser convexo, pois, caso contrdrio, as
diagonais ndo se intersetariam, e o ponto de intersecdo tera de situar-se no interior
do quadrilatero. Teremos entdo a seguinte situagao:

A hipdtese de que as diagonais se bissetam traduz-se nas igualdades de segmentos
assinaladas; por outro lado sdo iguais os angulos APB e CPD, assim como os
angulos DPA e BPC por serem dois a dois verticalmente opostos. Resulta destas
igualdades geométricas que, pelo critério LAL, sdo iguais os triangulos [APB] e
[CPD], assim como os tridangulos [DPA] e [BPC] e portanto serdo iguais, por
exemplo, os angulos CDP e ABP por se oporem a lados iguais em triangulos iguais.
Mas estes angulos sdo alternos internos relativamente ao par de retas AB e DC
intersetadas pela reta DB; da igualdade dos angulos deduz-se entdo que as retas
AB e DC sdo paralelas (¢f. GM5-1.13). De modo analogo se conclui que sdo
paralelas as retas DA e BC, pelo que o quadrilatero é um paralelogramo, como
pretendiamos demonstrar.

Outra possivel demonstragao consiste em utilizar o facto de B ser a imagem de D, e
C a imagem de A, pela reflexdo central de cento P pelo que, como sabemos (GM6-
9.2) serdo iguais os segmentos [AD] e [CB], bem como os segmentos [AB] e [CD],
ja que as reflexdes centrais sdao isometrias. Ora, como vimos a propdsito de GM5-
2.16, um quadrildtero em que os lados opostos sdo iguais é um paralelogramo.
Também poderiamos chegar a esta conclusao utilizando ainda a reflexdao central de
centro P para concluir que sdo iguais os angulos CDP e ABP (GM6-9.3) e dai
deduzir que as retas AB e DC sdo paralelas, como acima foi feito; em seguida,
podemos, pelo mesmo processo, concluir que sdo paralelas as retas DA e BC.

Note-se que deste resultado conclui-se que as reflexdes centrais transformam cada
segmento com extremos ndo colineares com o centro de reflexdo num segmento
paralelo.
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Reciprocamente, se o quadrildtero for um paralelogramo, em particular sera
convexo; com efeito, fixados trés vértices A, B, C consecutivos, examinando as
diversas possibilidades para o quarto vértice D, de acordo com a analise
desenvolvida no texto de apoio ao descritor anterior, facilmente se conclui que,
para que AD seja paralela a BC (por exemplo), D apenas pode estar situado na
regido do plano que corresponde aos quadrildteros convexos. Sabemos também que
os lados opostos sdo iguais (GM5-2.16), pelo que a situagao é a da figura seguinte:

Do paralelismo dos lados opostos deduzimos que nos triangulos [APB] e [CPD] sdo
iguais os angulos PAB e DCP, assim como os angulos ABP e CDP, por se tratar de
pares de angulos alternos internos determinados respetivamente pelas retas DB e
AC no par de retas paralelas AB e DC; por outro lado, como foi referido, os lados
opostos de um paralelogramo sdo iguais, em particular os lados [AB] e [CD]. Assim,
pelo critério ALA, deduzimos a igualdade dos triangulos [APB] e [CPD] e portanto
a igualdade dos lados [AP] e [PC] que se opGem a angulos iguais em tridngulos
iguais, bem como, pela mesma razdo, a igualdade dos lados [BP] e [PD], o que
prova que as diagonais do paralelogramo se bissetam.

Observagdo: A primeira parte do resultado expresso neste descritor 2.16 permite
justificar um novo método para se tracar a paralela a uma dada reta passando por
um ponto exterior a essa reta. Com efeito, dada uma reta r e um ponto P fora der,
se fixarmos um ponto qualquer A de r e construirmos o ponto médio M do
segmento [AP] (construindo a mediatriz deste segmento com régua e compasso,
por exemplo, como foi referido no texto de apoio do TCG relativo aos descritores
GM®6-9.4 a GM6-9.7), a imagem Q de outro qualquer ponto B da reta r pela reflexdo
central de centro M sera tal que [ABPQ] é um paralelogramo, atendendo a que, por
construgdo, as diagonais deste quadrildtero se bissetam. Em particular a reta PQ
que passa pelo ponto P é paralela a reta AB, jd que sdo retas suporte de lados
opostos de um paralelogramo. Como a constru¢do de um ponto imagem de outro
por uma reflexdo central pode ser muito facilmente obtida utilizando uma régua e
um compasso, podemos utilizar estes instrumentos para obter sucessivamente o
ponto M e o ponto Q que com P determina a paralela pretendida. Na pratica, em
muitos casos, podemos efectuar esta construgdo de modo suficientemente preciso
utilizando apenas uma régua graduada.

Suponhamos que, em determinado paralelogramo, as diagonais sao iguais, como na
seguinte figura:
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Entdo, pelo critério LLL, sdo iguais os triangulos [ABD] e [ACD] (utilizando também
a igualdade dos lados opostos de um paralelogramo), sendo portanto iguais os
angulos ADC e DAB, por se oporem a lados iguais em tridngulos iguais. Mas como
esses angulos sdo suplementares (cf. GM5-2.7) tém de ser retos, o mesmo se
podendo dizer entdo dos restantes dois angulos, atendendo a mesma propriedade
dos angulos internos de um paralelogramo que acabamos de invocar. Assim os
guatro angulos internos sao retos e o paralelogramo é um retangulo.

Reciprocamente, é facil concluir que as diagonais de um retangulo sdo iguais; na
figura acima, se se tratar de um retangulo, pelo critério LAL, sdo iguais os triangulos
[ABD] e [ACD] pois sdo retos respetivamente em A e em D, e sdo iguais os lados
[AB] e [DC], sendo comum o lado [AD]. Entdo serdo iguais os lados [DB] e [AC]
(que sdo exatamente as diagonais do retdngulo) por se oporem a dngulos iguais em
triangulos iguais.

E 6bvio, definindo «papagaio» como um quadrildtero com dois pares de lados
consecutivos iguais, que um losango, tendo os lados todos iguais, &, em particular,
um papagaio. Comecemos entdo por verificar que as diagonais de um papagaio sdo
perpendiculares, considerando a figura seguinte:

D

B

Pelo critério LLL sdo iguais os triangulos [ABD] e [BCD] (as igualdades de
segmentos assinaladas resultam simplesmente da definicdo de papagaio e um dos
lados é comum); em particular sdo iguais os angulos ADB e CDB (por se oporem a
lados iguais em triangulos iguais) e portanto, pelo critério LAL, também serdo iguais
os triangulos [ADP] e [CDP]. Desta igualdade resulta que sdo iguais os angulos
suplementares APD e CPD e portanto sao retos, ou seja, as diagonais do papagaio
sdo perpendiculares. Note-se que o resultado e esta demonstragdo valem para um
papagaio ndo convexo, como se ilustra com a seguinte figura:

A construcdo efetuada na demonstragdo anterior também permite concluir que sdo
iguais os segmentos [AP] e [PC] (opdem-se a angulos iguais em tridangulos iguais);
concluimos entdo que a reta que contém a diagonal [BD] bisseta a diagonal [AC].
Ou seja, a reta que contém a diagonal do papagaio que une os vértices em que se
encontram os pares de lados iguais bisseta a outra diagonal.

Em alternativa, e de modo mais expedito, poderiamos utilizar o que sabemos acerca
da mediatriz de um segmento de reta (cf. GM6-9.4 a GM6-9.6); com efeito, nas
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figuras acima, por definicao de papagaio, os pontos D e B pertencem a mediatriz do
segmento [AC] (GM6-9.6), pelo que, por definicdo de mediatriz, DB é perpendicular
a [AC] no respetivo ponto médio.

Consideremos agora um paralelogramo com diagonais perpendiculares, como na
figura abaixo:

Como ja sabemos que as diagonais se bissetam (cf. 2.16), em particular serdo iguais
os tridngulos retangulos [ADP] e [CDP], pelo critério LAL. Entdo sdo iguais os lados
[AD] e [DC] (por se oporem a angulos iguais em tridangulos iguais) e portanto os
lados do paralelogramo serdo todos iguais, ja que os lados opostos aqueles dois
serdao também iguais a eles. Trata-se portanto, de facto, de um losango.

Outro argumento que poderiamos utilizar seria notar que a hipotese de serem
perpendiculares as diagonais e o facto de ja sabermos que as diagonais se bissetam
permite concluir que C é a imagem de A pela reflexdo de eixo BD e B é a imagem
de D pela reflexdao de eixo AC, no plano do quadrilatero, o que permite concluir
sucessivamente (cf. GM6-9.10) as igualdades dos segmentos [BC]| e [BA], [DC] e
[DA] e, finalmente (por exemplo), [BC] e [DC], pelo que os lados sdo, de facto
todos iguais entre si e o quadrilatero é um losango.

Também neste caso poderiamos utilizar as propriedades da mediatriz para chegar a
mesma conclusdo; se as diagonais de um paralelogramo forem perpendiculares,
como, por outro lado, se bissetam (2.16), por definicdo cada diagonal esta contida
na mediatriz da outra, pelo que, pela propriedade expressa no descritor GM6-9.6
sdo iguais as distancias de cada vértice aos dois que lhe sdo vizinhos, ou seja, os
lados sdo todos iguais.

Um paralelogramo é um quadrilatero cujos lados opostos sdo paralelos. Tem
portanto dois pares de lados paralelos e cada um desses dois pares de lados cumpre
a condicdo definidora das bases de um trapézio; ou seja, um paralelogramo é um
trapézio e cada par de lados opostos é um par de bases do trapézio.

Embora ndo seja requerido no descritor 2.22 em que se define trapézio isdsceles
(trapézio com dois lados iguais ndo paralelos), podemos notar que, em tal trapézio,
angulos adjacentes a uma base sdo iguais (esta propriedade pode constituir
exemplo do que se sugere em 3.1). Para o demonstrar basta considerar uma reta
paralela a um dos lados opostos ndo paralelos, passando pelo vértice da base menor
que ndo partilha com esse lado; note-se que se as bases fossem iguais a reta assim
construida intersetaria a outra base num vértice (ja que obteriamos o
paralelogramo [APCD] da figura abaixo e da igualdade das bases resultaria que o
ponto P coincidiria com o ponto B) e portanto essa reta conteria um lado do
trapézio distinto das bases fixadas, o qual, contra a hipdtese, seria paralelo ao lado
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oposto. Obtemos assim a figura seguinte em que se assinala a igualdade
pressuposta do par de lados ndo paralelos do trapézio:

D C/ _G,

A / ,P B

Notemos que, por constru¢do, o quadrilatero [APCD] é um paralelogramo
portanto sdo iguais os lados [AD] e [PC] (GM5-2.16), como assinalado. Entdo é
isdsceles o triangulo [PBC], donde sdo iguais os angulos PBC e BPC (opostos a
lados iguais num tridngulo — pons asinorum, cf. GM5-2.12) e como também sdo
iguais os angulos correspondentes BPC e BAD, concluimos que sao, de facto, iguais
os angulos adjacentes a base maior, ABC (que é o mesmo que PBC) e BAD.

Por outro lado, sdo alternos internos e portanto iguais os pares de angulos BPC,
PCD e PBC, BCQ; das igualdades ja antes estabelecidas resulta agora que este
guatro angulos sdo iguais entre si, ou seja, sdo iguais todos os angulos assinalados
na figura com um trago. Agora concluimos que o angulo BCD é igual ao angulo PCQ
pois sdo ambos iguais a soma de um angulo (PCB) com angulos iguais (PCD e BCQ);
mas o angulo PCQ é igual ao angulo correspondente ADC, pelo que, finalmente,
sdo, de facto, iguais os angulos BCD e ADC, adjacentes a base menor [CD].

o

A nocdo de figuras geometricamente iguais que foi introduzida no 12 ciclo com base
na ideia intuitiva de deslocamento rigido (entendido como deslocamento no espaco
de um “objeto rigido”) e a ligacdo entre esta ideia intuitiva e a nog¢do primitiva de
equidistdncia ou igualdade de comprimento tém como consequéncia que, qualquer
que seja a formalizagdo que se possa fazer de modo rigoroso dessa nog¢do de
deslocamento rigido, duas figuras obtidas uma da outra por esse processo, ou seja,
duas figuras (geometricamente) iguais, serdo necessariamente isométricas ou
congruentes, uma vez que se pode estabelecer uma correspondéncia um a um
associando as “posi¢Oes inicial e final” de qualquer ponto que tenha sido objeto
desse deslocamento, e a distancia entre pares de pontos correspondentes deverd
ser igual, uma vez que é precisamente através de deslocamentos rigidos que
pretendemos na pratica aferir as igualdades de distancias.

A reciproca, no entanto, ndo é verdadeira no espaco tridimensional; ou seja, ha
figuras isométricas que ndo sdo geometricamente iguais, no sentido em que ndo
podem ser obtidas uma da outra por deslocamento rigido; prova-se, no entanto,
que duas figuras isométricas ou sdo iguais ou uma delas é igual a imagem da outra
por um espelho plano (desde que se traduzam adequadamente todos estes
conceitos intuitivos numa formalizacdo rigorosa da Geometria euclidiana). Por
exemplo, se, dados dois parafusos, um deles for igual a imagem do outro refletida
num espelho, serdo isométricos ou congruentes (com a definicdo que estamos a
adotar) mas ndo serdo geometricamente iguais, o que se traduz, em particular, no
facto de ndo os conseguirmos enroscar nas mesmas porcas... Entre figuras planas,
no entanto, hd equivaléncia das no¢Ges de congruéncia e igualdade geométrica,
desde que se continuem a admitir deslocamentos no espago tridimensional.

Podemos dizer que duas figuras (geometricamente) iguais tém a mesma forma e
tamanho e por vezes também se considera que figuras isométricas ou congruentes
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tém “a mesma forma” (e tamanho), mas, mesmo por razdes praticas, hd que
distinguir esta “igualdade de forma” generalizada da mais estrita associada a nocdo
de igualdade geométrica, como se viu com o exemplo dos parafusos...

A nogdo intuitiva de “igualdade de forma”, independente agora do “tamanho”
traduz-se geometricamente na noc¢do de semelhan¢a de que agora nos ocuparemos.

A nocdo de semelhanca faz intervir a proporcionalidade de distancias entre pares de
pontos correspondentes; ou seja, através de uma correspondéncia um a um entre
pontos de duas figuras, estabelece-se uma correspondéncia entre distancias de
pares de pontos correspondentes e, para que as figuras sejam semelhantes,
pretende-se que haja proporcionalidade entre as distdncias assim postas em
correspondéncia, ou seja, neste caso, as duas grandezas diretamente proporcionais
uma a outra sao as distancias entre pares de pontos em cada figura, sendo a
dependéncia entre as grandezas definida pela referida correspondéncia.

A definicdo de proporcionalidade pressupde que, fixadas unidades, seja possivel
determinar a medida de cada grandeza na respetiva unidade; neste caso, uma vez
que se trata de grandezas da mesma natureza (distdncias ou comprimentos), a
definicdo de razdo de semelhan¢a, enquanto constante de proporcionalidade,
pressupde que se fixa uma unidade de comprimento comum para o cdlculo das
distancias em ambas as figuras; veremos adiante (c¢f. 7.1,2) que a razdo de
semelhanca ndo depende da unidade de comprimento comum fixada para o célculo
das distancias, ja que, como se verd, os quocientes entre as medidas de
comprimento de dois segmentos ndo dependem da unidade de comprimento fixada
para os medir a ambos. Assim, representando por A’, B/, C' e D' respetivamente os
pontos da segunda figura correspondentes a pontos 4, B, C e D da primeira, e
fixada uma unidade de comprimento qualquer, teremos, para as distancias entre os
pontos, medidas nessa unidade:

AB _ A'B’
C_D - CIDI
Ou, de maneira equivalente:
A'B’ _ c'D'
AB  CD

O valor destes ultimos quocientes iguais, que é, portanto, independente dos pares
de pontos distintos fixados e da unidade de comprimento escolhida, é a constante
de proporcionalidade e portanto a prépria razdo de semelhang¢a. Veremos também
gue 0s numeros racionais ndo sdo suficientes para representar a medida de
comprimento de todos os segmentos numa dada unidade (cf. 7.4, 5, 6). Sera assim
necessario introduzir uma nova classe, mais alargada, de nimeros (ditos nimeros
reais) entre os quais sera sempre possivel encontrar a medida de comprimento de
qualguer segmento de reta, fixada uma qualquer unidade de comprimento; assim,
estendidas também as operagbes aos numeros reais, serd possivel sempre
considerar os quocientes acima representados e verificar as condi¢bes de
proporcionalidade envolvidas na definicdo de semelhanca.

Do que precede, imediatamente se conclui que a semelhanca serd uma isometria se
(e apenas se) a respetiva razdo for igual a1, o que traduz exatamente a
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equidistancia de pares de pontos correspondentes. Desta propriedade resulta que
as propriedades estabelecidas para semelhangas poderao aplicar-se em particular a
isometrias, adaptando-se devidamente as conclusGes pelo facto de, nesse caso, a razao
serigual a 1.

Quando determinada figura é constituida por um numero finito de pontos, qualquer
figura a ela semelhante (ou, em particular, congruente) terd forcosamente o mesmo
numero finito de pontos, ja que a existéncia de uma correspondéncia um a um entre
as duas figuras é condicdo prévia para se verificarem as condi¢cbes de
proporcionalidade que caracterizam uma semelhanca, o que significa exatamente
gue tém o mesmo numero de pontos. A semelhanca neste caso traduz-se num
numero finito de propor¢cdes envolvendo todos os possiveis pares de pontos
distintos numa das figuras e os correspondentes na outra. Se uma das figuras for
constituida exatamente pelos vértices de um poligono, prova-se que a outra
também o é e entdo as proporcdes envolverdo os comprimentos dos lados e das
diagonais de dois poligonos com esses vértices. Prova-se também que, nesse caso, a
semelhanca entre os conjuntos de vértices pode estender-se a uma semelhanca que
transforma um dos poligonos noutro semelhante. Além disso, se determinada figura
for semelhante a um poligono também sera um poligono e qualquer semelhanca
transforma vértices em vértices e lados em lados.

Atendendo ao que acabamos de estabelecer para semelhanca de poligonos e a
nocdo de razdo de semelhanga ficamos a saber que para dois poligonos serem
semelhantes basta (e é necessario) que se possa estabelecer uma correspondéncia
entre os respetivos vértices de modo que os lados e as diagonais de um se
obtenham respetivamente de lados e diagonais do outro com vértices
correspondentes e as medidas dos respetivos comprimentos se obtenham das
medidas de comprimento dos lados e diagonais correspondentes no outro poligono
multiplicando-os por um mesmo numero positivo. Prova-se que poligono
semelhante a um poligono convexo é também convexo e que determinado conjunto
finito de pontos num plano ndo pode ser o conjunto de vértices de mais que um
poligono convexo, pelo que, no caso de dois poligonos que a partida se saiba serem
convexos, para se verificarem as condi¢des de semelhanga utilizando os vértices ndo
€ necessario verificar se lados correspondem a lados e diagonais a diagonais,
bastando verificar as condicdes de proporcionalidade entre os diversos segmentos
correspondentes determinados pelos vértices.

Analisemos qual o resultado de decompormos um triangulo utilizando para o efeito
duas retas passando pelo ponto médio de um dos lados e cada uma delas paralela a
um dos outros dois lados; em primeiro lugar conclui-se que cada uma das retas terd
de intersetar ambos os lados do tridngulo aos quais ndo é paralela (para cada uma
das retas trata-se de um resultado intuitivo que pode ser deduzido com base numa
propriedade préoxima que é habitualmente tomada como axioma da Geometria — o
axioma de Pasch), obtendo-se entdo a seguinte figura:
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A -7 /)ID B

Assinalaram-se com um tra¢o na figura os segmentos iguais em que se decompde o
lado [AB] do triangulo [ABC] através do ponto médio P desse segmento; também
por hipdtese, a reta PQ é paralela ao lado [BC] e a reta PR é paralela ao lado [AC].
Dos paralelismos considerados podemos deduzir as igualdades dos angulos
assinalados pelo mesmo numero de tracos, por se tratar de pares de angulos
correspondentes determinados pela secante AB nos dois referidos pares de retas
paralelas. Entdo do critério ALA podemos deduzir a igualdade dos tridngulos [APQ]
e [PBR] e em seguida a igualdade dos lados desses triangulos assinalados com o
mesmo numero de tracos (dois ou trés), por se oporem a angulos iguais em
tridngulos iguais. Por outro lado sdo iguais os lados opostos do paralelogramo
[PRCQ], o que também estd assinalado na figura. Entdo, finalmente, concluimos
que Q é o ponto médio do lado [AC] e R é o ponto médio do lado [BC(], ou seja, por
este processo, os outros dois lados do triangulo ficam bissetados; podemos concluir
gue uma reta paralela a um dos lados e bissetando outro bisseta também o terceiro.
Note-se que esta construgdo permite ainda concluir que o segmento [BC] tem
comprimento de medida igual ao dobro da medida do comprimento de [PQ].

Do que precede (4.5) podemos concluir, em particular, dado um triangulo [ABC],
que, se uma reta interseta o lado [AB] no respetivo ponto médio M e o lado [AC]
em D, entdo, se for paralela ao lado [BC], D é o ponto médio de [AC], como se
ilustra na figura seguinte:

e

A

Reciprocamente, se D for o ponto médio de [AC] pretendemos concluir que a reta
MD é paralela a [BC]. Para o efeito podemos considerar a reta MD' paralela a [BC];
pelo resultado anterior (4.5) concluimos que D' é o ponto médio de [AC],
coincidindo portanto com D; mas, nesse caso, a reta MD coincide com a reta MD'
(j& que tém dois pontos em comum) e portanto, de facto, é paralela a [BC]. Assim,
como pretendiamos concluir, D é o ponto médio de AC quando e apenas quando a
reta MD é paralela a [BC]. Neste ultimo caso, a construgdo efetuada em 4.5
permite concluir que a reta ME, paralela a [AC], bisseta o segmento [BC] e, como
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4.7

foi observado, do facto de [MECD] ser um paralelogramo, conclui-se que os
segmentos [MD] e [EC] sdo iguais e portanto o segmento [BC] tem comprimento
igual ao dobro do comprimento do segmento [MD] (podemos referir-nos a “razdo
dos comprimentos” e portanto ao “dobro do comprimento” em lugar de falarmos
na razao das respetivas medidas, fixada uma unidade, pois, como foi referido em
4.1-4, e serd examinado em pormenor no objetivo 7 abaixo, essas razdes ndo
dependem da unidade).

O resultado anterior pode ser entendido como um caso particular do chamado
Teorema de Tales (e do respetivo reciproco) e, como veremos, pode ser utilizado
para obter uma demonstracdo desse teorema. Com efeito, em particular,
verificdAmos que nas condicdes da figura acima, a proporgao:
AB ) AC
AM ~~  AD
permite garantir que sdo paralelas as retas MD e BC e, nesse caso, podemos
completar a proporcao com uma nova igualdade:
AB AC ) BC
AM AD ~ MD
Reciprocamente, o paralelismo das retas MD e BC permite concluir as proporg¢des
acima, desde que se suponha que M é o ponto médio de [AB]. O resultado mais
geral que se designa por Teorema de Tales resulta de relaxar a hipdtese de que M
tenha de ser obrigatoriamente o ponto médio de [AB] (admitindo o paralelismo

de MD e BC) concluindo-se as proporcGes acima, mas sem que 0S quocientes
considerados nas proporg¢des tenham de ser iguais a 2.

Assim, pretendemos partir de duas retasr e s concorrentes num ponto O e de
outro par de retas t e u que as intersetam fora do ponto O; se este segundo par for
constituido por retas paralelas pretendemos demonstrar determinadas proporgdes,
sugeridas pelas que acima foram obtidas. Reciprocamente, se t e u intersetarem os
lados do mesmo angulo convexo determinado pelas retasr es ou se cada uma
delas intersetar os lados respetivamente de cada um dos angulos de um par de
angulos convexos verticalmente opostos determinados por r e s e se tiverem lugar
determinadas proporg¢des entre comprimentos de segmentos determinados pelos
pontos de intersecdo das diversas retas, desejamos provar que t e u sdo paralelas.

Comecemos por notar que podemos sempre reduzir-nos ao caso em que as retas t e
u intersetam ambas os dois lados do mesmo angulo convexo determinado porr e
S; no caso em que intersetam angulos verticalmente opostos, podemos reduzir-nos
ao anterior utilizando a reta obtida de uma delas por reflexdo central de centro O,
como indicado na seguinte figura:
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Os pontos obtidos por reflexdao central de centro O dos pontos de intersecdo da reta
t com as retas r e s, determinam a reta t' e, uma vez que a reflexdo central é uma
isometria, sabemos que também ficam iguais os segmentos assinalados com trés
tracos e os dngulos assinalados com um trago (cf. GM6-9.2,3). Agora, da igualdade
desses angulos, que s3o alternos internos determinados no par de retas t e t' pela
secante s, concluimos que sdo paralelas as retas t e t’ (propriedade das reflexdes
centrais que ja tinhamos assinalado em 2.16, acima). Assim, para obter os
resultados acima referidos para as retasr, s, t e u bastard demonstra-los para as
retasr, s,t' e u.

Procuremos entdo generalizar situacdo acima (4.5 e 4.6), em que os pontos de
intersecdo, por exemplo, da reta s com as retast’ e u, juntamente com O,
determinavam dois segmentos consecutivos iguais. Fagamos uma primeira extensdo
do método acima utilizado considerando a seguinte figura:

Neste caso comegamos por considerar o comprimento de [OP] igual ao dobro do
comprimento de [PQ] o que permite considerar os segmentos iguais assinalados
com um traco na figura. Se as retas PP’ e QQ' forem paralelas, podemos comecar
por aplicar ao tridngulo [OPP'] os resultados acima (4.5 e 4.6), o que justifica as
igualdades de segmentos nesse triangulo assinaladas com dois tragos, e em seguida
considerar a reta PN paralela a [0Q'] assinalada a tracejado na figura, a qual
interseta [QQ'] no ponto N. Utilizando o critério ALA, tal como se fez em 4.5,
concluimos facilmente que sdo iguais os tridngulos [PQN] e [OMM'] e
consequentemente os lados assinalados respetivamente com dois e trés tragos.
Agora, no paralelogramo [PNQ'P’'] serdo iguais os lados opostos, assinalados com
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dois e quatro tragos; assim, finalmente, [P'Q'] também sera igual a[OM'] e a
[M'P'], e [NQ'], sendo igual a [PP'], terd comprimento igual ao dobro do
comprimento de [MM'] (atendendo a 4.6). Concluimos assim que [QQ'] terd
comprimento igual a trés vezes o comprimento de [MM'] e portanto igual a 3/2 do
comprimento de [PP']. Esta é a mesma razdo que existe entre os comprimentos de
[0Q] e [OP] e entre os comprimentos de [0Q'] e [OP']; teremos portanto
proporcdes andlogas as obtidas no caso anteriormente estudado:

00_00 _ 07

OP 0P PP

Este processo pode ser prosseguido tragando um numero arbitrario de pontos num
dos lados do angulo de modo que os sucessivos segmentos por eles determinados
(comegando com um segmento tendo o vértice do angulo por um dos extremos)
tenham todos o mesmo comprimento. Considerando retas paralelas entre si
passando por esses pontos e intersetando o outro lado do angulo, e retas paralelas
a esse lado passando também por esses pontos, obteremos uma figura do seguinte
tipo (exemplifica-se com cinco pontos):

Note-se que, utilizando os tridangulos assinalados, podemos concluir, como acima,
que P1Qy = P,Ay = P3A; = PyA3z = PsAy e 0Q, = P1Ay = PyAy = P3A3 = PAy;
utilizando os paralelogramos e as igualdades anteriores obteremos as igualdades,
por um lado 0Q; = Q102 = Q03 = Q304 = 0405, e por outro P,Q, = 2P0y,
P;Q; =3P,Q,, P,Q4=4P;Qq e PsQs =5P;Q, . Assim, podemos estabelecer
proporg¢des envolvendo o ponto O e pontos P e Q com quaisquer dois indices, por

exemplo:
OPs _5_00s _PsQs
o°P, 2 00Q; P,
Ou, mais geralmente:
0Py _m _0Qm _Pulm
0B, n 0Q, FB0Qn
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Genericamente, se duas retas paralelas intersetarem os dois lados de um angulo
convexo e as distancias ao vértice dos pontos de interse¢cdao com um dos lados do
angulo forem multiplas de um mesmo comprimento, ou seja, se pudermos fixar um
segmento como unidade de medida de modo que os segmentos com um dos
extremos no vértice e os outros coincidentes com os referidos pontos de interse¢do
tenham medidas de comprimento inteiras, nessa unidade, sejam elas
respetivamente m e n (m > n) podemos considerar uma figura como a acima, mas
com pontos de indices até m, e obter propor¢des como as ultimas apresentadas. Ou
seja, dada a seguinte figura, nas condicdes referidas:

teremos:

OB OB BB

04 04 AA

Valendo as mesmas propor¢des na situacdo ilustrada pela figura seguinte,
atendendo ao que acima foi visto:

Como veremos adiante (objetivo geral 7), dados dois segmentos, nem sempre é
possivel encontrar uma unidade de comprimento que permita exprimir a medida do
comprimento dos dois segmentos como numeros inteiros, o que é equivalente a
dizer que tomando um dos dois segmentos para unidade de comprimento nem
sempre existe um numero racional que permita exprimir a medida do comprimento
do outro nessa unidade (tais segmentos dizem-se incomensurdveis). Esta situacdo
revela que o estudo até agora feito ndo pode aplicar-se diretamente a um par
arbitrario de retas paralelas que intersetam os dois lados de um angulo agudo (ou
na situacdo da ultima figura acima). No entanto, como se vera mais tarde e ja foi
acima referido (cf. 4.1-4), é possivel alargar o conjunto dos nimeros aos chamados
numeros reais de modo a conseguir exprimir sempre a medida do comprimento de
um segmento, fixada uma qualquer unidade; além disso, nesse conjunto alargado
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de numeros, definem-se as operagdes habituais e, utilizando aproximacgGes por
racionais (que existem com qualquer grau de precisdo), estendem-se muitas das
propriedades conhecidas, em particular as expressas nas proporcées anteriores,
mesmo que os segmentos [A0] e [OB] ndo sejam comensuraveis.

Reciprocamente, dadas duas retas AA’ e BB' intersetando outras duas concorrentes
como em qualquer das figuras acima, admitida a proporgao:

0B 0B
04 oa

podemos proceder como em 4.6 para concluir que AA' e BB’ s3o paralelas,
bastando para tal considerar uma reta AA"' paralela a BB’ (A" na reta 04’), utilizar
as proporgdes resultantes e as da hipdtese e dai concluir que os segmentos [0A'] e
[0A"] sdo iguais e portanto A" tem de coincidir com A’, donde resulta
imediatamente o paralelismo requerido. No entanto, a proporc¢ao:

0F FBF

04 a4
ndo é suficiente para garantir o paralelismo de AA' e BB', como fica patente no
exemplo seguinte:

O segmento BB'' foi construido de modo que BB'' = BB’, pelo que, na propor¢do
acima, podemos substituir BB’ por BB'' e no entanto BB'' n3o é paralelaa AA'.

Estes resultados constituem exatamente o chamado Teorema de Tales (ou o
Teorema de Tales e o respetivo reciproco, se reservarmos a designagdo «Teorema
de Tales» para a proposicdo acima em que se deduz as propor¢des entre
comprimentos do paralelismo de duas das retas envolvidas). Podemos enuncia-lo
sintetizando o resultado final a que se chegou na situagdo geométrica descrita nas
figuras acima. Retomando uma delas, para fixar ideias:
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Se AA' e BB’ forem retas paralelas intersetando respetivamente as retas OA e OA’
nos pontos indicados entdo tém lugar as proporcgoes:

0A 04
E_AIBI
0B OB’
E_AIBI

E outras que destas se podem facilmente deduzir. Além disso, ndo pressupondo o
paralelismo de AA’ e BB/, este é consequéncia da propor¢3o:

OB OB’
04 04
Notemos que a proporgao:
OA _ 04’
E - AIBI
deduz-se de:
OB OB 0OA+4B O0A +AB AB A'B" 4B A'B
0A 04’ 0A 0A' 0A 04" O0OA 04

e agora facilmente se obtém a ultima proporgdo indicada na primeira parte do
enunciado por um processo idéntico:

0A 04" O0A 04’ OA+AB O0A'+A'B° OB OB
AB AIBI AB AIBI AB AIBI AB AIB/

Observagdo®*: Tal como acontece em outras situacées (cf. por exemplo a observacao
no TCG ao descritor GM6-1.7), admitindo propriedades intuitivas da nocdo de area,
incluindo a férmula para o célculo da area de um triangulo, é possivel demonstrar o
Teorema de Tales de maneira mais expedita, embora, como foi observado no
exemplo acima referido, a justificacdo rigorosa dessas propriedades da medida de

Texto Complementar de Geometria - 7.2 ano Pagina 164



area seja de natureza bastante complexa. Consideremos entdo a seguinte figura, em
que as retas AA’ e BB's30 paralelas:

Comecemos por notar que sdo iguais as areas dos tridngulos [AA'B'] e [AA’B] por
partilharem a base [AA'] e terem alturas iguais (iguais a distancia entre as retas
paralelas AA" e BB'); entdo também s3o iguais as areas dos tridngulos [0AB'] e
[0A'B], pelo que podemos estabelecer as seguintes proporg¢des envolvendo areas
de tridngulos:

AOBA" AOB'A

AOAA" AOA'A

Ora, em cada quociente, os triangulos envolvidos tém alturas iguais relativamente
aos vértices respetivamente A’ e 4, pelo que o quociente das areas serd igual ao
quociente das bases relativas a essa alturas (podemos “cortar metade da altura” no
dividendo e no divisor em cada quociente), o que permite obter imediatamente:

08 _0F
Y

A partir desta obtém-se facilmente as outras propor¢ées envolvendo segmentos
correspondentes nas retas OA e OB, como acima se indicou. As proporgdes
envolvendo [AA’] e [BB'] podem obter-se destas muito simplesmente observando
agora a seguinte figura:

Considerou-se a reta A’A" paralela a OB e agora podemos utilizar os resultados ja
demonstrados para obter, atendendo a esse paralelismo:
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4.8

4.9
4.11

!

o]
(.

_ BB
A0 A'B

Mas, porque [ABA" A'] é um paralelogramo, s3o iguais [A"'B] e [A'A], pelo que se
obtém:

B'0 B'B 0B' BB
= [=—1 = 3
A0 AA 04 AA

Atendendo a 4.4, uma vez que os segmentos de extremos nos lados de um tridngulo
sdo todos lados deste, a existéncia de proporcionalidade direta entre os
comprimentos dos lados de um e os comprimentos dos correspondentes lados do
outro (para uma correspondéncia um a um adequada) é suficiente para que os
triangulos sejam semelhantes, resultado que se designa por critério LLL de
semelhanca de tridngulos. Tal como ficou estabelecido em 4.4, esta condicdo
também é necessaria para a semelhanca dos tridngulos.

Se, em dois triangulos, os comprimentos de dois lados de um forem proporcionais
aos comprimentos de dois lados do outro e forem iguais os angulos internos
formados por cada um destes pares de lados em cada triangulo podemos obter a
seguinte figura:

Admitida a propor¢ao:

AB  AC

B AC

.

e a igualdade dos angulos assinalados com um traco, podemos marcar os pontos B"’
e C" de modo que sejam iguais os segmentos assinalados com o mesmo nimero de
tragos, o que, pelo critério LAL, determina a igualdade dos triangulos [A'B'C'] e
[AB"C"], donde se conclui também a igualdade dos lados opostos aos angulos
iguais assinalados, ou seja, de [B'C'] e [B"'C"']. A proporgdo da hipdtese pode entdo
ser substituida por:

AB  AC

AB” C”

e portanto, pelo reciproco do Teorema de Tales (4.7), concluimos que sdo paralelas
as retas B'’"C' e BC, pelo que, do mesmo Teorema de Tales, podemos agora
concluir que:
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4B BC 4C _BC

= e = ,
ABII B”C” AC” B”C”

donde:

a6 _BC AC _BC

= e = ,
A'B" B'C’ A'C" B'C’

qgue eram as proporg¢des que faltavam para podermos aplicar o critério LLL e concluir
que os triangulos dados sdo, de facto, semelhantes. O resultado que acabamos de
estabelecer designa-se por critério LAL de semelhanga de triéngulos.

Reciprocamente, supondo que os tridngulos [ABC] e [A'B'C'] sdo semelhantes,
valem as proporgdes indicadas entre os respetivos lados (eventualmente alterando
as designacdes dos vértices de um deles), atendendo ao que se viu a propdsito de
4.8; construindo o triangulo [AB''C"'] como indicado na figura acima, sendo iguais
os segmentos assinalados com um e dois tracos, mostremos agora que sdo, de
facto, iguais os angulos assinalados com um traco. Para o efeito podemos, mais uma
vez aplicar o reciproco do Teorema de Tales, pois uma das proporcdes da hipdtese,
atendendo a igualdade de segmentos, da agora lugar a proporgao:

Concluimos assim que s3o paralelas as retas B"’C"’ e BC, e portanto, mais uma vez
pelo Teorema de Tales:

a

a5
a5 BC

substituindo AB"' pelo comprimento igual A'B’ obtemos:

3
o

AB
'B

Ilcll

oS
oy

0 que, em conjunto com a proporgdo também pressuposta:

4B BC

AB  B'C
conduz a:

BC BC

e portanto a igualdade dos segmentos [B'C']e[B"C'"], da qual resulta, pelo
critério LLL, a igualdade dos tridngulos [A'B'C'] e [AB"'C"'] e portanto, finalmente,
a igualdade dos angulos assinalados com um trago, que se opdem a lados iguais
nesses triangulos. Concluimos assim que em tridangulos semelhantes sdo iguais os
angulos formados por pares de lados proporcionais, ou seja, triGngulos semelhantes
tém os dngulos correspondentes iguais.
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4.10

4.12

Se dois angulos internos de um tridangulo forem respetivamente iguais a dois
angulos internos de outro triangulo, o mesmo acontecera aos terceiros angulos dos
triangulos, ja que a soma dos angulos internos de cada um deles é igual a um angulo
raso, mas basta-nos utilizar as igualdades da hipétese. Podemos entdo, mais uma
vez servir-nos da figura:

B

Agora sabemos que também sdo iguais, para além dos assinalados, por exemplo, os
angulos em B e B'. Por outro lado, da igualdade dos triangulos [A'B'C'] e [AB"'C"']
resulta a igualdade dos angulos em B’ e B”. Entdo serdo iguais os angulos
correspondentes em B e B, o que determina o paralelismo das retas BC e B"'C" e
portanto as proporgdes que determinam a semelhanga dos tridngulos [ABC] e
[AB"C'"], donde se deduz imediatamente a semelhan¢a dos tridngulos [ABC] e
[A'B'C']. Este resultado designa-se por critério AA de semelhanga de triéngulos.

E facil concluir que dois quaisquer circulos C e C’ sdo semelhantes, se admitirmos
qgue o conjunto dos numeros racionais foi alargado (juntamente com as operacgées
basicas nele definidas) de modo a incluir as medidas de comprimento de quaisquer
segmentos, fixada uma unidade, e portanto os quocientes das medidas de
comprimento de dois quaisquer segmentos (que, como ja foi referido, ndo depende
da unidade de comprimento fixada — ¢f. também o objetivo geral 7). Com efeito,
designando porr o quociente entre os comprimentos dos raios dos circulos C' e C
podemos estabelecer uma correspondéncia um a um entre os pontos de C e os
pontos de C’ que determina a semelhanga dos dois circulos, sendo r a razdo de
semelhanga. Para o efeito podemos utilizar a seguinte figura:

Representam-se pela mesma letra os pontos correspondentes nos dois circulos, mas
afetando de uma plica (“linha”) as letras designando pontos de C’; em particular, o
centro O’ do circulo C' corresponde ao centro O do circulo C. A ideia intuitiva
consiste em fazer corresponder o raio [0'P'] ao raio [OP] (sendo os raios
arbitrariamente fixados em cada circulo) e, em seguida, rodar esses raios em
determinado sentido (por exemplo, no sentido direto, ou seja, contrario ao dos
ponteiros do reldgio); cada angulo de rotagdo determina em cada circulo raios que
também se pdem em correspondéncia e agora, a um ponto Q de C, faz-se
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4.13

corresponder o ponto Q' do raio correspondente de C'tal que 0’—Q’ =71 0Q. Se
considerarmos agora dois quaisquer pontos Q e R de C distintos do centro podemos
facilmente concluir, utilizando a semelhanga dos tridngulos [OQR] e [0'Q'R’] (caso
LAL), que W = r QR, muito simplesmente utilizando a proporco:

Ql

w_v_
Q Q

O caso em que um dos pontos é o centro é, evidentemente, mais simples, pois
resulta imediatamente da prépria definicio de Q' a partir de Q. Portanto a
correspondéncia assim construida é, de facto, uma semelhanca de razdo r entre os
dois circulos, transformando as respetivas circunferéncias uma na outra, pelo que
estas duas figuras também sdo semelhantes, com a mesma razdo de semelhanca.

Observagdao**: Podemos definir a semelhanga sem recorrer ao conceito intuitivo de
“rotacdo no sentido direto”. Para o efeito fixa-se um ponto P na circunferéncia de C
e um ponto correspondente P’ na circunferéncia de C’ e, em cada circulo, escolhe-
se um dos semiplanos determinados respetivamente pelas retas OP e O'P’, pondo-
se esses semiplanos em correspondéncia, bem como os seus opostos. Em cada par
de semiplanos correspondentes péem-se em correspondéncia os angulos ao centro
de cada circulo que sejam convexos, tenham a mesma amplitude e tais que um dos
lados de cada angulo de C (respetivamente de C') contém o raio [OP]
(respetivamente o raio [0'P’']); em seguida pdem-se em correspondéncia os lados,
em angulos correspondentes, que ndo contém [OP] nem [0'P'] e finalmente pdem-
se em correspondéncia os raios de cada circunferéncia contidos em lados
correspondentes de angulos ao centro correspondentes. Resta por em
correspondéncia os raios [OP] e [0'P'] e os que com estes formam um didmetro;
em seguida podemos prosseguir como acima.

A semelhanca de poligonos ja foi abordada a propésito de 4.3 e 4.4 e estabelecemos
que dois poligonos sdo semelhantes quando e apenas quando se pode definir uma
correspondéncia um a um entre os vértices de um e do outro poligono por forma
que lados correspondam a lados e diagonais a diagonais e que os comprimentos de
segmentos correspondentes (lados e diagonais) sejam proporcionais. A partir do
que agora sabemos acerca de semelhancga de triangulos pode deduzir-se um critério
geral de semelhanca de poligonos envolvendo apenas a proporcionalidade dos lados
correspondentes, mas acrescentando-se a igualdade dos dngulos internos por eles
determinados.

E facil concluir que, ao contrario do que se passa com os tridngulos, para poligonos
com mais de trés lados, para garantirmos a semelhanca, ndo basta pressupormos a
proporcionalidade dos lados, pois, caso contrario, todos os losangos seriam
semelhantes entre si, e portanto, em particular semelhantes a todos os quadrados,
o que manifestamente é falso, ja que é facil construir losangos com diagonais
distintas, ao contrario do que se passa com os quadrados (ja que estes sdo
retangulos). Para tais poligonos, também ao contrario do que se passa com os
triangulos, ndo basta pressupormos a igualdade de dngulos correspondentes, pois,
caso contrario, todos os retangulos seriam semelhantes o que também é
claramente falso, pois é ébvio, por exemplo, que um quadrado e um retangulo ndo
quadrado ndo podem ser semelhantes .

Texto Complementar de Geometria - 7.2 ano Pagina 169



Consideremos ent3o dois poligonos P e P’ em que se representam pela mesma letra
vértices correspondentes, mas acrescentando uma plica as designagbes dos vértices
de P’, e suponhamos que sdo proporcionais os lados correspondentes e iguais os
dngulos internos com vértice em pontos correspondentes. Pelo que vimos, sera
suficiente, a partir destas hipdteses, obter as proporg¢des envolvendo também todas
as diagonais correspondentes dos dois poligonos. Para o efeito, podem utilizar-se
decomposicdes em tridangulos como as referidas a propdsito de 2.13; no caso de
poligonos convexos podemos, para cada vértice, utilizar a decomposicao em
triangulos utilizando todas as diagonais com um dos extremos nesse vértice, como
na figura seguinte, em que se utilizaram os vértices A e A’, representando-se a
tracejado as referidas diagonais (e a pontilhado as restantes):

Podemos sucessivamente utilizar a hipdtese e o critério LAL para obter a
semelhanca dos triangulos correspondentes, comecando por dois correspondentes
com vértices contiguos a A e A, sejam eles [ABC] e [A'B'C'], aos quais o critério se
pode obviamente aplicar, atendendo a hipdtese. Consequentemente serdo iguais os
angulos BAC e B'A'C' e também os angulos BCA e B'C'A" e os lados [CA] e [C'A’]
(diagonais correspondentes dos poligonos) estardo na mesma propor¢do que 0s
restantes pares de lados correspondentes dos dois triangulos. Entdo, “retirando”
esses triangulos ficaremos com dois poligonos com menos um lado e um vértice,
mantendo-se as condi¢des de igualdade dos angulos internos correspondentes e a
proporcionalidade dos lados correspondentes, ja que é esse o caso dos “novos
lados” [CA] e [C'A"] e as igualdades de angulos da hipdtese, em conjunto com as
que acabamos de deduzir, permitem obter as igualdades dos correspondentes
“novos angulos internos”; assim, serdo iguais os angulos ACD e A'C'D’ pois formam
angulos iguais quando somados respetivamente com os angulos iguais BCA e
B'C'A’, e, analogamente, serdo iguais os angulos CAF e C'A'F'. Prova-se assim,
sucessivamente, que sdo semelhantes os triangulos em que se decompdem os
poligonos, através da correspondéncia que associa os vértices de um poligono aos
vértices correspondentes do outro; dai resultam as proporcdes envolvendo as
diagonais correspondentes que sdo lados desses tridngulos. Partindo de outro
vértice qualquer é sempre possivel obter uma decomposi¢cdo em triangulos com as
caracteristicas da que acabamos de descrever, utilizando todas as diagonais que
partilham esse vértice como um dos extremos. Assim, procedendo do mesmo modo
para todos os vértices, podemos obter todas as proporg¢des envolvendo os lados e
diagonais correspondentes dos poligonos e que garantem a semelhanca das duas
figuras.

O caso dos poligonos ndo convexos é mais complexo, e ndo iremos mais longe na
justificacdo do critério de semelhanga no caso geral, pois, para além de, numa
triangulagdo como a acima considerada, ndo se obterem em geral todas as
diagonais interiores (o que ja acontecia no caso dos convexos), ha que considerar
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ainda as restantes diagonais (ndo contidas nos poligonos); em exemplos concretos,
no entanto, pode ser facil utilizar decomposi¢cdes em triangulos como as descritas a
propdsito de 2.13 para ir obtendo as propor¢ées envolvendo as diversas diagonais
interiores, como foi feito no caso convexo e, em seguida, proceder
sistematicamente para obter as que envolvem diagonais exteriores, utilizando-se
novamente triangulos, desta vez ndo contidos no poligono, mas de lados
coincidentes com lados ou diagonais dos poligonos, como se vé no exemplo
seguinte:

Indicam-se a tracejado diagonais definindo triangulacdes dos poligonos obtidas
pelos métodos referidos a propdsito de 2.13; a partir delas é possivel justificar as
proporcdes envolvendo essas diagonais, exatamente como foi feito acima para o
caso convexo. Indicam-se depois a pontilhado algumas das diagonais que falta
considerar, podendo-se, por processos analogos, concluir a semelhanca dos
tridangulos correspondentes e portanto a validade também das proporc¢des
envolvendo essas diagonais.

A reciproca desta propriedade é bastante mais facil de estabelecer, pois as
proporc¢des envolvendo lados sdo casos particulares das que se tém de verificar para
que os poligonos sejam semelhantes (cf. 4.4) e quanto a igualdade dos angulos
internos correspondentes basta aplicar o critério LLL de semelhanga de triangulos
aos triangulos determinados por trés vértices consecutivos e aos correspondentes
no outro poligono e em seguida utilizar a propriedade expressa em 4.11 que garante

a igualdade dos angulos correspondentes em triangulos semelhantes.

Podemos utilizar o Teoremas de Tales (ou a semelhanca de tridangulos) para justificar
um método pratico para dividir um segmento num dado nimero de segmentos
iguais. Exemplifiguemos com a divisdo em cinco partes iguais:
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Para dividir o segmento [AB] em cinco partes iguais basta considerar um qualquer
ponto P; ndo colinear com A e B e, na semirreta APl, marcar mais quatro
sucessivos pontos Py, P3, Py, Ps por forma que AP; = P,P, = P,P; = P;P, = P,Ps;
as retas paralelas a P;B passando respetivamente por P, P,, P3, P, intersetam o
segmento [AB] em pontos que determinam a divisdo desse segmento em cinco
partes iguais, atendendo ao Teorema de Tales, como facilmente se conclui.

A construcdo das retas paralelas pode efetuar-se utilizando régua e esquadro (cf.
GM5-1.12) ou utilizando apenas régua e compasso, tirando também partido do
critério de paralelismo referido em GM5-1.11. Concretamente, para tracar uma reta
paralela a uma dada reta r passando por um dado ponto P ndo pertencente ar,
bastard tracar uma perpendicular s ar passando por P e, em seguida, no plano
determinado porr e P, uma retat perpendicular a s passando por P; os angulos
correspondentes determinados por s nas retasr e t, por construgdo, serdo ambos
retos e portanto iguais. Assim, pelo critério de paralelismo acima referido, r et
serdo, de facto, paralelas. A construgdo das referidas paralelas podera ser levada a
cabo utilizando apenas régua e compasso por processos semelhantes aos utilizados
a propésito de GM6-9.7 para construir a mediatriz de um segmento, como se ilustra
na figura seguinte:

A
l‘\
s Lt 'y P
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Para tracar a perpendicular PQ a reta r passando por P podemos comegar por
determinar dois pontos A e B da reta r equidistantes de P utilizando um compasso,
como indicado na figura; agora o processo acima referido para determinar a
mediatriz do segmento [AB] pode ser utilizado para obter a reta PQ, podendo usar-
se a mesma abertura do compasso e arcos centrados em A e B para obter o ponto
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Q. A perpendicularidade das retas PQ e r foi justificada a propdsito da construgdo
da mediatriz. Basta agora construir a perpendicular a PQ, no mesmo plano,
passando por P, utilizando um processo idéntico; note-se que o facto de P
pertencer a reta ndo impede que se reproduzam os passos anteriores, comegando-
se por utilizar o compasso para marcar dois pontos A’ e B’ da reta PQ equidistantes
de P.

A definicdo de homotetia de centro O e razdo r permite imediatamente concluir
que, sendo M’ e N’ os homotéticos respetivamente de M e N, vale a proporgao:

No caso em que os trés pontos O, M e N ndo sdo colineares podemos aplicar o
Teorema de Tales (cf. 4.7) a uma das figuras (consoante r > 0 our < 0):

As propor¢Ges acima estabelecidas garantem entdo, em qualquer caso, o
paralelismo das retas MN e M'N’ (reciproco do Teorema de Tales) e agora o
Teorema de Tales garante também que:

= =,
MmN om

o
S

Q
g

Se os pontos 0, M e N forem colineares, por definicdo de homotetia, os pontos M’ e
N' estardo na reta determinada por dois quaisquer daqueles pontos. Ent3o,
examinando as diversas possibilidades, consoanter > 0 our < 0 e as posicdes
relativas dos pontos O, M e N na reta, obtém-se também a proporgao acima
estabelecida, pois, essencialmente, trata-se de efetuar calculos numa reta numérica.
Por exemplo, se O, M e N estiverem alinhados por esta ordem e escolhermos a reta
que os contém para reta numérica, com origem O e semirreta positiva contendo M
eN, se r > 0entdo M' e N’ também estardo na semirreta positiva e a propor¢do
procurada resume-se a uma verificacdo utilizando as abcissas dos pontos M, N, M’ e
N’, sejam elas, respetivamente, m, n, m' e n’; teremos:
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Como os pontos M e N sdo arbitrarios podemos obter todas as propor¢des que, por
definigdo (cf. 4.2), garantem a semelhanc¢a de quaisquer duas figuras homotéticas,
utilizando a homotetia para definir a semelhanca, e sendo a razao de semelhanca
igual ao mdédulo da razao da homotetia.

Se considerarmos um segmento de reta [AB] de medidam = Sem determinada

unidade, ao dividirmos um segmento unitario em q partes iguais e [AB] em p partes
iguais, sabemos, por definicdo de medida de comprimento, que cada uma das
partes em que [AB]fica decomposto serd um segmento igual a cada um dos
segmentos em que o segmento unitario ficou decomposto. Conclusdao andloga se
pode obter para um segmento [CD] de medida m' =%na mesma unidade; mas

! !
delas [PQ], [AB] podera ser dividido em pq’ partes iguais a [PQ] e [CD] em qp’
partes iguais a [PQ]. Entdo, se tomarmos agora para unidade o comprimento de
[AB], verificamos que a nova unidade pode ser dividida em pq’ partes iguais e [CD]
em gp’ partes iguais a essas (todas iguais a [PQ]). Por definicdo de medida de
comprimento podemos entdo dizer que a medida do comprimento de [CD]
tomando [AB] para unidade é igual a:

m= ou seja, se dividirmos a unidade em qq' partes iguais, seja uma

~

!

' _q' _m

pq

m

SRS

Desta andlise também podemos concluir que se tomarmos para unidade o
comprimento do segmento [PQ] entdo as medidas de [AB] e [CD] exprimem-se
ambas como numeros inteiros, nomeadamente, pq’ e gp’ (respetivamente), ou seja,
os segmentos [AB] e [CD] sdo comensurdveis. Concluimos assim que dois
segmentos que podem ser medidos (utilizando numeros racionais positivos) numa
mesma unidade sGo comensurdveis, sendo obvia a reciproca desta propriedade.
Além disso, dois segmentos sGo comensurdveis quando e apenas quando um deles
pode ser medido através de um numero racional tomando o outro para unidade, ja
que, atendendo ao que acima vimos, esta propriedade é equivalente a poderem
ambos ser medidos utilizando uma unidade de comprimento comum.

Do que precede resulta agora que se alterarmos a unidade de medida e
escolhermos para nova unidade um segmento de reta com medida m na unidade
primitiva, as medidas de quaisquer segmentos na nova unidade obtém-se das
medidas desses segmentos na unidade primitiva dividindo-as pelo mesmo valor m.
Assim, os quocientes das medidas de dois quaisquer segmentos na mesma unidade
ndo dependem da unidade pré-fixada, ja que esses quocientes ndo se alteram ao
dividirmos o dividendo e o divisor pelo mesmo valor. Note-se que ao referirmos
“quaisquer segmentos” pressupomos que sdao comensuraveis com a unidade de
medida inicialmente fixada, o que implica serem também comensuraveis com a
nova unidade se esta, por seu lado, for comensurdvel com a inicialmente fixada.
Este facto permite-nos definir o «quociente dos comprimentos» de dois segmentos
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comensurdveis através do quociente das respetivas medidas de comprimento, em
qualquer unidade com eles comensurdvel. Podemos, nesse caso, também dizer que
o comprimento “dividendo” é igual ao produto do quociente pelo comprimento
“divisor”. Podemos assim atribuir significado a equagdes envolvendo apenas somas
e produtos por numeros racionais de comprimentos de segmentos, pois,
verificando-se tais equacOes para as respetivas medidas, fixada determinada
unidade comum, serdo vdlidas para qualquer unidade com esta comensuravel, ja
gue, ao alterarmos a unidade, os valores de ambos os membros das equagdes ficam
multiplicados por uma mesma constante.

Estas propriedades foram acima utilizadas, no objetivo geral 4, como entdo foi
referido.

Admitamos que a hipotenusa e os catetos de um tridngulo retangulo isdsceles sdo
comensuraveis, ou seja, que existe uma unidade de comprimento relativamente a
qual as medidas da hipotenusa e de qualquer dos catetos sdo iguais respetivamente
aos numeros naturais a e b. Podemos decompor um tal tridngulo em dois tridngulos
utilizando a altura relativa a hipotenusa, como na figura seguinte:

C
a
s D
f
A 3 B

Deste modo o triangulo inicial fica decomposto em dois triangulos também
retangulos isdsceles, o que pode ser justificado de diversas maneiras alternativas,
utilizando propriedades conhecidas. Com efeito, podemos, por exemplo, considerar
a bissetriz AD do angulo reto CAB e utilizar o resultado referido em GM6-9.13 para
concluir que os vértices B e C do triangulo [ABC] sdo imagem um do outro pela
reflexdo de eixo que contém a bissetriz, uma vez que estdo a mesma distancia do
vértice A (ja que o tridngulo retdngulo é também isésceles). Quer isto dizer que o
angulo ADB é reto e que sdo iguais os segmentos [DC] e [DB]; por outro lado,
sabemos que o angulo DAB é metade de um reto, por definicdo de bissetriz, bem
como o angulo ABD pois somado com DAB tem de perfazer um reto, ja que a soma
destes dois com o angulo reto ADB tem de ser igual a um raso, por se tratar da
soma dos trés angulos internos de um tridngulo. Assim, o triangulo [ABD] tem
iguais os angulos ndo retos e é portanto também isdsceles.

Outro processo, entre muitos, seria considerar o quadrado com trés dos vértices
coincidentes com os vértices do triangulo [ABC] e as respetivas diagonais, as quais
teriam de bissetar-se, porque o quadrado é um paralelogramo, teriam de ser
perpendiculares, porque o quadrado é um papagaio e teriam de ser iguais, porque o
quadrado é um retangulo (cf. o objetivo geral 2 acima); estas propriedades em
conjunto permitiriam imediatamente concluir que DA é perpendicular a BC e que
sdo iguais os trés segmentos assinalados com dois tragos.
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Utilizando, por exemplo, o critério LAL com os angulos retos e os catetos, é ébvio
que todos os tridngulos retangulos isdsceles sdo semelhantes; entdo, em particular,
o triangulo inicial e cada um dos que foram obtidos na decomposi¢do acima referida
sdo semelhantes, o que permite obter a proporcionalidade entre as hipotenusas e
os catetos de tais triangulos:

& a? = 2b?

a
b

N Q| o

Ora se considerarmos as decomposi¢Ges de a e b em fatores primos, pelo Teorema
fundamental da Aritmética (cf. NO6-1.3) sabemos que as decomposicdes de a? e b?
serdo obtidas destas muito simplesmente elevando ao quadrado cada um dos
fatores primos respetivamente de a e b, e portanto duplicando o numero de
ocorréncias de cada nimero primo da decomposicdo. Assim, tanto em a? como em
b?, cada fator primo ocorre um numero par de vezes; ora da igualdade acima
obtida, a? = 2b? e, mais uma vez da unicidade da decomposicdo em fatores primos
garantida pelo Teorema fundamental da Aritmética, o primo 2 terd de ocorrer
forcosamente na decomposicdo de a?, e, como concluimos, um numero par de
vezes. Mas essa decomposicdo é também a de 2b?, pelo que o nimero 2 ocorrendo
um numero par de vezes terd de ocorrer pelo menos uma vez na decomposicdo de
b? e entdo, como vimos, um numero par de vezes, o que garante que em 2b?, e
portanto em a, ocorre mais uma vez, logo um nuimero impar de vezes. Chegdmos
assim a conclusdo contraditéria de que o numero de ocorréncias de 2 na
decomposicdo em fatores primos de a? (ou seja, o expoente de 2 nessa
decomposi¢do expressa como produto de poténcias de primos distintos) teria de ser
simultaneamente par e impar!

Esta conclusdo decorre indubitavelmente da hipdtese feita de que a hipotenusa e o
cateto de um tridngulo retangulo isdsceles seriam comensurdveis; ndo o podem
portanto ser... Acabamos portanto de concluir que existem, de facto, segmentos
incomensuraveis, conclusdo dramatica a que chegaram os pitagéricos ha cerca de
25 séculos e que iniciou a longa histéria da extensdo do conjunto dos numeros
racionais, por forma a incluir novas entidades capazes de exprimir, em certo
sentido, a medida de comprimento de qualquer segmento, fixada arbitrariamente
uma unidade, ou, de modo equivalente, de atribuir um valor a distancia a origem de
qualguer ponto de uma reta numérica. A forma geral do Teorema de Tales bem com
os resultados acerca de figuras semelhantes e homotetias acima referidos (objetivos
gerais 4 e 5) pressupdem ja a possibilidade de se utilizar esse conjunto mais extenso
de numeros, ditos reais, admitindo-se diversas propriedades que estendem as
conhecidas para racionais.

Decompondo um papagaio convexo em dois triangulos isésceles através de uma das
diagonais, o que é sempre possivel, uma vez que dois pares de lados consecutivos
sdo iguais, obtemos a seguinte figura:
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B

onde os tridngulos isdsceles representados tém alturas contidas na diagonal [DB].
Entdo, utilizando a conhecida féormula para o calculo da area de um triangulo,
obtemos a drea do papagaio em unidades quadradas somando as areas dos dois
triangulos isosceles:

C X P+ CxPB ACx(DP+PB) ACxDB Dxd
2 2 2 2 2

designando respetivamente por D e d as medidas de comprimento das diagonais
em determinada unidade. Entdo a férmula acima da o valor em unidades quadradas
da area do papagaio através do semiproduto das medidas do comprimento das
diagonais.

Se o papagaio for cdncavo, a situagdo serd a seguinte:

Neste caso para obter a medida da adrea do papagaio teremos de subtrair as
medidas das dreas dos tridngulos isdsceles; a féormula final resultante serd
exatamente a mesma, como é facil concluir, ja que, neste caso, a diagonal [DB] tem
comprimento igual a diferenca dos comprimentos das alturas dos triangulos.

Se decompusermos o papagaio em dois triangulos através da outra diagonal,
obteremos também dois tridngulos iguais, ainda que ndo necessariamente isdsceles.
Adicionando as areas desses dois triangulos podemos tratar em simultaneo o caso
dos papagaios convexos e cbncavos; em ambos os casos a base comum dos
triangulos tem comprimento igual a diagonal utilizada nesta decomposicdo e a
altura é igual a metade do comprimento da outra diagonal.

Para obter a area de um trapézio podemos utilizar uma decomposicdo (ou uma
composicdo) envolvendo um paralelogramo e um tridngulo, como se ilustra nas
figuras seguintes:
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Todas as figuras representam um trapézio [ABCD] e é sempre considerada uma
paralela CE ao lado [AD] que ndo é base, ficando assim construido o paralelogramo
[AECD] ; representa-se também uma altura comum [CP] ao trapézio, ao
paralelogramo e ao triangulo [BCE]. Em cada figura obtém-se a medida da area do
trapézio como soma ou diferenca da medida de area dos referidos paralelogramo e
triangulo; aplicando as férmulas conhecidas para as dreas destas figuras resta
depois provar que o fator que multiplica a altura é igual a média das medidas das
bases do trapézio. Ora esse fator é sempre a soma ou a diferenca da medida do
comprimento de [AE] (base do paralelogramo) com metade da medida do
comprimento do segmento [EB] (base do tridngulo), ou seja, esse fator serd metade
de 2AE + EB. Mas temos AE + EB = AB (serd a soma no caso das duas primeiras
figuras e a diferenca no caso da terceira). Como CD = AE, finalmente, o fator que
multiplica a altura serd igual a metade de 2AE + EB = AE + AE + EB = CD + AB,
ou seja, igual a média das medidas de comprimento das bases do trapézio, como
pretendiamos provar.

Em alternativa, em qualquer dos casos, podemos decompor o trapézio em dois
tridngulos através de uma das diagonais e notar que para o calculo das respetivas
areas podemos tomar como bases dos triangulos as bases do trapézio, sendo as
alturas correspondentes iguais a altura do trapézio. Deste modo obtém-se
imediatamente a drea do trapézio como produto da semissoma das medidas de
comprimento das bases pela altura.

A proporcionalidade dos comprimentos dos lados de poligonos semelhantes garante
que o comprimento de cada lado de um dos poligonos se obtém do comprimento
do lado correspondente do outro multiplicando-o pela razdo de semelhanga; o
mesmo acontecerd portanto a soma das medidas dos comprimentos dos lados
(basta, numa das somas, poér em evidéncia a razdo de semelhanca). Obtemos assim
o resultado pretendido: se dois poligonos forem semelhantes, o perimetro de um
obtém-se do perimetro do outro multiplicando-o pela razdo de uma semelhanca
que transforme o segundo no primeiro.

Uma vez que os perimetros dos circulos sdao proporcionais aos raios, como foi
estabelecido (cf. GM6-5.2,3), e a razdo de semelhanca entre dois circulos é igual ao
qguociente dos raios, é dbvio que essa mesma razdo de semelhanca entre dois
circulos de raios r e r’ permite obter o perimetro do segundo multiplicando-a pelo
perimetro do primeiro:

! I

2nr’  r , T
=—= 2nr = —X2nur.
2mr r r
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E 6bvio que quaisquer dois quadrados sdo semelhantes, utilizando o critério
expresso em 4.13, uma vez que todos os angulos internos sdo retos (e portanto
iguais) e a igualdade dos lados em cada quadrado garante a proporcionalidade de
lados correspondentes para qualquer correspondéncia um a um entre os vértices
dos quadrados que associe vértices consecutivos a vértices consecutivos, pois, neste
caso, os quocientes que se pretendem igualar tém iguais todos os dividendos e
todos os divisores. Como a drea de um quadrado é, em unidades quadradas, igual
ao quadrado da medida a de um dos lados, é também ébvio que a drea de outro
guadrado, cujos lados tenham comprimento igual ao produto de determinada razao
de semelhanca r pelo comprimento de um lado do primeiro quadrado serd igual
(também em unidades quadradas) a (ra)? = r2 a? e portanto igual ao produto por
r? da area do primeiro quadrado.

Um raciocinio idéntico ao utilizado para as areas de quadrados (cf. 9.2) pode ser
utilizado para triangulos semelhantes, desde que se comece por verificar que as
alturas correspondentes estdo na mesma proporcao que os lados; trata-se de um
simples exercicio de semelhanca de triangulos, aplicando o critério AA a triangulos
retangulos. Assim, dados dois tridngulos semelhantes, a medida da drea do segundo
é igual a medida da drea do primeiro, multiplicada pelo quadrado da razdo de uma
semelhanca que transforme o primeiro no segundo.

Utilizando triangulagdes como as referidas a propdsito de 2.13 e 4.13 podemos
concluir entdo que a mesma relacdo existe entre as areas de quaisquer dois
poligonos semelhantes, jd que essas triangulacdes podem ser definidas de modo
que triangulos correspondentes sejam semelhantes (cf. 4.13).

Para figuras mais gerais podemos argumentar por aproximacdo das respetivas areas
por areas de triangulacdes adequadas ou quadriculas e, para estas, utilizando os
resultados conhecidos para quadrados e outros poligonos; a construgdo rigorosa e
mais geral da medida de drea é bastante complexa, pelo que ndo iremos mais longe
na justificacdo da propriedade referida em 9.3.
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8.2 ANO

Descritor

11
1.2

Geometria e Medida GM8

Texto de apoio

Dado um tridngulo [ABC] retangulo em C consideremos a altura tragada do
vértice C para a hipotenusa e designemos por D o pé dessa perpendicular:

c

Essa altura divide o triangulo [ABC] em dois triangulos retangulos, cada um deles
partilhando um angulo interno ndo reto com o triangulo [ABC]; pelo critério AA,
os trés triangulos sdao semelhantes entre si (cf. GM7-4.10). Podemos entdo concluir
que s3o proporcionais os lados correspondentes em cada par de tridngulos. E facil
identificar os lados correspondentes através dos angulos opostos; em particular,
notando, por exemplo, que, no tridngulo [ADC], o angulo D é reto e os angulos
em A dos triangulos [ADC] e [ABC] coincidem, concluimos que o angulo em C do
tridangulo [ADC] é igual ao angulo em B do triangulo [ABC], e, analogamente, sdo
iguais o angulo em C do tridangulo [BDC], e o angulo em A do triangulo [ABC].
Temos portanto, utilizando as semelhangas entre o triangulo [ABC] e cada um dos
triangulos da decomposicao:

Ou seja, representando as medidas dos comprimentos dos lados pelas letras
indicadas na figura:

0 que é equivalente a conjun¢do das duas igualdades a? = xc e b? = yc;
adicionando-as membro a membro obtemos a? + bh? =xc +yc = (x + y)c =
c?, ou seja, num tridngulo retangulo o quadrado da medida do comprimento da
hipotenusa é igual a soma dos quadrados das medidas dos comprimentos dos
catetos, o que costuma abreviar-se em «num triangulo retdngulo o quadrado da
hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos», designando-se esta
proposicdo por Teorema de Pitagoras.

Observagdo 1*: Para levar a cabo a demonstracdo acima é essencial garantir que o
ponto D, pé da perpendicular tracada para a hipotenusa a partir do vértice oposto,
fica estritamente situado entre os vértices A e B. Embora este facto pareca
geometricamente Obvio, carece de demonstracdo. Em primeiro lugar D ndo pode
coincidir com nenhum dos vértices, pois, caso contrario, o triangulo teria dois
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angulos internos retos; por outro lado, se o ponto D estivesse situado na reta AB
fora do segmento [AB], por exemplo, se B estivesse entre A e D, o angulo CBD
seria um angulo externo do tridngulo [ABC] ndo adjacente ao angulo reto e
portanto teria de ser um angulo obtuso (ja que é igual a soma de um angulo reto
com um angulo agudo). Mas, nesse caso, o triangulo [CBD] teria um angulo
interno reto e outro obtuso, o que é absurdo (c¢f. GM5-2.3); de modo analogo
chegariamos a um absurdo supondo que A estaria entre D e B, pelo que apenas
resta a hipotese de D estar estritamente situado entre 4 e B.

Observagao 2: Na abordagem seguida anteriormente para a demonstracdao do
Teorema de Pitdgoras evitou-se recorrer a propriedades da nocao de area, ja que
uma teoria rigorosa da medida de area é conceptualmente mais complexa,
pressupondo, nas abordagens mais correntes, o conhecimento prévio de
Teoremas como o de Tales e de Pitdgoras (cf. comentdrios analogos nas
observacoes finais dos textos de apoio do TCG aos descritores GM7-4.7 e GM6-
1.7). No entanto, o Teorema de Pitdgoras, na sua versdo cldssica, encontra-se
expresso nos Elementos de Euclides na seguinte forma:

Livro | — Proposi¢ao 47

«Em tridngulos retdngulos, o quadrado no
lado subtenso ao dngulo reto é igual a soma
dos quadrados nos lados que contém o
dngulo reto.»

No Livro VI desta mesma obra, podemos
encontrar uma aparente generalizagdo deste
resultado:

Livro VI — Proposigdo 31

«Em triéngulos retdngulos, a figura tragada no lado subtenso ao dngulo reto é
igual a soma das figuras semelhantes desenhadas nos lados em torno do édngulo
reto».

Em linguagem atual, a Proposicdo 31 diz
simplesmente que se considerarmos trés
figuras semelhantes, cada uma contendo
um dos lados de um triangulo retangulo e
de tal forma que a semelhanca que
transforma uma em outra transforme
também o respetivo lado do triangulo no
outro, entdo a soma das areas das figuras
correspondentes aos catetos é igual a
area da figura correspondente a
hipotenusa.

A3

O Teorema de Pitdgoras é uma consequéncia desta propriedade, ja que basta
escolher para figuras semelhantes quadrados de lados iguais aos lados do
triangulo. Na verdade, os dois resultados s3o equivalentes: reciprocamente, se
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considerarmos trés figuras semelhantes construidas sobre os lados do triangulo
[ABC], as razdes das semelhangas que transformam a figura construida sobre a
hipotenusa naquelas que estdao construidas sobre os catetos sdo respetivamente

. . a b .
1guals a Z e z Temos assim

b=t e h= (i

[

a\? b\2
A relagdo A; + A, = Az, implica que (E) As +( ) Az = A3, ou seja, que

c
(%)2 + (2)2 = 1, de onde se conclui que

a® + b? = c2,

Podemos pois, para provar o Teorema de Pitdgoras, admitindo o resultado basico
relativo a dreas de figuras semelhantes, selecionar uma qualquer figura em
particular e mostrar a aditividade das areas. A escolha natural recai sobre
triangulos semelhantes ao inicial. O facto de que a altura relativa ao angulo reto
divide o tridngulo [ABC] em dois tridngulos semelhantes ao primeiro constitui ja
uma demonstragdo do Teorema de Pitagoras. De facto, se chamarmos A, e 4, as
areas desses dois triangulos e A3 a area do triangulo inicial, temos A; + A, = A3
por construgao.

Assim, também nesta abordagem, o Teorema de Pitdgoras aparece de forma
natural como um teorema de semelhanca de triangulos, ou seja, como uma
consequéncia do Teorema de Tales. A demonstracdo do Teorema de Pitagoras
proposta nas Metas Curriculares baseia-se unicamente nas propor¢Ges do
Teorema de Tales, sem qualquer referéncia a nogdo de area.

E interessante observar que o Teorema de Pitadgoras apenas é vélido em geometria
euclidiana, e que apenas nesta geometria existem triangulos semelhantes. Em
conjunto com o que foi explicado, este facto deixa adivinhar uma ligagdo mais
profunda entre a existéncia de triangulos semelhantes e o Teorema de Pitagoras.
Por exemplo, em Geometria esférica, o Teorema de Pitagoras é falso e, nesta
Geometria, os Unicos tridngulos semelhantes que existem sdo os triangulos iguais.

A area de um tridngulo esférico [ABC]
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é dada por

A[ABC] = (A + E + é - T[)RZ

onde R é o raio da superficie esférica e A, B e C designam as medidas em radianos
dos angulos internos do triangulo. Uma consequéncia imediata deste resultado é
que se dois tridngulos tém angulos iguais entdo tém a mesma area. E possivel
demonstrar, utilizando ferramentas préprias a geometria esférica, que dois tais
triangulos sdo entdo iguais.

Observagao 3:

A demonstracdo do Teorema de Pitdgoras p
constante do Livro | dos Elementos de Euclides,

Proposigdo 47, referida na observagdo anterior, . “yf
utiliza as areas de certos triangulos de forma -
extremamente interessante e que pode )
fornecer pistas para futuras estratégias de ~
resolucdo de problemas. S —1e

Dado um tridngulo [ABC] retangulo em C e
de altura [CK], consideremos os quadrados
[ACFG], [BCDE] e [ABIH] , construidos

sobre os respetivos lados, e o ponto J, D
intersecdo das retas (perpendiculares) HI e
CK. E

O tridngulo [ABE] tem altura, relativa a base
[BE], igual a[BC]logo a drea do quadrado ¢
[BCDE] é igual ao dobro da area do tridngulo [tk
[ABE].

Pelo caso LAL de igualdade de triangulos prova- ]
se que os tridngulos [ABE] e [IBC] sdo iguais
pois AB=BI , BE=BC e ABE =IBC
(angulos que sdo iguais a soma de um angulo Y
reto com o angulo ABC). Assim, podemos
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13

3.1
3.2
3.4
3.5

afirmar que a drea do quadrado [BCDE] é igual

ao dobro da drea do tridngulo [IBC].

Por outro lado, o tridngulo [IBC] tem altura
relativa a base [BI] igual a [I]], logo a area do
retangulo [IJKB] é também igual ao dobro da

area do tridngulo [IBC]. Podemos portanto F
concluir que a area do quadrado [BCDE] é c
igual a area do retangulo [IJKB]. .

De forma analoga se conclui, utilizando os Al
tridngulos [ABG] e [CAH] que a area do
retdngulo [AHJK] é igual a area do quadrado '
[ACFG]. ;

S, _ | = g

Assim se conclui a demonstracao:
Arapin) = Apangr) + Ayke) = Alsepe) T Alacra)

Suponhamos agora que é dado um tridngulo [ABC] com lados de medida de
comprimento a, b, ¢, de modo que a® + b? = c?, e consideremos um tridngulo
[A'B'C'], retangulo em B’, de catetos com medidas de comprimento iguais
respetivamente a a e b, como assinalado na figura seguinte:

A A

o \ ”
g 3

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao tridngulo retdngulo [A'B'C'] concluimos que
a? + b? = c'?, pelo que c’?> =c?, e portanto ¢’ = ¢, atendendo ao resultado
expresso em ALG7-2.4 (sendo c’e ¢ positivos, ndo poderiam ter quadrados iguais
se fossem distintos) . Mas entdo, pelo critério LLL os dois tridngulos sdo iguais,
pelo que, em particular, o angulo interno do tridngulo [ABC] oposto ao lado de
medida c sera igual ao angulo reto do outro triangulo, o que prova que o triéngulo
[ABC] é reto no vértice oposto ao lado de medida c. Acabamos de provar o
chamado reciproco do Teorema de Pitdagoras.

Dois segmentos orientados [4, B] e [C, D] dizem-se «equipolentes» quando tém a
mesma dire¢do, o mesmo sentido e o mesmo comprimento. De acordo com 3.1,
terem a mesma direcGo significa que as retas suporte sdGo coincidentes ou
paralelas e, nesse caso, terem também o mesmo sentido, significa que as
semirretas AB e CD tém o mesmo sentido (cf. 3.2), ou seja, uma delas estd contida
na outra, no caso em que as retas suporte coincidirem, ou estfio contidas no
mesmo semiplano de fronteira passando pelas respetivas origens, se as retas
suporte ndo coincidirem (cf. GM5-1.8, GM5-1.9). Nas figuras abaixo representam-
se dois pares de segmentos orientados com a mesma dire¢do (no caso em que as

Texto Complementar de Geometria - 8.2 ano Pagina 184



retas suporte em cada par nao coincidem), na figura da esquerda com o mesmo
sentido e na figura da direita com sentidos opostos:

~
~
~
~

Finalmente, a expressdo «comprimento de [4, B]» é sindnima de «comprimento
de [AB]» em todos os casos em que ocorre (cf. 3.4), ou seja, dois segmentos
orientados «terem o mesmo comprimento» significa simplesmente que os
segmentos de reta respetivamente com os mesmos extremos tém o mesmo
comprimento (ou seja, sdo iguais, ou ainda, sdo iguais as distancias entre a origem
e a extremidade de cada segmento orientado).

No caso em que os segmentos orientados [4,B] e [C,D] tém a mesma diregdo
mas as respetivas retas suporte ndo coincidem, a condicdo de terem o mesmo
sentido é equivalente a B e D estarem no mesmo semiplano de fronteira AC, pois
se uma semirreta tiver origem num reta r que ndo é a sua reta suporte entéo estd
inteiramente contida no semiplano de fronteira r que contenha um qualquer dos
seus pontos, distinto da origem. Esta propriedade das semirretas e semiplanos,
muito intuitiva, € demonstravel no quadro de uma axiomatica adequada da
Geometria e utiliza-la-emos daqui em diante.

Do que precede, resulta que, se os segmentos orientados [4, B] e [C, D] forem
equipolentes, no caso em que as retas suporte ndo coincidem, estas retas serao
paralelas; em particular serdo paralelos os segmentos de reta [AB] e [CD]) e os
segmentos ficardo contidos num mesmo semiplano de fronteira AC, estando os
pontos B e D fora desta reta (sendo uma das retas AB ou CD coincidiria com AC,
donde AB e CD ndo poderiam ser paralelas, pois intersetar-se-iam pelo menos no
ponto A ou no ponto C). Entdo ficara definido um trapézio [ABDC], de bases [AB]
e [CD], ja que, para além do referido paralelismo, os segmentos [BD] e [AC] ndo
podem intersetar-se, ou os pontos B e D estariam em semiplanos opostos de
fronteira AC, contra a hipdtese relativa aos sentidos; portanto também fica
cumprida a condigdo definidora de um poligono simples (cf. GM7-2.5, atendendo a
GM7-2.3). Mas, ainda por definicdo de equipoléncia, este trapézio também tem as
bases [AB] e [CD] iguais, pelo que se trata de um paralelogramo (cf. GM7-2.24):

Reciprocamente, se os segmentos orientados [4, B] e [C, D] forem tais que fica
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definido um paralelogramo [ABDC], entdo AB e CD sdo retas paralelas, ou seja,
[4,B] e [C,D] tém a mesma diregdo e retas suporte distintas. Além disso, Be D
estdo no mesmo semiplano de fronteira AC, sendo o lado [BD] do paralelogramo
intersetaria a reta AC, o que é impossivel, ja que BD e AC sdo retas paralelas, por
definicdao de paralelogramo. Entdo, pelo que acima se viu acerca de semirretas e
semiplanos, AB e CD est3o contidas no mesmo semiplano de fronteira AC, pelo
que essas semirretas, e portanto, os segmentos orientados [4,B] e [C,D],
também tém o mesmo sentido. Finalmente, [AB] e [CD] tém o mesmo
comprimento, ja que se trata de lados opostos de um paralelogramo; ficam assim
cumpridas todas as condi¢des que garantem que os segmentos orientados [4, B] e
[C, D] séo equipolentes.

Do que precede conclui-se que dois segmentos orientados [A, B] e [C,D] com
retas suporte distintas sGo equipolentes quando e apenas quando [ABDC] é um
paralelogramo.

Observagdo 1**: No caso em que as retas suporte coincidem, [4,B]e [C,D]
terem o mesmo sentido (ou seja, as semirretas AB e CD terem o mesmo sentido),
se as origens A e C também coincidirem, é equivalente a coincidéncia das duas
semirretas AB e CD pois ha apenas duas semirretas com uma mesma origem em
determinada reta e nenhuma estd contida na outra. Caso as origens sejam
distintas, a identidade dos sentidos pode traduzir-se numa propriedade que tera
alguma utilidade no que se segue:

LEMA*: 1) Duas semirretas com a mesma reta suporte e origens distintas tém o
mesmo sentido quando e apenas quando a origem de uma das semirretas pertence
a outra semirreta mas a origem da segunda ndo pertence a primeira, ou de
maneira equivalente, quando e apenas quando os pontos situados estritamente
entre as origens das semirretas pertencem todos a uma delas e nenhum pertence a
outra.

2) Duas semirretas com a mesma reta suporte tém sentidos opostos quando e
apenas quando a intersegdo das duas semirretas ou € vazia (e nesse caso os pontos
situados estritamente entre as origens das semirretas sdo exatamente os pontos
da reta suporte que ndo pertencem a nenhuma das semirretas) ou igual ao
segmento de reta de extremos coincidentes com as origens das semirretas.

Demonstragdo**: 1) Para demonstrarmos esta propriedade representemos
genericamente por P — Q — R o facto de o ponto Q estar situado entre os pontos
P e R, podendo generalizar-se esta notagdo a mais de trés pontos com o
significado dbvio (conjuncdo de todas as relagdes “situado entre” que se obtém
eliminando na notacdo, de todas as maneiras possiveis, o nimero suficiente de
pontos para se reduzirem a trés). A relagdo «situado entre» para trios de pontos
pode ser tomada para primitiva numa construgao axiomatica da Geometria e tem
algumas propriedades intuitivas, algumas das quais podem ser demonstradas a
partir de outras que se tomam para axiomas. Este conjunto de propriedades
basicas determinam propriedades das semirretas e semiplanos que também sdo
essenciais para algumas demonstracdes. Nos argumentos que se seguem seremos
levados a utilizar algumas dessas propriedades, as quais serdo assim
implicitamente admitidas sem demonstragao.

Suponhamos entdo que AB e CD sio colineares com A distinto de C, e
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comecemos por supor que tém o mesmo sentido, ou seja, que uma das semirretas
esta contida na outra; admitindo, sem perda de generalidade, que é CD que estd
contida em AB entdo, em particular, o ponto C estd na semirreta AB e portanto
todo o segmento de reta [AC] esta contido em AB (por definicdo de semirreta).
Por outro lado, temos A —C — D, pois, caso contrario seria A—D — C ou
D — A — C e, em ambos os casos, os pontos P distintos de A tais que P — A —C
estariam, por um lado, na semirreta CD (teriamosP—A—D—-CouP—-D—A—
CouD — P — A — C) mas, por outro, também na semirreta de origem A oposta a
C (consequéncia imediata de P — A — (), ou seja, ndo estariam na semirreta AB,
onde supusemos que C se situa. Mas entdo estariamos a contradizer a hipdtese
feita de que CD estd contida em AB. Esta contradicdo prova que, de facto,
A—C —D, pelo que os pontos do segmento de reta [AC] distintos de C (em
particular o ponto A) n3o estdo na semirreta CD; concluimos entdo o que
pretendiamos: o ponto 4 ndo estd na semirreta CD e os pontos situados
estritamente entre 4 e C est3o todos na semirreta AB e nenhum na semirreta CD.

Reciprocamente, supondo que o ponto C estd na semirreta AB, mas o ponto A
n3o esta na semirreta CD ou que, em alternativa, o ponto A estd na semirreta CD
mas o ponto C ndo esta na semirreta AB, mostremos gue uma das semirretas tem
de estar contida na outra. Sem perda de generalidade, suponhamos que é a
primeira propriedade que tem lugar e mostremos que, nesse caso, a semirreta CD
esta contida na semirreta AB. A hipStese implica, em particular, que n3o podemos
terA—D—C nem D—A—C, sendo A estaria na semirreta CD, pelo que,
forcosamente, teremos A — C — D. Entdo, examinando as diversas possibilidades
para o ponto B, uma vez que, de acordo com a hipétese, o ponto C esta situado na
semirreta AB, teremos forcosamente (ja que A—C—D):A—C—D—B ou
A—C—B—Dou A—B—C— D. Em todos os casos possiveis verificamos que a
semirreta CD estd contida na semirreta AB, como pretendiamos.

Finalmente, se os pontos situados estritamente entre as origens das semirretas
pertencerem todos a uma delas e nenhum pertencer a outra, em particular ambas
as origens tém de pertencer a primeira das semirretas mas a origem dessa ndo
pode pertencer a outra, sendo o segmento de reta com extremos coincidentes
com as origens das semirretas também estaria contido na outra semirreta, contra
a hipdtese. Ficamos assim reduzidos a hipétese que acabamos de examinar e
portanto as duas semirretas terao o mesmo sentido.

2) E 6bvio que se a interse¢do de duas semirretas colineares for vazia ou igual a
um ponto ou a um segmento de reta entdo as duas semirretas tém sentidos
opostos, ja que, se tivessem o mesmo sentido, a respetiva interse¢do seria uma
delas, o que prova uma das implicacdes desta afirmac¢do do Lema.

Reciprocamente, dadas duas semirretas AB e CD com a mesma reta suporte, se
tiverem sentidos opostos, ou seja, se ndo tiverem o mesmo sentido, e excluindo ja
o caso trivial em que as origens coincidem, entdo por 1) sabemos que ou nenhuma
das origens das semirretas pertence a outra ou ambas as origens pertencem as
duas semirretas.

No primeiro caso a interse¢do das semirretas é vazia pois um ponto P que
pertencesse as duas estaria na semirreta oposta a C de origem A e na semirreta

Texto Complementar de Geometria - 8.2 ano Pagina 187



oposta a A de origem C, ou seja, teria de satisfazer simultaneamentea P — A —C
eaP — C — A, o que implicaria a coincidéncia de A e C, contra a hipdtese feita de
serem distintas as origens.

No segundo caso, o segmento de extremos nas origens teria de esta contido em
ambas as semirretas e portanto na respetiva intersecdo. Por outro lado mais
nenhum ponto pode pertencer a essa intersecao, pois qualquer ponto P da reta
suporte fora deste segmento terd de satisfazera P—A—Cou A—C — P; ora,
se P pertencesse simultaneamente a AB e a CD entdo estas duas semirretas
coincidiriam respetivamente com AP e CP e nesse caso, qualquer das duas
relagbes P—A—Cou A —C — P implicaria que uma das semirretas estaria
contida na outra, contra a hipdtese de se tratar de semirretas com sentidos
opostos.

Corolario: a intersecdo de duas semirretas colineares sé pode ser vazia, um
segmento de reta (neste caso coincidente com o segmento de extremos nas
origens das semirretas, incluindo o caso em que estas coincidem) ou coincidente
com uma das semirretas.

Demonstragdo: O coroldrio resulta imediatamente da alinea 2) do Lema, ja que
duas semirretas colineares, ou tém o mesmo sentido, caso em que, obviamente, a
intersecdo das duas coincide com uma delas, ou tém sentidos opostos e, pelo
alinea 2) do Lema a respetiva interse¢do é vazia ou coincidente com o segmento
determinado pelas origens.

Observagdo 2**: Podemos verificar que se dois segmentos orientados [A, B] e
[C, D] tiverem a mesma diregdio, se [A, B] e [C, D] tiverem sentidos opostos entdo
[4, B] terd o mesmo sentido que [D, C] e reciprocamente, se [A, B] tiver o mesmo
sentido que [D, C], entdo [A, B] e [C, D] terdo sentidos opostos.

No caso em que os segmentos orientados sdo colineares, os resultados da
Observagao 1 atrds permitem concluir o que se pretende; com efeito, excluindo o
caso mais simples em que os segmentos orientados [4, B] e [C,D] tém origem
comum, se tiverem sentidos opostos a intersecdo das semirretas AB e CD é vazia
ou coincidente com o segmento [AC]. Entdo, relativamente aAB e DC, ficara
cumprida a condicdo do Lema para que estas semirretas tenham o mesmo
sentido, pois DC coincide com a unido de [DC] com a semirreta oposta a CD,
donde:

— se a intersecdo de AB com CD for vazia, AB estara contida na semirreta oposta
a CD e portanto em DC, gue a contém;

—se a intersecdo das semirretas AB e CD coincidir com o segmento [AC], em
particular a semirreta AB coincide com a semirreta AC e a semirreta CD com a
semirreta CA; assim, temosC —A—DouC —D—Ae em ambos os casos a
semirreta DC tem o mesmo sentido que a semirreta AC, ou seja, que a semirreta
AB.

Suponhamos entdo que os segmentos ndo sdo colineares; sabemos, por hipotese,
que AB e CD sdo retas paralelas e o facto de [A4, B] ndo ter o mesmo sentido que
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[C, D] significa, neste caso, que B e D ndo estdo no mesmo semiplano de fronteira
AC; mas isso significa que [BD] interseta a reta AC, e portanto o segmento [AC],
ja que [BD] esta situado entre as retas paralelas AB e CD, como se representa na
seguinte figura:

Seja P o ponto de interse¢do de [BD] com [AC]; entdo, tanto B como C estdo no
mesmo semiplano que P de fronteira AD (estdo ambos em semirretas de origem
na reta AD passando por P), donde B e C estdo num mesmo semiplano de
fronteira AD, o que significa que [4,B] e [D,C] tém o mesmo sentido, como
pretendiamos. Reciprocamente, se [4, B] tiver o mesmo sentido que [D, C], entdo
B e C estdo no mesmo semiplano de fronteira AD; consideremos um ponto B’ na
semirreta AB a uma distancia de A igual ao comprimento de [DC]. Entdo [AB'CD]
é um paralelogramo, pelo que as respetivas diagonais se intersetam num ponto P;
em particular B’ e D estdo em semiplanos opostos de fronteira AC. Mas, por
construc3o, B' estd no mesmo semiplano que B de fronteira AC, pelo que Be D
também estardo em semiplanos opostos de fronteira AC, o que prova que [4, B]
ndo pode ter o mesmo sentido que [C, D].

Observagdo 3**: Como é evidente, o que se disse para segmentos orientados com
a mesma dire¢do vale para semirretas com retas suporte paralelas ou
coincidentes. Quanto ao caso de semirretas AB e CD com a mesma reta suporte
ainda podemos observar que AB e CD tém sentidos opostos sse AB tiver o mesmo
sentido que a semirreta oposta a CD. Com efeito, mais uma vez excluindo o caso
trivial em que A e C coincidem, podemos invocar o Lema da Observacdo 1 acima
pois, por esse resultado, AB e CD terem sentidos opostos significa que nenhuma
das origens das semirretas pertence a outra ou entdo ambas pertencem;
substituindo CD pela semirreta oposta, em qualquer dos casos ficaremos com
uma situagdo em que uma das origens pertence a ambas as semirretas e a outra
apenas a uma delas, o que é equivalente a identidade dos sentidos, sendo idéntica
a justificacdo da reciproca.

3.6 A possibilidade de definir coerentemente o conceito de vetor de modo que fique
associado um vetor a cada segmento orientado, estando associado o mesmo vetor
a segmentos associados equipolentes e vetores distintos a segmentos orientados
ndo equipolentes, resulta do facto de ndo poder existir um segmento orientado
que seja simultaneamente equipolente a outros dois que ndo sejam equipolentes
entre si. Caso contrdrio os vetores associados a estes dois ultimos, por um lado,
teriam de ser distintos, por estarem associados a segmentos orientados ndo
equipolentes, mas por outro seriam o mesmo vetor, j& que seriam ambos
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coincidentes com o vetor associado ao primeiro segmento orientado.

A propriedade dos segmentos orientados acima referida pode traduzir-se dizendo
que se um segmento orientado é equipolente a outros dois entfio estes sdo
equipolentes entre si; trata-se de uma das formas da chamada propriedade
transitiva da relacao de equipoléncia. Esta relagcdo entre segmentos orientados é
também o que se chama reflexiva (qualquer segmento orientado é equipolente a si
proprio) e simétrica (se um segmento orientado é equipolente a outro, entdo este é
equipolente ao primeiro); estas duas propriedades sdo evidentes a partir da
definicdo de equipoléncia e, em conjunto com a transitividade (que examinaremos
na observacdo abaixo) determinam que a relacdo de equipoléncia é o que se
chama uma relagdo de equivaléncia. A partir desta relacdo podemos definir, para
cada segmento orientado, a respetiva classe de equipoléncia (classe de
equivaléncia para a relagdo de equipoléncia), conjunto de todos os segmentos
orientados a ele equipolentes. O facto de se tratar de uma relacdo de equivaléncia
tem como consequéncia, como facilmente se conclui, que o conjunto das classes
de equipoléncia constitui uma chamada particdo do conjunto dos segmentos
orientados, tanto num plano como no espaco tridimensional; ou seja, que o
conjunto dos segmentos orientados é igual a unido de todas essas classes de
equipoléncia, sendo estas ndo vazias e disjuntas duas a duas. Poderiamos assim
identificar o vetor associado a um segmento orientado como a prdépria classe de
equipoléncia desse segmento orientado (conjunto dos chamados
«representantes» do vetor) e, com esta definicdo, ficaria cumprida a condicdo
acima expressa que pretendemos impor a nog¢do de vetor.

Observagdo 1**: Ficou por justificar a propriedade transitiva da nocdo de
equipoléncia, em que assenta, como acabamos de verificar, a coeréncia da
definicdo de vetor. Trataremos apenas do caso de segmentos orientados num
plano. Nesse caso, é facil concluir que se duas retas forem paralelas a uma terceira
sdo paralelas entre si, pois, caso contrdrio intersetar-se-iam, pelo que existiriam
duas retas paralelas a terceira passando por um mesmo ponto, o que contradiria o
axioma euclidiano de paralelismo, propriedade que é pressuposta, uma vez que
nos situamos num plano euclidiano. Do mesmo modo, a relagdo de igualdade de
comprimento entre pares de segmentos (ou de equidistancia entre pares de pares
de pontos) goza da propriedade transitiva, o que também é um dos pressupostos
basicos da Geometria, que pode ser tomado como axioma. E facil concluir entdo
que, para provar a transitividade da relacdo de equipoléncia, resta apenas
demonstrar que, dados trés segmentos orientados com a mesma diregdo e
comprimento, se um deles tiver o mesmo sentido que cada um dos outros dois,
entdo estes também terdo o mesmo sentido.

A figura seguinte traduz a propriedade que pretendemos demonstrar, num caso
em que, dados trés segmentos orientados, dois sdo colineares (representa-se
também um ponto auxiliar P, intersecdo de BC e AE, que serd utilizado no que se
segue):
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Utilizdmos 3.5 para caracterizar a equipoléncia, por um lado, dos segmentos [4, B]
e [C, D] e por outro de [4, B] e [E, F], servindo-nos de paralelogramos adequados,
e pretendemos verificar que [C,D] e [E, F] também sdo equipolentes, bastando
para tal verificar que CD e EF tém o mesmo sentido, ou seja, utilizando o Lema
da Observacdo 1 do texto de apoio aos descritores 3.1 a 3.5, que uma das origens
destas semirretas pertence a ambas e a outra apenas a uma delas. Suponhamos
ent3o, por exemplo, que C n3o pertence a EF e mostremos que nesse caso E tem
de pertencer a CD; com efeito, atendendo a hipétese feita, temos entdo
C — E — F e portanto, em particular C estd no semiplano oposto a F de fronteira
AE; como BF é paralela a AE, C também esta no semiplano oposto a B de
fronteira AE, pelo que CB interseta AE em certo ponto P. Entdao B e E estdao no
mesmo semiplano que P de fronteira AC; em particular B e E estdo no mesmo
semiplano de fronteira AC, donde D e E também, j& que BD é paralela aAC e
portanto B e D estdo no mesmo semiplano de fronteira AC. Dai resulta que E esta
na semirreta CD, como pretendiamos. Como podemos trocar os papéis das
semirretas CD e EF, acabamos de mostrar que se a origem de uma delas ndo
pertencer a outra entdo a origem da segunda tera de pertencer a primeira. Resta
ver que se a origem de uma pertencer a outra entdo a origem da outra ndo pode
pertencer a primeira; suponhamos entdo que E pertence a CD e provemos que,
nesse caso, C ndo pode pertencer a EF. Temos entdo que E estd no mesmo
semiplano que D de fronteira CB, pelo que esta no semiplano oposto a A com a
mesma fronteira (D e A estdo em semiplanos opostos de fronteira CB porque as
diagonais de um paralelogramo intersetam-se); entdao AE interseta CB em certo
ponto P, pelo que C estd no semiplano oposto a B de fronteira AE, logo também
no semiplano oposto a F com essa fronteira, ja que BF é paralela a AE. Mas dai
resulta que C —E — F, ou seja, C ndo estd na semirreta EF. Mais uma vez
podemos trocar os papéis das semirretas CD e EF, pelo que provdmos o que
acima ficou referido; em particular ndo é possivel que nenhuma das origens das
semirretas pertenca a outra nem é possivel que ambas as origens das semirretas
pertencam as duas semirretas. Entdo a Unica possibilidade para as origens das
semirretas CD e EF é que uma delas pertenca a ambas as semirretas e a outra
apenas a uma delas, o que prova que as semirretas tém o mesmo sentido.

Se as hipdteses forem, por um lado, a equipoléncia de [4, B] e [C, D] e, por outro,
de [C,D] e [E,F], facilmente podemos agora concluir que [A,B] e [E, F] sdo
equipolentes, pois caso contrario, de acordo com o que vimos na Observagao 2 do
texto de apoio aos descritores 3.1 a 3.5, [4,B] e [F, E] seriam equipolentes e
entdo poderiamos aplicar o resultado anterior aos segmentos [4, B], [C,D] e
[F, E] para concluirmos que [C, D] e [F, E] seriam equipolentes, o que contradiz a
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hipdtese feita relativamente a estes segmentos, também de acordo com a referida
observacao.

No caso em que os trés segmentos sdo colineares, podemos utilizar um quarto
segmento equipolente com um deles, como se ilustra na seguinte figura:
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Admitindo a equipoléncia, por um lado, dos segmentos [A4, B] e [C, D] e por outro
de [A, B] e [E, F], podemos construir um segmento orientado [A’, B'] equipolente
a [4,B] mas com reta suporte distinta; entdo aplicando o resultado anterior a
[A",B'], [A,B] e [C,D] concluimos que [A’,B] e [C,D] sdo equipolentes e,
analogamente [A’,B'] e [E, F] sdo equipolentes. Mas, pelo que acima foi visto,
resulta dai que [C, D] e [E, F] sdo equipolentes, como pretendiamos provar.

No caso em que sdo dados trés segmentos orientados de forma que nao ha dois
colineares, supondo um deles equipolente aos outros dois, podemos utilizar um
segmento auxiliar colinear com um destes e equipolente aos outros dois,
reduzindo-nos assim ao caso inicialmente estudado, como se sugere na figura
seguinte:
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Admitindo a equipoléncia, por um lado, dos segmentos [A4, B] e [C, D] e por outro
de [A, B] e [E, F], podemos construir um segmento orientado [C’, D'] equipolente
a[A,B] e a[C,D], intersetando as retas AC e BD com a reta EF, respetivamente
nos pontos C’ e D’; note-se que estas intersecdes existem, ja que, por hipdtese, os
pontos C e D ndo podem estar em AB, pelo que nem AC nem BD podem ser
paralelas a EF, sendo, para além de AB, existiria outra paralela a EF passando por
A ou outra paralela a EF passando por B. O critério do paralelogramo (3.5)
garante que, de facto, [C’,D'] é equipolente a [4,B] e a [C, D]. Agora, aplicando
os resultados ja demonstrados relativos ao caso em que dois dos segmentos sdo
colineares, concluimos em primeiro lugar que [E, F] e [C', D'] sdo equipolentes e
em seguida que [E, F] e [C, D] sdo equipolentes, com pretendiamos provar.
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Observagdo 2*: A transitividade da equipoléncia tem com consequéncia imediata
a transitividade da identidade de sentido para semirretas num plano, pois
podemos sempre utilizar segmentos orientados com o mesmo comprimento para
tirar conclusdes acerca do sentido de semirretas.

3.10 Dado um ponto P e um vetor i, determinado por um segmento orientado [4, B],
se U n3o for o vetor nulo, ou seja, se A e B forem pontos distintos, e a reta AB ndo
passar por P podemos construir um paralelogramo [ABQP], ficando o ponto Q
determinado de maneira Unica como o ponto intersecdo da reta paralela a AB
passando por P com a reta paralela a AP passando por B:
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Pela propriedade expressa em 3.5, o segmentos orientados [4, B] e [P, Q] sdo
equipolentes, ou seja, ﬁ)’ = AB = 1. Se P estiver na reta AB podemos construir
em primeiro lugar um segmento orientado [A’, B'] equipolente a [4, B] tal que a
reta A'B’ ndo passa por P e a partir de [A’, B'] construir o ponto Q, como acima:
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Repare-se que estas construgdes permitem apenas concluir que existe um ponto Q
com a propriedade requerida, fornecendo um processo construtivo para o obter,
mas ha que provar a respetiva unicidade, ja que poderiamos ter recorrido a outros
segmentos orientados que determinassem o mesmo vetor i. Ora, a unicidade de
Q tal que ﬁj = 1 pode ser provada, muito simplesmente, notando que se trata do
Unico ponto a distancia de P igual ao comprimento do vetor 1, situado na Unica
reta passando por P paralela a (ou coincidente com) qualquer das retas suporte
dos segmentos orientados que determinam i e na Unica semirreta de origem P

dessa reta com o mesmo sentido que qualquer das semirretas AB tais que [4, B]
determina o vetor .

Resta apenas examinar o caso trivial do vetor nulo; como é determinado pelos

segmentos orientados [4, A] (4 ponto arbitrario), e apenas por esses, o Unico
ponto Q tal que 0= ﬁj é o proprio ponto P.
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3.11
3.12
3.13
3.14
3.16

Estas propriedades permitem definir sem ambiguidade o que se entende por
P + i (trata-se exatamente do ponto Q acima definido nos diversos casos); em

particular verificamos que P + 0=P.

A aplicacdo que a um ponto P associa o ponto P + i designa-se «translagdo de
vetor ii» e representa-se por Ty, pelo que P + U também se representa por
Tz (P).

Se as translagbes Ty e T forem a mesma aplicagdo em determinado plano ou no
espaco todo, facilmente se conclui que U = ¥ pois aplicando-as a um qualquer
ponto P do dominio comum obtemos o ponto Q = Ty3(P) = T3(P) e, por

definicdo, U = PQ = v¥. Estabelecemos assim uma correspondéncia biunivoca
entre vectores e translagdes em dado plano ou no espaco todo, que a cada vetor U
associa a translagdo Ty.

Embora ndo se explore no 3.2 ciclo a nocdo geral de composicdo de aplicacbes,
introduz-se este conceito para o caso particular das translacGes. Neste caso, o
dominio e contradominio das fun¢des a compor é sempre ou o espago todo ou um
plano, consoante o ambito em que sdo estudados estes conceitos, o que facilita a
definicdo da funcdo composta. No ensino bdsico apenas se consideram isometrias
num plano pré-fixado, pelo que consideraremos sempre que as translagdes sdo
definidas por vetores associados a segmentos orientados desse plano e tém
dominio igual a esse mesmo plano. Também é facil concluir que o contradominio

nesse caso coincidira com o dominio, pois dada uma translac3o de vetor i = AB e
um ponto Q do plano, entdo Q = T3 (P) sendo P o ponto do plano tal que

—

QP = BA, de acordo com o descritor 3.10, j3 que, nesse caso, vird também

—_— —

PO =4B = 1.

Assim, a aplicagdo composta T3 o Ty de duas translagdes num mesmo plano sera
também uma aplicacdo com dominio igual ao mesmo plano e facilmente se conclui
que étambém uma translagdo cujo vetor pode ser dado pelo segmento orientado
_ N N —_ > —_— . .

w = AC tal que u = AB e v = BC, sendo os pontos B e C sucessivamente obtidos

. ~ . —_ .

por aplicacdo do resultado expresso no descritor 3.10. O vetor w designa-se por
«soma do vetor 1 com o vetor U» e representa-se por i + U. Em particular, por
definicdo:

(P+uU)+ ¥ =Tz(Tg(P)) =T o Tg(P) = P+ (U + ).
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9.2 ANO
Geometria e Medida GM9

Descritor Texto de apoio

2.1 Nos Elementos de Euclides, obra escrita ha cerca de 24 séculos, a Geometria, hoje
2.2 dita euclidiana, é apresentada como uma teoria hipotético-dedutiva. Ou seja,
2.3 considera-se que dela fazem parte as proposicdes que se podem deduzir

logicamente («demonstrar») a partir de um conjunto pré-fixado de proposicoes,
designadas nos Elementos por «axiomas» e «postulados», cinco de cada, que sdo
aceites sem demonstracdo por serem consideradas suficientemente “evidentes”
para o efeito.

Os axiomas enunciam principios gerais cujo dominio de validade se considerava
transcender o préprio dominio da Geometria (por exemplo: «duas quantidades
iguais a uma terceira sdo iguais entre si») ao passo que os postulados descrevem
propriedades de entidades geométricas previamente definidas a partir de conceitos
primitivos e relacdes primitivas entre estes conceitos, como sejam o de ponto, reta,
plano, angulo, distancia, circunferéncia, etc. Embora Euclides apresente definicdes
para quase todos estes termos, ha que distinguir as definicdes que sdo
efetivamente utilizadas nas demonstracbes das que apenas sugerem uma
interpretacao intuitiva dos conceitos. Assim, por exemplo, a primeira definicdo dos
Elementos é a de «ponto» (“aquilo que ndo tem partes”); como é dbvio, esta
definicdo envolve conceitos que podem ser sugestivos para a intuicdo, mas que
precisariam eles préprios de ser esclarecidos, ou entdo tomados como primitivos,
sendo inevitdvel que se parta, em algum momento, de um conjunto de termos
indefinidos. Verifica-se que a definicdo de ponto ndo é utilizada em nenhuma das
demonstracdes dos Elementos, pelo que este conceito pode ser ele préprio tomado
para primitivo, ou seja, ndo definido, e tudo o que é necessario utilizar da nogao de
ponto para proceder as demonstracdes consta dos postulados que o relacionam
com outros conceitos, alguns deles também primitivos e outros definidos a partir
dos primitivos.

Os «Elementos» de Euclides foram aceites até ao século XIX como modelo
praticamente inultrapassavel de rigor; apenas o chamado 5.2 postulado suscitava
dividas quanto a sua evidéncia, pelo que, ao longo dos séculos, houve diversas
tentativas para o demonstrar a partir dos restantes, sem qualquer éxito. No
entanto, estas tentativas ndao foram inuteis, pois levaram ao desenvolvimento de
cadeias dedutivas, algumas das quais mais tarde serviram para o esclarecimento
desta questdo e para o desenvolvimento das Geometrias ndo-euclidianas, quando
finalmente se provou que o 52 postulado é independente dos restantes, no sentido
em que é possivel construir modelos coerentes tanto para uma Geometria em que
se admitam os cinco postulados de Euclides como para uma Geometria em que se
admitam os quatro primeiros postulados e a nega¢do do 5.2. Voltaremos a esta
qguestdo mais adiante a propdsito do objetivo geral 3.

Para além da questdo da independéncia do 5.2 postulado, a andlise ldgica mais
exigente que foi desenvolvida ao longo do século XIX dos fundamentos da
Matematica em geral e, em particular, da Geometria, levou a uma critica de alguns
aspetos da obra de Euclides que conduziu ao aparecimento de axiomaticas mais
rigorosas para a propria Geometria euclidiana. Deixou de se distinguir postulados
de axiomas e reconheceu-se claramente a necessidade de partir de termos
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indefinidos, rela¢des indefinidas entre termos, e axiomas que apenas facam intervir
esses termos e relagdes ou outros que se definam a partir destes, envolvendo
adicionalmente apenas operagdes légicas. A proposta mais famosa nesta fase
histdérica foi sem duvida a de Hilbert, publicada em 1899, em que se consideravam
como termos primitivos os «pontos», «retas» e «planos» e como relagdes primitivas
as relacdes de «incidéncia» entre pontos e retas, entre retas e planos e entre
pontos e planos, a relacdo «situado entre» relacionando trés pontos, a relacdo de
«congruéncia de segmentos de reta» e a relacdo de «congruéncia de angulos».

Ao longo do século XX foram apresentadas diversas axiomaticas alternativas a de
Hilbert, algumas delas pressupondo a construcdo prévia independente do corpo dos
numeros reais (como a Axiomatica de Birkhoff). De entre as que ndo partem desse
pressuposto, permitindo assim que os numeros reais possam surgir como medidas
de entidades geométricas previamente construidas independentemente, destaca-se
a Axiomatica de Tarski que se distingue pelo niumero reduzido de axiomas que
envolve (apenas onze, incluindo os dois que limitam superior e inferiormente a
dimensdo do espaco), baseados em apenas um tipo de objetos primitivos (os
pontos) e em apenas duas relagbes primitivas (a relagdo «situado entre» para trios
de pontos e a relacdo bindria de «equidistancia» entre pares de pontos); prova-se
mesmo que essa axiomatica poderia ser inteiramente formulada apenas com base
na relacdo de equidistancia, ainda que os axiomas perdessem em simplicidade. A
versdo mais apurada desta Axiomatica apenas foi publicada em 1965 na tese de
doutoramento de um aluno de Tarski, H. N. Gupta.

Tomando apenas os pontos como objetos primitivos (constituindo um conjunto
designado por «espaco») torna-se necessario definir retas e planos; o conceito de
reta resulta da relagdo «situado entre» para trios de pontos. Podemos dizer que
trés pontos estdo «alinhados» (ou cada um deles alinhado com os outros dois ou
ainda que sdo colineares) se um deles estiver situado entre os outros dois e
podemos entdo entender a reta determinada (ou “definida”, como por vezes se diz)
por dois pontos como o conjunto que além destes dois pontos contém os pontos
alinhados com esses dois. O conceito de ponto situado ente os outros dois traduz a
ideia intuitiva de “ponto que oculta um dos outros dois do olhar de um observador
situado no outro” e os axiomas da Geometria (em particular os de Tarski) podem
ser interpretados como traduzindo alguns dados da nossa experiéncia em situagdes
inspiradas nesta interpreta¢do; sendo assim, os teoremas geométricos podem
depois ter também uma interpretagao fisica adequada.

Também poderiamos comegar por definir a semirreta de origem O oposta a um
ponto P como sendo o conjunto dos pontos Q tais que O esta entre P e Q (o que
podemos representar por P— 0 — Q ), ou seja, intuitivamente, o conjunto dos
pontos que “O oculta de P” (admitindo que dos axiomas se deduz que P — 0 — 0O,
ou seja, incluindo-se a origem na semirreta) e em seguida definindo reta como a
unido de duas semirretas opostas, ou seja, com a mesma origem e tais que a origem
estd situada entre dois outros pontos escolhidos cada um em cada uma das
semirretas. Seria evidentemente necessario provar a equivaléncia das duas
defini¢cGes; em particular prova-se que para cada semirreta existe exatamente uma
semirreta oposta e a reta determinada por dois pontos O e P é muito simplesmente
a unido da semirreta de origem O oposta a P com a respetiva semirreta oposta.

De posse do conceito de reta podemos agora definir o plano determinado (ou
“definido”) por uma reta r e um ponto P que ndo lhe pertenga; para que existam
planos, é necessario admitir (como axioma) que existem pelo menos trés pontos
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nao alinhados, sem o que o espaco ficaria reduzido no maximo a uma sé reta, ou
seja seria um espaco de dimensdo ndo superior a um. Por analogia com o que se fez
para retas, poderiamos comecar por definir o semiplano de fronteira r oposto a P
como a unido das semirretas de origem em pontos de r e opostas a P (ou seja, o
conjunto dos pontos do espaco “que a retar oculta do ponto P”), e em seguida
dizer que dois semiplanos sdao opostos um ao outro se partilham a mesma reta
fronteira e um ponto da fronteira esta situado entre dois pontos fora dela, um em
cada semiplano. Podemos entdo designar por «plano» a unido de dois semiplanos
opostos; prova-se que dado um semiplano existe exatamente um semiplano oposto
a este, o que permite definir o plano determinado (ou “definido”) por uma retar e
um ponto P com a unido do semiplano de fronteira r oposto a P com o respetivo
semiplano oposto.

Prova-se que tanto as retas como os planos sdo o que se chama «subespagos afins»,
ou seja, conjuntos de pontos do espaco que contém, com dois quaisquer pontos, a
reta por eles determinada. Demonstra-se também que uma reta é determinada por
dois quaisquer dos seus pontos, ou seja, € o conjunto dos pontos alinhados com
dois quaisquer pontos nela escolhidos; analogamente um plano é determinado por
trés quaisquer dos seus pontos ndo colineares, no sentido em que é determinado
pela reta definida por dois quaisquer desses pontos e pelo terceiro.

Também é possivel demonstrar que, para obter todos os pontos de um plano
determinado por trés pontos ndo colineares, basta considerar a unido de seis
angulos convexos: os trés angulos convexos de vértices em cada um dos pontos e
lados passando pelos outros dois, e os angulos verticalmente opostos a estes.

Duas retas secantes também determinam um plano: o Unico que contém o ponto
intersecdo das duas retas e dois outros pontos, escolhidos arbitrariamente, um
ponto em cada uma delas; as retas desse plano que passam pelo ponto interse¢do
das duas retas dadas sdo exatamente as unides das semirretas opostas de origem
nesse ponto intersecao e que ficam entre lados dos angulos convexos com vértice
nesse ponto e lados de suporte nas duas retas dadas. Com efeito, essas semirretas
tém de estar contidas no plano pois, por definicdo de semirreta situada entre outras
duas (cf. GM4-2.1), passam pelo ponto interse¢do, que estd no plano, e por
segmentos de extremos nos lados dos referidos angulos, os quais tém portanto de
estar contidos no plano. Assim, essas semirretas passam por dois pontos do plano e
tém portanto de estar contidas nele; a reciproca também resulta de propriedades
basicas mas é de demonstracdo menos elementar. Por outras palavras, o plano
determinado por duas retas concorrentes é muito simplesmente a unido dos quatro
angulos convexos determinados por essas duas retas (ou seja, com vértice no ponto
intersecdo das retas e lados de suporte nas retas).

A partir da definicdo acima apresentada de subespaco afim podemos concluir que a
intersecdo de um qualquer nimero de espacos afins é um espaco afim, uma vez
gue se dois pontos pertencem a essa intersecao, a reta determinada por esses dois
pontos também pertence, ja que pertence a cada um deles. Assim, podemos definir
o subespago afim gerado por um conjunto de pontos como a interse¢do de todos os
subespacos afins que contém esse conjunto de pontos. A reta determinada por dois
pontos serd entdo o subespaco afim gerado pelo conjunto dos dois pontos e o
plano determinado por trés pontos nao colineares o subespaco afim gerado pelo
conjunto dos trés pontos. Dizemos que uma reta tem dimensdo 1e um plano
dimensdo 2 e considera-se um ponto (identificado com o conjunto reduzido a esse
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ponto) como subespaco afim de dimensdo 0; mais geralmente, podemos definir por
recorréncia a dimensdo de um subespaco afim gerado por um ndmero finito de
pontos (dito de dimensdo finita), dizendo que um subespaco afim tem dimensdon
se for gerado por um conjunto den + 1 pontos que ndo pertencem a nenhum
subespaco afim de dimensdon — 1. Prova-se que a dimensdo é um nuimero bem
definido para cada subespago afim de dimensao finita. Consoante os axiomas de
dimensdo que fixarmos assim o espaco todo terd ou ndao dimensao finita e, se tiver
dimensao finita, podera ter uma dimensdao determinada; em geral, a nivel
elementar, supde-se que a dimensdo é igual a 2 (Geometria plana) ou 3 (Geometria
no espaco).

As limitagGes impostas a dimensdo do espaco tém consequéncias notdveis para as
propriedades envolvendo interse¢des de subespacos afins; observe-se que a
intersecdo de dois subespacos afins tais que nenhum esta contido no outro, se ndo
for vazia, sé pode ser um subespaco afim de dimensao inferior a ambos. Assim, por
exemplo, a intersecdo de duas retas sé pode ser um ponto ou vazia, a intersecao de
uma reta com um plano em que ndo esta contida sé pode ser um ponto ou vazia (cf.
5.3) e a interse¢do de dois planos s6 pode ser uma reta, um ponto ou vazia. No
entanto, num espaco de dimensdo 3, dois planos ndo podem ter um ponto por
intersecdo, pois prova-se que esse facto permitiria determinar dois pontos em cada
plano, fora da intersecdo, que, com o ponto intersecdo, determinariam um
subespaco afim de dimensdo 4 (gerado por 5 pontos que ndo pertencem a um
subespaco de dimens3do 3), o que ndo é possivel num espaco de dimens3o 3. E dai
gue resulta a propriedade expressa no descritor 5.1, segundo a qual a intersecdo de
dois planos que se intersetam (ndo paralelos) é uma reta.

O «5.2 postulado de Euclides», na forma enunciada nos Elementos, estabelece que
se duas retas num plano, intersetadas por uma terceira, determinam com esta
dngulos internos do mesmo lado da secante cuja soma é inferior a um dngulo raso
entGo as duas retas intersetam-se no semiplano determinado pela secante que
contém esses dois dngulos.

Como atrds foi referido, a relativa complexidade deste enunciado levou a que
muitos matematicos, ao longo de mais de dois milénios, duvidassem do carater
independente do 52 postulado, ou seja, acreditassem que seria possivel demonstra-
lo a partir dos axiomas e dos restantes postulados. Apenas no século XIX a andlise
critica dos fundamentos da Geometria levada a cabo por matematicos como Gauss,
Lobachewsky ou Boliyai, entre outros, permitiu concluir que o 5.2 postulado é, de
facto, independente. Com interpretacGes adequadas dos objetos e relacOes
primitivas mostrou-se ser possivel construir espacos em que valem os restantes
axiomas e postulados e a negacdo do 5.2 postulado (ditos espacos ndo-euclidianos);
essas construcdes podem ser baseadas em estruturas mais primitivas da
Matematica (nomeadamente os nimeros naturais) ou mesmo na propria Geometria
Euclidiana (a que incorpora o 5.2 postulado), pelo que, admitindo o carater ndo
contraditério da Matematica em geral ou da prdpria Geometria Euclidiana tem de
admitir-se também o cardter ndo contraditério de uma Geometria em que seja
admitida a negacdao do 5.2 postulado, mantendo-se a validade dos axiomas e
restantes postulados.

Qualquer axiomatica rigorosa para a Geometria Euclidiana contém um axioma (ou
eventualmente um conjunto de axiomas) equivalente ao 5.2 postulado, no sentido
em que pode ser substituido por este de modo que a nova axiomatica assim obtida
dé origem aos mesmos teoremas, ou seja, permita demonstrar as mesmas
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proposi¢cdes (os axiomas de uma podem ser todos demostrados com base apenas
nos axiomas da outra). Consideremos entdo uma axiomatica para a Geometria
euclidiana que contém como axioma o 5.2 postulado de Euclides e admitamos que
os axiomas sdo todos independentes, ou seja, que nenhum deles pode ser
demonstrado a partir dos outros. Tal facto pode provar-se construindo modelos em
gue valem todos os axiomas menos um deles e em que vale também a negacao
deste. Se retirarmos a uma tal axiomatica o 5.2 postulado ficaremos com axiomas
suficientes para fundamentar a chamada Geometria absoluta, conjunto de
resultados geométricos que podem ser demonstrados sem o auxilio do 5.2
postulado e que, consequentemente, valem também numa Geometria nao-
euclidiana que se baseie apenas na substituicdo do 5.2 postulado pela respetiva
negacdo, designada por Geometria Hiperbdlica ou de Lobachewsky.

Em Geometria absoluta pode provar-se que por um ponto P fora de uma retar
passa pelo menos uma reta paralela a r. Uma tal reta pode ser obtida comecando
por considerar a retas, perpendicular tracada do ponto P para a retar, e, em
seguida, a perpendicular t a reta s no ponto P, contida no plano determinado pelo
ponto P e pela retar.

Todas estas construgdes sao de Geometria absoluta e a reta t assim determinada é
paralela a reta r pois é com ela complanar por construgdo e ndo pode interseta-la;
caso contrario, determinaria com ela um tridngulo com dois dngulos internos retos.
A impossibilidade de existir um tal triangulo resulta imediatamente de outro
teorema de Geometria absoluta, segundo o qual um dngulo externo de um triéngulo
é maior do que qualquer dngulo interno ndo adjacente; com efeito, se um tridngulo
tivesse dois angulos internos retos, um angulo externo adjacente a um deles seria
também reto e igual ao outro angulo interno reto, contrariando esse resultado. E
habitual deduzir-se o referido resultado a partir daquele que estabelece a igualdade
entre um angulo externo e a soma dos internos ndao adjacentes; no entanto este
ultimo teorema é apenas euclidiano, ou seja, necessita do 52 postulado para a
respetiva demonstracdo, ja que é falso em Geometria de Lobachewski. Mas
podemos demonstrar o primeiro sem recurso ao 5.2 postulado, do seguinte modo:
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Consideremos um triangulo [ABC], um ponto D na semirreta AC fora do lado [AC]
e provemos que o angulo DCB, externo do tridngulo [ABC], é maior do que o
angulo interno ndo adjacente ABC. Para o efeito consideremos o ponto médio M do
lado [BC] e o ponto A’ imagem de A pela reflexdo central de centro M. O angulo
A'CB é igual ao angulo ABC, j4 que os pontos A', C e B s30 as imagens
respetivamente dos pontos A, B e C pela reflexdo central de centro M. Basta-nos
entdo verificar que o angulo A'CB é menor do que o angulo DCB. Ora, o ponto A’
estd no mesmo semiplano de fronteira CD que o ponto B, ja que estdo ambos no
mesmo semiplano com essa fronteira que o ponto M (estdo em semirretas de
origens na reta CD e passando por M) e também estd no mesmo semiplano de
fronteira CB que o ponto D, jd que estdo ambos no semiplano com essa fronteira
oposto ao ponto A4; entdo o ponto A’ estd no angulo DCB e, por construcdo, n3o
estd nos respetivos lados, ou seja, a semirreta CA’ estd situada estritamente entre
os lados do 4ngulo DCB o que prova que o angulo A'CB é, de facto, menor do que o
angulo DCB.

Outro processo para, em Geometria absoluta, construir uma reta paralela a uma
dada reta r passando por um ponto P fora de r pode ser o referido na observagao
final do texto de apoio ao descritor GM7-2.16 no Texto Complementar de
Geometria, e que utiliza a reflexdo central de centro no ponto médio M do
segmento de extremos em P e num ponto qualquer A der.

Escolhendo outro ponto qualquer B de r e designando por Q a imagem de B pela
reflexdo central de centro M podemos verificar que as retas AB (ou seja, r) e PQ
sdo paralelas, sem utilizar o 52 postulado. Para o efeito, sendo C o pé da
perpendicular tracada de M parar, conclui-se que a imagem R de C pela reflexdao
central de centro M é o pé da perpendicular tragada de M para a reta PQ, ja que
tem de pertencer ao segmento [PQ] e os dngulos PRM e ACM tém de ser iguais e
portanto ambos retos. Assim, PQ er, retas complanares (por construgdo, P e Q
pertencem ambos ao plano determinado por r e M), partilham uma perpendicular
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(RC) e portanto sdo paralelas, pelo que vimos atras. Evitamos utilizar o critério de
paralelismo de duas retas que consiste na verificagdio da igualdade de angulos
correspondentes ou alternos internos determinados por um secante nas duas retas,
0 que permitird utilizar esta construcdo para provar esse critério, que é verificavel
em Geometria absoluta, como adiante veremos, ao contrario do respetivo reciproco
(em Geometria hiperbdlica, uma secante pode determinar em duas retas paralelas
angulos correspondentes ou alternos internos com diferentes amplitudes).

Estabelecemos a existéncia de paralelas a uma dada reta r passando por um dado
ponto P fora dela, seja em Geometria euclidiana, seja em Geometria de
Lobachewsky, e sabemos que uma delas, t, pode ser obtida considerando o ponto
Q, pé da perpendicular tragcada de P para r e tomando para t a perpendicular a PQ
passando por P no plano das retas PQ er. Podemos agora observar que o 52
postulado impede a existéncia de outra paralela ar passando por P; com efeito,
qualquer outra reta t' complanar com 7 e passando no ponto P estaria no plano que
contémter (o plano dereP) e ndo poderia ser perpendicular a PQ ja que é
distinta da Unica reta t nessas condi¢cbes passando por P que existe nesse plano.
Ent3o essa reta t' teria de determinar com PQ um angulo interno de um dos lados
da secante, relativo ao sistema de duas retas r e t’ cortadas pela secante PQ, menor
do que um reto, o qual determinaria uma soma inferior a dois retos com o outro
angulo interno desse mesmo lado da secante, ja que esse é reto, por construgao.
Pelo 52 postulado, as retasr et’ teriam de intersetar-se, ou seja, n3o seriam
paralelas; portanto ndo pode existir outra reta paralela a r passando por P, para
além dareta t.

Em Geometria euclidiana vale portanto a proposicdo segundo a qual ndo existe mais
do que uma reta paralela a uma dada reta passando por um ponto a ela exterior.

Reciprocamente, acrescentando este resultado como axioma («axioma euclidiano
de paralelismo») a uma axiomatica da Geometria absoluta, podemos demonstrar o
5.2 postulado de Euclides.

Com efeito, considerando trés retas nas condi¢des da hipdtese desse postulado, ou
seja, r, s e t complanares tais que s é secante ar num ponto A, secante at num
ponto P e s forma com as outras duas retas angulos internos de um mesmo lado da
secante cuja soma é inferior a dois retos, se r e t ndo se intersetassem no semiplano
determinado pela secante que contém esses dois dngulos, ou seja, se esta situagdo
contrariasse o 52 postulado, as retas r e t ndo poderiam intersetar-se em nenhum
ponto, pois, caso contrario, no semiplano oposto, determinariam um tridangulo com
dois angulos internos que somariam mais do que dois angulos retos o que é
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impossivel, ja que, nesse caso, um angulo externo adjacente a um deles ndo poderia
ser maior do que o outro. Entdo as retas r e t seriam paralelas.

Desighando por M o ponto médio do segmento [AP], escolhendo um ponto B na
reta r distinto de A e no semiplano em que se situam os angulos internos do mesmo
lado da secante cuja soma supomos ser inferior a dois angulos retos, o ponto Q
imagem de B pela reflexdo central de centro M teria de pertencer a retat, pois,
como atras verificAmos, determina com P uma reta paralela ar e, pelo axioma
euclidiano de paralelismo, essa reta tem de coincidir com t. Mas, por outro lado, os
angulos QPA e BAP sdo iguais, ja que Q, P e A sdo imagens respetivamente de B, A
e P pela reflexdo central de centro M, de onde se deduz que a soma dos dois
angulos internos do mesmo lado da secante determinados por s nas retasr e t que
supunhamos ser inferior a dois retos é igual a soma de QPA com um seu
suplementar. Esta contradicdo permite concluir a tese do 52 postulado de Euclides,
como pretendiamos.

O Axioma euclidiano de paralelismo, que, como acabamos de verificar, é
equivalente ao 52 postulado de Euclides (no quadro de uma axiomatica para a
Geometria absoluta), permite imediatamente concluir que se uma reta interseta
uma de outras duas paralelas e é com elas complanar, entdo interseta a outra. Com
efeito, se assim nao fosse, as duas que se intersetam seriam duas retas paralelas a
uma terceira passando por um mesmo ponto, contra o que estabelece o referido
axioma.

Do mesmo modo, em Geometria euclidiana, podemos imediatamente concluir que,
num plano, duas retas paralelas a uma terceira sdo paralelas entre si, ja que se nao
o fossem intersetar-se-iam e portanto uma delas intersetaria a terceira, pelo que
acabamos de ver, contrariando a hipdtese de paralelismo dessas duas retas. Como
veremos adiante (5.6) esta propriedade vale também no espaco.

Se duas retas paralelas forem intersetadas por uma secante, verifiquemos que,
ainda em Geometria euclidiana, os dngulos correspondentes s@o iguais. Pelo 52
postulado de Euclides, os dois pares de angulos internos de um mesmo lado da
secante que ficam assim determinados terdo ambos soma igual a dois angulos retos,
pois se a soma de algum dos dois pares fosse inferior ou superior a dois retos, para
um dos pares a soma seria inferior a dois retos (se um deles tivesse soma superior,
os suplementares adjacentes do outro lado da secante teriam soma inferior a dois
retos); nesse caso as duas retas que supunhamos paralelas intersetar-se-iam do lado
da secante em que se situam os angulos desse par. Entdo angulos correspondentes
determinados pela secante nessas paralelas serdo iguais, ja que um deles é interno e
o outro é suplementar adjacente ao outro angulo interno do mesmo lado da
secante e estes angulos internos também sao suplementares, pelo que acabamos de
ver.

Como referimos no texto de apoio ao objetivo geral 3, esta propriedade, que foi
abordada no descritor GM5-1.11 e serviu de base a demonstra¢do da igualdade dos
angulos alternos internos e alternos externos determinados por uma secante em
duas retas paralelas, é euclidiana, ou seja, ndo vale em Geometria hiperbdlica, ao
contrario da reciproca. De facto, em Geometria hiperbdlica, tem de existir pelo
menos uma retar e um ponto P fora dela por onde passam pelo menos duas
paralelas a r e sabemos que uma dessas paralelas é a reta s perpendicular em P,
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situada no plano de r e P, a reta p perpendicular a r passando por P. Designando
por t outra paralela a r passando por P, p determina no par de retas paralelasr et
angulos correspondentes que ndo sdo iguais pois em cada par de angulos
correspondentes um deles é reto (o determinado com a retar) ao contrario do
outro que sé pode ser agudo ou obtuso (jd que a secantep e a retat ndo sdo
perpendiculares). A figura seguinte ilustra esta situacdo:

R L
e & z
|
i
.
| o

Como foi referido, podemos demonstrar a reciproca da propriedade anterior em
Geometria absoluta; pretendemos entdo verificar que se uma secante determinar
em duas retas complanares dngulos correspondentes iguais entdo essas retas s@o
paralelas. Sejam entdo r, s e t complanares tais que s é secante ar num ponto 4,
secante a t num ponto P e s forma com as outras duas retas angulos
correspondentes iguais; comecemos por notar que os angulos alternos internos

também sdo iguais, ja que um deles é verticalmente oposto ao angulo que é
correspondente ao outro.

Entdo podemos considerar a reflexdo central de centro no ponto médio M do
segmento [AP] e a imagem Q por essa reflexdo de um ponto B distinto de A na reta
T e situado no lado de um dos angulos alternos internos iguais. Pelo que vimos no
texto de apoio ao objetivo geral 3, a reta QP sera paralela a r; como por outro lado
os angulos QPA e PAB também serdo iguais, pelas propriedades da reflexao central,
concluimos que o angulo QPA é igual ao angulo alterno interno ao angulo PAB
determinado pela secante s no par de retas r e t; como partilha com este angulo o
lado PA e esta situado no mesmo semiplano de fronteira PA concluimos que a reta
PQ coincide com areta t e portanto t é, de facto, paralelaar.

Como foi referido no texto de apoio atras, relativo ao objetivo geral 2, a intersec¢do
de dois planos ndo paralelos (ou seja, que tém pelo menos um ponto em comum,
designados também por «planos concorrentes») num espago de dimensdo 3 s6
pode ser uma reta. Analogamente, mas agora em qualquer dimensdo, uma reta que
nao é paralela a um plano (ou seja, tem pelo menos um ponto em comum com o
plano) e ndo estd nele contida (também designada por «reta secante ao plano»)
interseta o plano exatamente num ponto.
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O facto de atribuirmos ao espago a dimensao 3 também tem como consequéncia
que se um plano é concorrente com um de dois planos que ndo se intersetam
(«paralelos», com a definicdo que adotdmos), entdo é concorrente com o outro,
pois prova-se que, caso contrario, os trés planos gerariam um subespaco afim de
dimensdo superior a 3. Note-se que em espacos de dimensdo superior a3, na
definicdo de paralelismo de dois planos, é usual incluir a condicdo de que os planos
pertencam a um mesmo subespaco de dimensao 3, a exemplo da definicdo de retas
paralelas, que se supGem, a partida, complanares (cf. texto de apoio ao descritor
5.7, adiante). Em qualquer caso, as retas interse¢do do plano secante com os dois
paralelos sdo evidentemente complanares e ndo podem intersetar-se (um ponto de
intersecdo das duas retas seria comum aos dois planos paralelos...), pelo que sdo
paralelas.

Se uma reta for secante a um de dois planos paralelos, é facil agora concluir que
terd de ser também secante ao outro. Com efeito, podemos considerar um qualquer
plano contendo a reta, o qual intersetara entdo um dos planos dados, e portanto o
que lhe é paralelo, segundo duas retas paralelas; a reta dada, que, por construcdo
interseta uma delas, terd entdo de intersetar a outra (cf. 4.1), intersetando portanto
o outro plano dado.

Embora ndo se peca para demonstrar a transitividade do paralelismo de retas no
espaco, indica-se em seguida como esse resultado pode ser obtido. Para esse efeito
convém recordar que uma reta e um ponto por onde ela ndo passa determinam um
plano; em particular se uma reta é paralela a uma outra e passa por um dado ponto
entdo estd contida no Unico plano que contém a outra reta e esse ponto, ja que
retas paralelas, por definicdo, sdo complanares.

Consideremos entdo trés retasr,set no espaco tais quer é paralela asesé
paralela a t. Podemos ja supor que as trés retas ndo sao complanares, uma vez que
para retas complanares o resultado ja é conhecido (cf. 4.3). Pretendemos provar
que r e t sdo paralelas; para o efeito
consideremos um ponto qualquer P de t que
nao esteja no plano @ das retas paralelasres
e sejam a e fos planos determinados pelo
ponto P e, respetivamente, pelas retasr e s.
Os planos a e fsendo distintos (caso contrario
o ponto P estaria no plano 6, contrariando o
modo como foi escolhido) e tendo um ponto
em comum , intersetam-se segundo uma reta
t'. Vamos provar que t’' é simultaneamente
paralela ar e s; com efeito t' ndo pode
intersetar s pois, caso contrario, o ponto de intersecdo pertenceria a ambos os
planos ae fe, em particular, s passaria por um ponto do plano @ que contém a
retar. O plano « coincidiria portanto com o plano @ das retas paralelasres, o
que, como vimos, nao é possivel, ja que o ponto P do plano « foi escolhido fora de
0. Entdo as retass et' sdo paralelas, ja que n3o se intersetam e estdo ambas
contidas no plano S, analogamente, as retas r e t' sdo também paralelas. Mas pelo
axioma euclidiano de paralelismo as retas t’ e t tém de coincidir, j& que sdo ambas
paralelas a s passando por P; entdo a reta t, coincidente com t’, é paralela a retar,
como pretendiamos demonstrar.
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O critério de paralelismo referido no descritor 5.7 generaliza-se a espacos de
dimensdo superior a 3, o que ndo acontece com a defingdo adotada para planos
paralelos no espaco tridimensional (simplesmente ndo se intersetarem); com efeito,
nesses espacos de dimensGes superiores, podem existir planos que ndo se
intersetam mas que nao é conveniente considerar paralelos, tal como duas retas no
espaco podem ndo se intersetar e ndao serem paralelas. Podemos dizer mais
geralmente que dois planos sdo paralelos se pertencerem a um mesmo subespaco
de dimensdo 3 e ndo se intersetarem; com essa definicdo o critério expresso no
descritor 5.7 continua a valer em qualquer dimensdao de espaco. Com efeito, se os
planos forem paralelos, estdao ambos contidos num subespago de dimensdo 3 e
podemos fixar num dos planos duas retas concorrentes; escolhendo um ponto
qualquer fora do plano (nesse subespaco de dimensdo 3), os planos determinados
pelas duas retas concorrentes e por esse ponto serdo concorrentes com o plano em
gue as retas se situam e portanto com o outro plano dado que é paralelo ao
primeiro, determinando neste um par de retas, sendo duas a duas paralelas as
quatro retas assim determinados nos dois planos paralelos. Obviamente, as retas
determinadas no segundo plano também terdo de ser concorrentes pois, caso
contrario, teriamos um contraexemplo para a transitividade do paralelismo de retas
no espaco (cf. 5.6). Fica assim cumprido o critério de paralelismo expresso neste
descritor.

Reciprocamente, se existir um par de retas concorrentes em cada um de dois
planos, duas a duas paralelas, prova-se que os dois planos estdo ambos contidos no
subespaco de dimensdo 3 gerado por um dos planos dados e pelo plano de um dos
pares de retas paralelas. Mostremos entdo que os planos dados ndo podem
intersetar-se; se se intersetassem, designando porr a reta intersecdo dos dois
planos, é facil concluir que r teria de intersetar pelo menos cada uma das retas de
um dos pares de retas paralelas dadas. Com efeito, se a reta r ndo intersetasse uma
das quatro retas dadas, seja ela s, entdo seria paralela a essa reta, pois é com ela
complanar, e portanto também seria paralela a reta dada que é paralela a s (pela
transitividade do paralelismo no espaco). Teria entdo que intersetar as outras duas
retas dadas (que sdo paralelas entre si) ja que cada uma destas intersetaria uma
paralela ar no plano em que r e essa paralela se situa. Mas se r interseta ambas as
retas de um dos pares de retas paralelas dadas, uma em cada um dos planos dados,
entdo o plano dessas duas retas paralelas tem de passar por dois pontos de r, pois,
caso contrario, os pontos de interse¢do com r das duas retas paralelas teriam de
coincidir e seria um ponto comum as duas paralelas. Entdo esse plano das duas
paralelas contém a reta r, interse¢do dos dois planos dados, pelo que os planos que
r determina com cada uma delas (os planos dados inicialmente) coincidem, contra a
hipdtese de serem dois planos distintos. Esta contradicdo prova que os planos dados
ndao podem intersetar-se, ou seja, sdo paralelos, ja que pertencem a um mesmo
espaco de dimensdo 3.

Observagdo: Uma consequéncia interessante dos resultados expressos neste
descritor e no anterior é a transitividade da equipoléncia de segmentos orientados
ndao complanares no espaco tridimensional, essencial para a definicdo geral de
vetores no espago.
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Com efeito, dados dois segmentos orientados [4, B] e [C, D], equipolentes a um
terceiro [E, F], os trés segmentos ndo complanares, pelo critério do paralelogramo,
[AEFB] e [CEFD] s3o paralelogramos, pelo que os segmentos [AB] e [EF] s3o
paralelos, assim como os segmentos [CD] e [EF]; assim, os segmentos [AB] e [CD]
serdo também paralelos. Por outro lado, do paralelismo das retas BF e AE, por um
lado, e, DF e CE, por outro, concluimos que os planos BFD e AEC sao paralelos;
entdo as retas BD e AC sdo paralelas por serem as intersecdes destes dois planos
paralelos com o plano das retas paralelas AB e CD. Entdo o quadrilatero [ACDB] é
um paralelogramo, o que termina a demonstracdo da equipoléncia dos segmentos
orientados [A, B] e [C, D].

Com o objetivo de definirmos o que se entende por angulo de dois semiplanos com
fronteira comum r e planos suporte distintos vamos considerar um ponto P der e
duas semirretas de retas suporte perpendiculares a r e de origem P, cada uma delas
num dos semiplanos. Essas semirretas sdo lados de um angulo convexo que
designaremos por angulo dos dois semiplanos; para que possamos utilizar sem
ambiguidade a amplitude desse angulo como definicdo da “amplitude do angulo dos
dois semiplanos” (também designada simplesmente por «angulo dos dois
semiplanos», quando ndo houver perigo de confusdo), sera necessario demonstrar
que todos os angulos assim construidos sao iguais.

Consideremos entdo dois planos a e S que se intersetam segundo uma reta r e dois
angulos convexos A;0,B; e A,0,B, de vértices emr e lados perpendiculares ar,
de forma que os lados 0;4; e 0,A, estdio num
mesmo semiplano determinado porr em e os
lados O,B; e 0,B, estio num mesmo semiplano
determinado por r em f. Provemos que os angulos
A,0:B; e A,0,B, sdo iguais. Para o efeito
consideremos o ponto médio M do segmento
[0,0,]; em particular 0, e 0, sdo imagens um do
outro pela reflexdo central de centro M. Vamos 7
utilizar essa reflexdao central para obter um angulo 7
igual ao angulo A; 0, B; e verticalmente oposto ao ,
dngulo A,0,B, o que provard a igualdade 5~ 7= \;j/\§
pretendida. Considerando entdo as imagens de A; £ Gy B
e B; pela mesma reflexdo central, sejam elas A,
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respetivamente A; e B3, sabemos que serdo iguais os angulos A;0,B, e A30,B5 e
paralelas as retas 0;4; e 0,45, assim como as retas 0; B; e 0,B3, situando-se 0,4,
e 0,A; em semiplanos opostos determinados por r em a e 0;B; e 0,B; em
semiplanos opostos determinados porr em . Como 0,4, e 0,A, também sdo
paralelas por serem perpendiculares a mesma reta r num mesmo plano, assim
como 0.B; e 0,B,, pelo axioma euclidiano de paralelismo concluimos que
coincidem as retas 0,45 e 0,4,, assim como as retas 0,B; e 0,B,, estando em
semiplanos opostos 0,43 e 0,4, assim como 0,B3 e 0,B,. Mas isso significa que
os angulos A3;0,B3 e A,0,B, sdo verticalmente opostos e portanto iguais, o que
termina a demonstragdo da igualdade dos angulos A;0,B; e 4,0, B,.

Fica assim definido, sem ambiguidade, o que se entende por angulo de dois
semiplanos com fronteira comum e planos suporte distintos, entendendo esse
angulo como amplitude. Podemos assim medir essa amplitude em qualquer unidade
de medida de amplitude de angulos. Se, em particular, o angulo de dois semiplanos
tiver a amplitude de um angulo reto é ébvio que os semiplanos respetivamente
opostos a estes também formardo um angulo reto e nesse caso dizemos que os
respetivos planos suporte sdo perpendiculares.

Observagdo: Na anterior demonstracdo, da hipdtese feita, apenas se utilizou a
consequéncia simples que dela se deduz de serem diretamente paralelas as
semirretas 0;4; e 0,4,, por um lado, e as semirretas 0;B; e O,B,, por outro.
Assim, o argumento utilizado permite demonstrar, mais geralmente, que sdo iguais
dois dngulos de lados diretamente paralelos no espaco.

Se uma retar for perpendicular a duas retas s et num mesmo ponto P vamos
mostrar que é também perpendicular a qualquer outra reta u do plano determinado
por s e t e que passe por P. Para o efeito recordemos que o plano determinado por
s et pode ser obtido como unido dos dois pares de dngulos convexos verticalmente
opostos de vértice P determinados pelas retas s e t; assim as duas semirretas
determinadas na reta u pelo ponto P estardo respetivamente situadas entre os
lados de cada um dos angulos convexos de um desses pares de angulos
verticalmente opostos.

Podemos entdo escolher pontos 4, A’, B, B' equidistantes de P, estando os pontos
A, A" em s, em semirretas opostas de origem P, e B, B’ em t, também em
semirretas opostas de origem P, e ainda pontos Q, Q' respetivamente nos
segmentos [AB] e [A'B’] tais que u passa pelos pontos Q e Q'. Podemos também
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fixar um ponto O na reta r distinto de P. Os tridngulos retangulos [APO] e [A'PO]
sdo iguais, pelo critério LAL ja que tém o cateto [PO] comum e os catetos [AP] e
[A’P] iguais por construcdo; entdo sdo também iguais as respetivas hipotenusas
[AO] e [A'0]. Analogamente sdo iguais [BO] e [B'O] e, por outro lado, [AB] e
[A’B'] s3o iguais porque os extremos de um se obtém respetivamente dos extremos
do outro pela reflexdao central de centro P. Entdo, pelo critério LLL, sdo iguais os
tridngulos [ABO] e [A'B'0] e, nesses tridngulos, os angulos OAB e OA'B’' por se
oporem a lados iguais. Mas os pontos Q e Q' sdo imagem um do outro pela mesma
reflexao central de centro P, ja que a imagem de Q por essa isometria, por um lado
tem de estar na reta QP (que coincide com u) e por outro no segmento [A'B’], ja
que as isometrias transformam segmentos em segmentos e Q estd no segmento
[AB]; portanto a imagem de Q tem de coincidir com a intersecdo das retas ue
A'B’, que é exatamente o ponto Q'. Entdo, utilizando mais uma vez a reflexdo
central de centro P, podemos concluir que sdo iguais os segmentos [AQ] e [A'Q']
pelo que podemos aplicar o critério LAL aos tridngulos [0AQ] e [0A'Q'] para
concluir que sdo iguais (note-se que o angulo OAB coincide com o angulo OAQ e o
angulo OA'B’, igual a OAB, coincide com o angulo 0A'Q’). Dai resulta que também
s30 iguais os lados [0Q] e [0Q'] desses tridngulos, por se oporem a angulos iguais;
agora, pelo critério LLL, s3o iguais os tridngulos [OPQ] e [OPQ'] e portanto os
angulos OPQ e OPQ' que neles se opdem a lados iguais. Mas esses angulos s3o
suplementares e portanto sdo retos; em particular a reta OP, ou seja, a retar é
perpendicular a reta PQ, ou seja a reta u, como pretendiamos provar.

A propriedade segundo a qual uma reta perpendicular a r que passa por P esta
contida no plano determinado pelas retas s e t resulta do facto de nos situarmos
num espaco tridimensional; esta propriedade pode mesmo ser tomada como
caracterizacdo dessa tridimensionalidade ou entdo é consequéncia simples dos
axiomas que fixam a dimensdo do espaco. Em espacos de dimensdo superior esta
propriedade é falsa; do mesmo modo que num espaco tridimensional, ao contrario
do que se passa num plano, existem infinitas retas perpendiculares a uma dada reta
num ponto desta, em espacgos de dimensdes superiores a 3 existem infinitos planos
perpendiculares a uma dada reta passando por um ponto desta, ou seja, trés retas
perpendiculares a uma dada reta num ponto desta ndo sdo forgosamente
complanares.

Quando uma reta r é perpendicular a duas retas de um plano « que passam por um
ponto P de r dizemos que a reta r é perpendicular ao plano « no ponto P. Pelo que
acabamos de provar, a reta r é entdo perpendicular a todas as retas do plano a que
passam por P.

Agora é facil provar que é condig¢do necessdria e suficiente para que dois planos o e
f sejam perpendiculares que um deles contenha uma reta perpendicular ao outro.
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Com efeito, se dois planos forem perpendiculares, intersetam-se segundo uma reta
r que neles determina semiplanos que formam um angulo reto. Ou seja,
considerando duas retas s e t perpendiculares a r num ponto P desta reta e
contidas respetivamente no plano a e no plano fentdo s e t serdo perpendiculares
entre si; em particular, a reta t do plano fé simultaneamente perpendicular, no
ponto P, aretar e areta s do plano ¢, pelo que, por definicdo, t é perpendicular ao
plano . Portanto o plano fcontém, de facto, uma reta t perpendicular ao plano ¢,
como pretendiamos provar. Reciprocamente, se essa condicdo se verificar
(trocando, se necessario, as designa¢cBes dos planos o e ), os planos ae
intersetam-se segundo uma reta r, ja que a reta t do plano ftem exatamente um
ponto comum P com o plano «ao qual é perpendicular, e portanto os planos
intersetam-se mas ndo coincidem. Agora podemos considerar a reta s perpendicular
arno plano apassando pelo ponto P; como a retaté perpendicular a @ nesse
ponto sabemos que sera perpendicular a s, pelo que as retas s e t, perpendiculares
a reta r interseg¢do dos dois planos e fno ponto P e cada uma delas contida num
destes planos, sdo perpendiculares entre si, o que prova que os planos ae fsao
perpendiculares.

Podemos construir uma reta perpendicular a um plano « passando por um ponto P
fora de a procedendo do seguinte modo:

Comegamos por considerar uma qualquer retar do plano @ e o ponto Q, pé da
perpendicular tracada de P para r. Em seguida consideramos a reta s perpendicular
ar no plano a passando pelo ponto Q e o ponto O pé da perpendicular tragada de
P para a reta s. Vamos ver que a reta PO é perpendicular ao plano a no ponto O,
que se diz entdo pé da perpendicular tragada do ponto P para o plano c.
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Com efeito, podemos considerar a reta t do plano «a perpendicular a s no ponto O;
basta-nos entdo provar que a reta PO é perpendicular a retat, com o que ficara
verificada a definicdo de perpendicularidade entre a reta PO e o plano ¢, ja que a
reta PO é perpendicular a reta s desse plano no ponto O, por constru¢do. Sendo as
retas PO e t ambas perpendiculares a reta s, interse¢do do plano & com o plano das
retas PQ e s, podemos obter a amplitude dos angulos determinados pelas retas PO
e t utilizando duas quaisquer retas perpendiculares a s num mesmo ponto e
contidas respetivamente nesses planos. Ora se considerarmos a reta perpendicular
a s, no plano das retas PQ e s, passando por @, essa reta é perpendicular a7, ja que
r é perpendicular ao plano de PQ e s, por ser perpendicular em Q a essas duas
retas, por construgao. Isto significa que os dois planos, e o plano das retas PQ e s,
sdo perpendiculares e portanto as retas PO e t, perpendiculares a reta intersecdo
desses planos no mesmo ponto O também s3o perpendiculares entre si. Termina
assim a demonstracao da perpendicularidade entre a reta PO e o plano «a.

E facil concluir que é Unica a reta perpendicular a um plano &, passando por um
ponto P que ndo estd em «; com efeito se existissem dois pontos Q e Q' em « tais
que as retas PQ e PQ' fossem perpendiculares a , em particular qualquer destas
retas seria perpendicular a reta QQ’, ja que se trataria de uma reta do plano o
passando pelos dois pontos Q e Q'. Mas ent3o o tridangulo [PQQ’] teria dois 4ngulos
internos retos, o que sabemos ser impossivel.

Mostremos agora que existe uma reta perpendicular a um plano « passando por um
dado ponto P desse plano.

Para o efeito consideremos um ponto Q do espaco fora do plano a e seja P’ o pé da
perpendicular tracada de Q para «; se P’ coincidir com P, a reta QP serd
perpendicular ao plano «a passando por P, como pretendiamos. Caso contrario seja
r a reta paralela 3 reta QP' passando por P; mostremos entdo que r é
perpendicular ao plano a. Por um lado é ébvio que r é perpendicular a reta PP’ do
plano «, ja que sdo iguais os angulos correspondentes determinados pela secante
PP’ no par de retas paralelas r e QP', pelo que s3o ambos retos (QP’ é
perpendicular ao plano ae portanto, em particular, a reta PP’ deste plano que
passa por P’). Por outro, o plano ae o plano fdas retas paralelas r e QP’ sdo
perpendiculares, ja que fcontém uma reta (a reta QP') perpendicular a & (6.5),
intersetando-se segundo a reta PP’, pelo que s3o perpendiculares as retas res, ja
que sd3o ambas perpendiculares a PP’ no ponto P e cada uma delas estd num dos
planos perpendiculares e e . Concluimos assim que a retar é perpendicular as
duas retas PP’ e s do plano a passando por P, pelo que r é perpendicular ao plano
ano ponto P, como pretendiamos provar.
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A unicidade da reta perpendicular a um dado plano a num ponto P desse plano é
mais uma vez uma questdo dimensional, mas que podemos provar recorrendo a
uma outra propriedade também caracteristica da dimensdo 3 e expressa no
descritor 5.1. De facto, se existissem duas retas r e s perpendiculares a «em P o
plano das retas r e s intersetaria a segundo uma retat (c¢f. 5.1) que seria entdo
perpendicular em P as duas retas r e s no plano destas retas, o que ndo é possivel,
pela unicidade num plano da perpendicular a uma reta num ponto dessa reta.

O pé da perpendicular tracada de um ponto para um plano que por ele ndo passa
também se diz projecdo ortogonal do ponto no plano e a reta perpendicular a um
plano passando por um ponto desse plano também se diz reta normal ao plano
nesse ponto.

Observagdo: A justificacdo apresentada para a construcdo de uma reta normal a um
plano num ponto deste prova, em particular, que se uma reta r é paralela a uma
dada reta perpendicular a um plano «, entdo r é também perpendicular ao plano
a. Basta comecar por argumentar que a reta r também interseta o plano; de facto,
o plano fdas duas retas paralelas interseta o plano « (ja que contém uma reta que
o interseta) e portanto interseta esse plano segundo uma reta, que r também tem
de intersetar (intersetando portanto o plano @) ja que, no plano S, r é paralelo a
uma reta que a interseta. Uma vez verificado este facto, podemos reproduzir o
argumento atras referido para provar que r é perpendicular a a.

Dada uma retar e um ponto P, considerando o ponto P' pé da perpendicular
tracada de P para r, no caso em que a reta r ndo passa por P, e designando por P' o
proprio ponto P no caso contrdrio, mostremos que existe um unico plano
perpendicular a r passando por P e que é o lugar geométrico dos pontos do espaco
que determinam com P’ uma reta perpendicular ar. Para o efeito, podemos
considerar um ponto do espaco fora da reta r (ja que o espacgo tridimensional ndo
pode reduzir-se a uma reta), o qual determina com r um plano e em seguida uma
reta s nesse plano perpendicular a r passando por P’. Podemos depois considerar a
reta t normal a esse plano passando por P’; em particular, as duas retas s e t serdo
ambas perpendiculares a r passando por P’ e determinam portanto um plano « ao
qual a retar é normal em P’. Por uma das propriedades expressas no descritor 6.3
sabemos que qualquer ponto Q do espaco que determine com P’ um reta
perpendicular a r estard nesse plano, ja que a reta QP' serd ent3o uma reta desse
plano; reciprocamente todos os pontos de « distintos de P determinam com P uma
reta perpendicular a r, também de acordo com a propriedade expressa no descritor
6.3. Ou seja, o plano o é o unico plano perpendicular ar passando por P’ (e
portanto por P) sendo o lugar geométrico dos pontos por onde passam retas
perpendiculares a r passando também por P.

Se uma reta r for perpendicular, num ponto P, a um plano «, paralelo a outro plano
S, provemos que 1 é também perpendicular a . Sabemos ja que tera de intersetar
num ponto P’ (¢f. 5.4); entdo considerando um par de retas do plano «
concorrentes em P, cada uma delas determina com a reta PP’ um plano que
interseta fnuma reta. Cada uma dessas retas em fsera paralela a uma das retas
fixadas em «, pelo que a reta r, perpendicular a cada uma destas em P, tera de ser
também perpendicular, agora em P’, as retas assim determinadas em f. Mas fica
assim cumprida a condi¢do para que r seja perpendicular ao plano fem P’, como
pretendiamos.
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Reciprocamente, se dois planos e fforem perpendiculares a uma mesma reta r
respetivamente em pontos P e P' provemos que sdo paralelos. Para esse efeito,
podemos considerar em Sduas retas concorrentes passando por P’ e as retas
intersecdo do plano acom os planos determinados por estas com a reta PP’.
Obtemos assim em a e [ pares de retas concorrentes, duas a duas perpendiculares
a uma mesma reta (PP’') num mesmo plano e portanto duas a duas paralelas. Os
planos « e fsdo portanto paralelos.

Uma outra demonstracao possivel para esta uUltima propriedade poderia basear-se
no resultado expresso na observacao final do texto de apoio ao descritor 6.6,
segundo o qual uma reta r paralela a outra s que é perpendicular a um dado plano
a é também perpendicular a esse plano.

Com esta propriedade em mente podemos agora considerar uma reta r
perpendicular a dois planos distintos e supor que ndo eram paralelos; entdo
intersetar-se-iam segundo uma reta s e poderiamos considerar uma reta t paralela
ar passando por um ponto P de s. Agorat seria simultaneamente perpendicular
aos dois planos em P, o que é absurdo pois ja sabemos que por um ponto de uma
reta passa um unico plano perpendicular a essa reta.

Seja a o plano mediador do segmento de reta [AB], ou seja, o plano normal a reta
AB no ponto médio M de [AB]. Sabemos que qualquer ponto P do espago
equidistante de A e B e ndo colinear com estes pontos estd na mediatriz do
segmento [AB], considerada no plano determinado pela reta AB e pelo ponto P;
sabemos também que a mediatriz é uma reta perpendicular a AB em M, pelo que
pertence ao plano normal a AB nesse ponto, ou seja, ao plano mediador de [AB]. O
Unico ponto do espaco colinear com A e B e equidistante destes pontos é o prdprio
ponto M, pelo que todos os pontos do espaco equidistantes de A e B estdo no plano
mediador de [AB]. Reciprocamente, qualquer ponto P do plano mediador distinto
de M determina com M uma reta perpendicular a [AB], a qual é portanto a
mediatriz deste segmento no plano das retas PM e AB; em particular P é
equidistante de A e B.

Ent3o o plano mediador a do segmento de reta [AB] €, de facto, o lugar geométrico
dos pontos do espaco equidistantes de A e B.

Para compararmos dreas de figuras planas e volumes de sélidos no espacgo
tridimensional podemos utilizar o chamado «principio de Cavalieri».

Para figuras planas, esse principio estabelece que

sdo iguais as areas de duas figuras geométricas F; paseren 8 ’r—

e F, contidas num plano entre duas retas paralelas _ﬂ_‘ 45 Z

r e s de tal modo que as interse¢des com F; e F, \fﬁ b \\'

de uma qualquer reta paralela ar e s e situada na G/ N\

regido do plano entre as duas retas sao segmentos
de reta com o mesmo comprimento.

A justificacdo rigorosa do principio de Cavalieri pressupGe a construcdo da medida
de area para figuras planas, e pode utilizar propriedades da nog¢do de integral,
estreitamente relacionada com a Teoria da Medida, questdes cuja complexidade
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ultrapassa o ambito deste texto de apoio. Um dos aspetos que resulta de um
tratamento adequado destas matérias é a impossibilidade de se definir a medida de
area para todas as figuras planas, desde que se pretenda garantir propriedades
basicas da nocdo de drea. No entanto, as partes de um plano “mensurdveis”, ou
seja, as quais se pode atribuir medida de area (finita ou infinita) constituem uma
classe de tal maneira abrangente que, na pratica, para muitos efeitos, podemos
pressupor que todas as figuras com que nos deparamos sdao mensurdveis. A ideia
intuitiva que suporta o principio de Cavalieri é a possibilidade de decompor
aproximadamente as duas figuras F; e F, em retangulos dois a dois iguais. Em cada
par de retangulos iguais, um em cada figura, dois lados iguais sdo os segmentos que
sdo iguais, pela hipotese do principio de Cavalieri, com a mesma reta suporte
paralela ar e s, e obtidos por intersecdo dessa reta com cada uma das figuras, e os
outro lados iguais tomam-se de comprimento com medida tdo pequena quanto o
desejarmos, dividindo a distancia entre as retas r e s num numeron de partes
iguais tdo grande quanto for necessario para o efeito. Quanto maior for n, menor
sera o erro cometido ao substituir o volume das figuras pela soma dos volumes dos
retangulos e esse erro sera tdo proximo de zero quanto o desejarmos desde que
tomemos n suficientemente grande.

Os argumentos intuitivos utilizados para justificar o principio de Cavalieri sugerem
gue a tese se mantém supondo que as figuras F; e F, se situam respetivamente
entre pares distintos de retas paralelas e equidistantes, fixando em cada par de
retas uma delas para “reta-base” e substituindo, na hipdtese acima formulada para
esse principio, as intersecGes das figuras por uma mesma reta, pelas interse¢des de
cada uma delas por uma reta a uma dada distancia da reta-base. De facto o
Principio de Cavalieri pode ser demonstrado nesta forma mais geral.

Uma aplicacdo interessante deste principio pode ser a verificacdo de que tém a
mesma area dois triangulos com bases colineares iguais e vértices opostos situados
numa mesma reta r paralela as bases. Para o efeito basta verificar, utilizando as
alturas (iguais) dos triangulos relativas as bases e o Teorema de Tales, que qualquer
reta paralela as bases situada entre a reta suporte destas e a reta r interseta os
triangulos segundo segmentos de reta iguais (pelo Teorema de Tales sdo iguais as
raz0es entre os comprimentos desses segmentos e os comprimentos das bases
iguais dos triangulos, pois tais razdes sao ambas iguais as razdes dos comprimentos
dos segmentos correspondentes determinados nas respetivas alturas pela reta r e
pela paralela que determinou os segmentos iguais nos tridangulos). De ai resulta, em
particular, que tridngulos com bases e alturas iguais tém a mesma area; ou seja, 0
principio de Cavalieri permite recuperar esta propriedade, que também resulta
imediatamente da férmula conhecida para o calculo da area do triangulo.

Note-se que o Teorema de Tales, utilizando segmentos perpendiculares a r e unindo
os pontos der a pontos da reta v onde se situam os vértices dos triangulos,
também permite concluir que, fixada uma reta qualquer s paralela ar e situada
entre r e v, se fixarmos um ponto qualquer V da reta dos vértices, a aplicacdo que a
um ponto P de r associa o ponto P’ intersecdo com s da reta VP é uma homotetia
de razdo igual ao quociente entre a distancia da reta v a reta s e a distancia da reta
v a retar. A razdo da homotetia é portanto independente da escolha do ponto V, o
que permite também concluir que os segmentos intersecdo da reta s com os
triangulos considerados tém todos o mesmo comprimento, ja que sdo homotéticos
de segmentos iguais por homotetias com a mesma razao.
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A medida de volumes de sélidos no

espaco estd sujeita a restricGes andlogas

as que descrevemos para a medida de

areas planas. Para volumes de sdlidos o

principio de Cavalieri estabelece que sdo

iguais os volumes de duas figuras

geométricas F; e F, situadas no espago

entre dois planos paralelos @ e § de tal

modo que sdo figuras planas com a mesma area as interse¢des com F; e F, de um
qualquer plano i paralelo a @ e f e situado na regido do espago entre os dois
planos. A justificacdo intuitiva deste principio é andloga a descrita no caso plano,
considerando agora decomposi¢cdes aproximadas dos sélidos em prismas retos de
alturas tdo pequenas quanto o desejarmos e bases obtidas em cada sélido por
intersecdo com os planos 7 atrds considerados, e portanto duas a duas iguais. Uma
imagem sugestiva deste principio pode ser uma pilha de moedas de diferentes
dimensdes, que é possivel “desalinhar verticalmente” de modo arbitrario sem
alterar o volume total, notando que esse volume também ndo se altera se cada
moeda for substituida por uma moeda com a mesma espessura e faces de formas
eventualmente distintas mas que tenham a mesma area do que as faces da moeda
original.

Tal como para o caso plano, a conclusdo de igualdade de volume para as figuras F;
e F, mantém-se supondo-as situadas respetivamente entre pares de planos
paralelos distintos e equidistantes, fixando em cada par de planos um deles para
“plano-base” e substituindo, na hipdtese acima formulada para o principio de
Cavalieri, as intersecdes das figuras por um mesmo plano, pelas intersecdes de cada
uma delas por um plano a uma dada distancia do plano-base correspondente.

Analogamente ao que foi feito para triangulos, o principio de Cavalieri também
permite mostrar a igualdade de sdlidos geométricos numa classe constituida pelo
que podemos designar por “cones generalizados”. Dada uma figura plana B e um
ponto V fora do plano em que B se situa, designamos por «cone generalizado de
base B e vértice V» a reunido do segmentos de reta que unem V a um ponto de B.

Dados dois planos paralelos a e f e dois cones generalizados C; e C, de bases
respetivamente B; e B, situadas no plano «a e vértices respetivamente V; eV,
situados no plano 5, vamos provar, utilizando o principio de Cavalieri, que se as
bases forem equivalentes entdo os cones tém o mesmo volume. Designando por
«altura» dos cones a distancia entre os planos a e 8, sera entdo facil concluir que
cones generalizados com bases equivalentes e alturas iguais tém o mesmo volume;
note-se que a altura, assim definida, é muito simplesmente a distancia do vértice ao
plano da base.

Texto Complementar de Geometria - 9.2 ano Pagina 214



Comecemos por observar que os planos paralelos @ e f e um terceiro planom
paralelo a estes determinam em qualquer reta secante segmentos cujos
comprimentos sdo proporcionais as distancias entre os planos (de entre a, S e i)
em que se situam os extremos dos segmentos. Com efeito se uma dada reta r ndo
perpendicular ao plano a o intersetar num ponto P, § num ponto Q e T num ponto
R, podemos considerar a reta s perpendicular ao plano @ em P, a qual sera também
perpendicular aos planos 8 e T em pontos respetivamente B e C destes planos.
Como as retasr e s passam por um mesmo ponto P determinam um plano, pelo
gue, nesse plano, podemos aplicar o Teorema de Tales as retasr e s e as retas
paralelas interse¢do desse plano com os planos f e i, obtendo-se imediatamente a
referida proporcionalidade, ja que os comprimentos dos segmentos de extremos
nos pontos P, B e C sdo exatamente as distancias entre os planos (de entre a, f e
) em que se situam os respetivos extremos. Para uma reta r perpendicular aos
planos «a, B e, a propriedade é 6bvia.

Este resultado permite concluir que, fixados os trés planos «, f e m, dois a dois
paralelos, e um ponto V de (3, a aplicagdo que a cada ponto P de «a faz corresponder
o ponto P’ de 7, interse¢do da reta VP com o plano m é uma homotetia de raz3o
com valor absoluto igual ao quociente entre a distancia do plano ff ao planom e a
distancia do plano 5 ao plano a. A razdo dessa homotetia ndo depende portanto da
escolha do ponto P.

Agora é facil concluir que dados dois cones generalizados C; e C, de bases
equivalentes, respetivamente B; e B, , situadas no plano a e vértices
respetivamente V; e V, situados no plano 8 ficam verificadas as hipdteses do
principio de Cavalieri, pois fixado um qualquer plano 7 paralelo a a e 8 e situado na
regido do espaco entre os dois planos, as interse¢es de w com C; e C, sdo imagens
respetivamente das bases B; e B, por homotetias das que acabdmos de referir.
Assim, se as bases forem equivalentes (figuras planas com a mesma 4rea), essas
intersecOes também o serdo, ja que as respetivas dreas se obtém da drea comum
das bases multiplicando-a pelo quadrado da razdo comum das homotetias (cf. GM7-
5.4 e GM7-9.3; embora originalmente apenas tivéssemos estudado homotetias num
plano, a correspondéncia um a um estabelecida por estas homotetias no espacgo
entre os dois planos a e ™ sdo de facto semelhangas, jd que ficaram acima
estabelecidas as proporcionalidades que o provam, entre comprimentos de
segmentos de a e comprimentos das respetivas imagens pelas homotetias). Este
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raciocinio poderia aplicar-se, mutatis mutandis, a dois quaisquer cones com bases
equivalentes e alturas iguais (utilizando a generalizacdo do principio de Cavalieri
acima referida, para a qual os sélidos podem estar situados entre pares distintos de
planos paralelos equidistantes); ou seja dois cones generalizados com dreas
equivalentes e alturas iguais tém o mesmo volume.

Este resultado aplica-se em particular a cones e pirdmides. No caso das piramides,
podemos agora invocar a possibilidade de decompor um prisma triangular reto em
trés piramides, duas a duas com bases equivalentes e alturas iguais (cf. Caderno de
Apoio, GM9-9.1), para concluir que o volume de cada uma dessas piramides (uma
vez que as trés tém o mesmo volume) é igual a um terco da area do prisma, ou seja,
ja que duas das piramides tém uma base coincidente com uma base do prisma e a
altura correspondente igual a altura do prisma, o volume de cada uma dessas duas
piramides é igual a um tergo da drea da base coincidente com a do prisma vezes a
altura correspondente. O que vale para estas piramides vale agora para qualquer
cone generalizado, considerando um triangulo com area igual a da base do cone
(pode ser um triangulo retangulo isésceles com catetos de medida de comprimento
igual ao produto de V2 pela raiz quadrada da medida da 4rea da base do cone na
unidade quadrada correspondente) e uma piramide com base igual a esse tridangulo
e alturaigual a altura do cone; em particular vale para qualquer cone e piramide. Ou
seja, o volume, em unidades cubicas, de qualquer cone, pirdmide, ou, mais
geralmente, qualquer cone generalizado, é igual a um terco do produto da medida,
em unidades quadradas, da drea da base pela altura.

Poderiamos ter comecado por verificar esta féormula apenas para piramides
triangulares, utilizando as homotetias acima descritas, e a férmula para o calculo da
area de um triangulo, para obter diretamente as hipoteses do Principio de Cavalieri
no caso de piramides com a mesma base triangular e vértices situados num mesmo
plano paralelo a base. Entre essas piramides podemos sempre escolher uma com
uma das arestas laterais perpendicular ao plano da base e portanto suscetivel de se
identificar com uma das trés de uma decomposicdo em pirdmides com o mesmo
volume de um prisma reto com bases iguais a piramide considerada inicialmente.
Evitariamos assim o recurso, nesta fase, a propriedade mais complexa da razdo
entre as areas de figuras semelhantes em geral; é essa a estratégia sugerida nos
descritores 9.2 e 9.3. No entanto é depois necessario utilizar decomposicées em
piramides triangulares de piramides mais gerais e, para os cones, aproximagdes por
piramides. Ou seja, transferem-se assim os procedimentos mais complexos apenas
para o estudo destes sélidos mais gerais, em lugar de se utilizarem conhecimentos
mais avanc¢ados logo ao nivel das areas de figuras planas.

O volume de uma esfera de raio R pode ser calculado utilizando também o principio
de Cavalieri, comeg¢ando por calcular o volume de uma semiesfera.

Com efeito podemos verificar que as hipdteses do referido principio ficam
verificadas para uma semiesfera de raio R e o sélido S que se obtém retirando a um
cilindro de revolugao, com altura e raio da base ambos iguais a R, um cone com
base coincidente com uma das bases do cilindro e vértice coincidente com o centro
da outra base. Representa-se na figura seguinte uma esfera e o sélido que se obtém
unindo dois solidos como S, correspondentes a duas semiesferas, sendo o centro da
esfera coincidente com o vértice dos cones:
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Intersetando a semiesfera e S por planos paralelos as respetivas bases e situados a
uma mesma distancia h destas (0 < h < R), considerando para S a base em que se
situa o vértice da piramide utilizada para definir este sélido, verifiquemos que estas
interse¢des tém a mesma area.

o
N\

Para o efeito notemos que a intersecdo da semiesfera com o referido plano é um
circulo centrado num ponto do raio da semiesfera perpendicular a respetiva base no
centro desta (ver justificacdo deste facto adiante); qualquer ponto da circunferéncia
desse circulo determina com o centro O da base e o centro O’ do circulo um
tridngulo retangulo em O’. Pelo Teorema de Pitdgoras, o raio r do circulo interse¢do
serd tal que R? = r2 + h?, pelo que &rea desse circulo serd igual a:

r? = (R? — h?).

Quanto a intersegao com o sélido S de um plano paralelo a base do cilindro que
contém o vértice da pirdmide (que, com o cilindro, determina S) e a distdncia h
dessa base, trata-se de uma coroa circular centrada no eixo do cilindro (ver
justificacdo adiante) cuja area sera portanto igual a diferenga das areas dos circulos
que a determinam. Ora um deles tém drea wR?, ja que é igual a base do cilindro, ao
passo que o outro tem d&rea mh?, j4 que o cone tem diretrizes unindo a
circunferéncia da respetiva base ao vértice, ou seja, unindo pontos equidistantes do
centro dessa base (porque a altura do cilindro e o raio da base sdo ambos iguais a
R); assim o circulo interse¢do com o cone tem raio igual a h, como é facil concluir, ja
que o vértice do cone (a partir do qual se mede a distancia h) e os pontos da
circunferéncia desse circulo também tém de ser equidistantes do centro O’ do
circulo. A area da referida interse¢do com o sélido S é portanto igual a:
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mR? — wh? = w (R? — h?),

o que termina a verificagcdo da hipdtese do principio de Cavalieri para a semiesfera e
o sélido S. Mas este sélido tem volume igual a diferenca entre os volumes do
cilindro e da piramide que o determinam, ou seja, igual a:

mR% X R —%(nRZ X R) = §NR3;

é portanto esse o volume da semiesfera, de onde se deduz que o volume da esfera é
. 4
igual a 5”R3'

Observagdo: A intersecao com uma esfera de um plano que passa pelo respetivo
centro é obviamente, por definicdo, o circulo com o mesmo centro e raio que a
esfera, situado no plano.

Justifiguemos agora que a intersecdo de uma esfera com um planoma uma
distancia do centro O n3do nula e inferior ao raio R da esfera é um circulo centrado
na projecdo ortogonal do centro da esfera no plano. Para o efeito consideremos o
ponto O', pé da perpendicular tracada de O para m; como a distdnciahde O a 0’,
por definicdo, é a distancia de O am e, por hipdtese, é ndo nula e inferior aR, o
plano  interseta a superficie esférica exatamente nos pontos P que determinam
com 0’ e O um tridngulo rectangulo em O’ com hipotenusa de comprimento igual
ao raio da esfera, j& que os pontos de 7, para além de O, s3o0 exatamente os que
determinam com O’ retas perpendiculares a reta 00’ (6.7), e portanto os pontos P
da intersecdo de 1 com a superficie esférica s3o os que determinam com O’ retas
perpendiculares a 00’ e tais que 0s segmentos que os unem ao centro O da esfera
(hipotenusas dos referidos tridangulos rectangulos) sdo raios da esfera. Ora,
atendendo ao Teorema de Pitagoras, esses tridangulos retangulos tém todos o cateto

contido em 7w com o mesmo comprimento VR? — h2. Os pontos P s3o portanto
exatamente os pontos da circunferéncia do plano m de centro em 0’ e raio

VR?Z — hZ, Analogamente, a intersecdo do plano com a esfera é constituida, para
além de 0', pelos pontos do plano m que determinam com O’ e O tridngulos
rectangulos com hipotenusa de comprimento r inferior ou igual ao raio da esfera,

ou seja, os pontos das circunferéncias de 7 centradas em 0’ e raios Vr2 — h2, os

quais abarcam todos os valores maiores que 0 e inferiores ou iguais a VR% — h?; ora
esses pontos, com O, constituem exactamente o circulo de 7 de centro O’ e raio

VR? — h?%, que é assim a intersecdo procurada.

Quando o plano @ estd a distancia R de O, o segmento que une O a respetiva
projecdo ortogonal P em m é um raio da esfera (ja que tem comprimento R, por
definicdo de distdncia de um ponto a um plano); entdo todos os outros pontos do
plano estdo fora da esfera, pelo que o plano se diz «tangente» a esfera e é
exatamente o plano perpendicular ao raio no ponto P da superficie esférica
extremo desse raio.

A intersecdo de um cone reto com um plano paralelo a base e situado a uma
distancia da base maior do que 0 e inferior a altura do cone, atendendo ao que atras
se viu acerca de cones generalizados, é a imagem da base do cone por uma
homotetia de centro no vértice que transforma o centro O da base no ponto de
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9.5
9.6
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intersecdo 0’ do plano com o eixo do cone. Como as figuras semelhantes aos
circulos sdao os circulos e uma semelhanga transforma o centro de um circulo no
centro da imagem do circulo por essa semelhanca, concluimos que a interse¢do do
cone com o plano é um circulo centrado no referido ponto O'.

Observagdo: As ideias intuitivas que motivam o Principio de Cavalieri podem ser
utilizadas para comparar dreas com volumes; podemos, por exemplo, chegar a uma
férmula para a area abaixo do grafico da fungdo f definida por f(x) = x2 entre a
origem e um ponto genérico x do semieixo positivo dos xx (figura delimitada pelo
referido gréfico entre esses dois valores, pelo intervalo [0, x] do eixo dos xx e pelo
segmento vertical que une o ponto de abcissa x do eixo dos xx ao ponto do grafico
que lhe corresponde), comparando com o volume de uma piramide. Como o
comprimento de um segmento vertical que une um ponto do semieixo positivo dos
xx de abcissa d ao correspondente ponto do gréafico é igual a d? e portanto igual a
medida, em unidades quadradas, da drea de um quadrado de lado d, trata-se afinal
da drea da interse¢do por um plano paralelo a base, a uma distancia d do vértice, de
uma pirdmide quadrangular cuja base tenha lados de medida de comprimento
maior ou igual a d. Se tomarmos essa piramide com base de lado x, os argumentos
utilizados para justificar o Principio de Cavalieri permitem-nos concluir que a

. , s . .« A . . 1 2 X3
referida drea serd igual ao volume dessa piramide, ou seja, 3% X x = 5 resultado
gue se pode demonstrar com rigor utilizando a nogdo de integral.

i

A}
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O comprimento de um arco de circunferéncia pode ser definido rigorosamente
utilizando a nocdo de supremo (“menor dos majorantes”) aplicada a soma dos
comprimentos de cordas determinadas por decomposicdes arbitrarias do angulo ao
centro correspondente ao arco em somas de angulos com um numero arbitrario de
parcelas.
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9.9

Ora numa mesma circunferéncia ou em circunferéncias iguais (com o mesmo raio),
angulos ao centro iguais determinam obviamente cordas iguais (pelo caso LAL de
igualdade de tridngulos os dois segmentos interse¢do dos lados de cada angulo ao
centro com o circulo e a respetiva corda sdo lados de tridngulos isdsceles iguais,
pelo que as cordas sdo iguais por se oporem a angulos iguais nesses triangulos).
Assim, no calculo do comprimento dos arcos correspondentes a dngulos ao centro
iguais, as quantidades de que se toma o supremo sao exatamente as mesmas, pois
as decomposicOes de angulos iguais em somas podem fazer-se corresponder uma a
uma de modo que tém o mesmo numero de parcelas e duas a duas iguais. Destas
consideracgdes conclui-se a proporcionalidade entre os comprimentos dos arcos e as
amplitudes dos respetivos angulos ao centro, ja que a soma de angulos (e portanto,
por somas de angulos iguais, ao produto das medidas de amplitude por racionais
positivos) corresponde a soma dos comprimentos dos arcos correspondentes (e
portanto o produto dos comprimentos desses arcos pelo mesmo racional).

As areas dos setores circulares podem ser aproximadas, por sua vez, pelas dreas das
unides de tridngulos acima referidos, determinados pelas decomposicoes em somas
dos angulos ao centro correspondentes aos arcos; assim por considera¢des analogas
as anteriores poder-se-ia concluir a proporcionalidade entre as dreas dos sectores
circulares e as amplitudes dos angulos ao centro que os determinam.

Para justificar a férmula que permite calcular a area, em unidades quadradas, de
uma superficie esférica de raio R, podemos comecar por notar que qualquer
piramide ou cone com vértice no centro da esfera e base tangente a esfera, uma vez
que o plano tangente é perpendicular ao raio da esfera no ponto de tangéncia (cf.
observacdo no texto de apoio aos descritores 9.1 a 9.4) terd volume (em unidades
clbicas) igual a um terco da medida (em unidades quadradas) da area da base
multiplicada pelo raio da esfera. Admitindo que é possivel aproximar a area da
superficie esférica com um erro tdo pequeno quanto o desejarmos através da soma
das areas de bases de cones, piramides, ou outros cones generalizados de vértice no
centro da esfera e bases situadas em planos tangentes a esfera, por forma que as
somas dos volumes desses cones generalizados aproximam também com erro tdo
pequeno quanto o desejarmos o volume da esfera, entdo, desprezando o erro
dessas aproximacdes, a soma A das medidas, em unidades quadradas, das areas das

. 1 .
bases desses cones multiplicada por S e por R, que é a soma dos volumes dos

referidos cones, serda tomada com igual a medida em unidades cubicas do volume
da esfera, pelo que:

%AXR=§7TR3=>A=41IR2.

ou seja, a area da superficie esférica (em unidades quadradas) serd dada pelo
mesmo valor 4TR?.

Observagdo: A definicdo apresentada de comprimento de um arco de circunferéncia
pode estender-se sem dificuldade a qualquer “linha parametrizada”, ou seja,
essencialmente, ao conjunto imagem de uma aplicagdo (frequentemente tomada
continua) definida num intervalo de nimeros reais, ndo reduzido a um ponto, com
valores no espac¢o. Podemos dizer sinteticamente que a medida do comprimento de
uma tal linha é o supremo das medidas dos comprimentos das poligonais nela
inscritas, conceito cuja formalizacdo é relativamente elementar; mesmo sem
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qualquer hipdtese de regularidade, esta nocdo traduz adequadamente o que se
pretende com um conceito de “comprimento” (que no caso geral pode ser um
numero real positivo ou “mais infinito”) e é possivel demonstrar resultados que a
tornam operacional, mesmo com este grau de generalidade.

Poderia supor-se que, para definir “area de uma superficie”, se poderia utilizar um
processo analogo, substituindo o comprimento de poligonais pela “area de
triangulacdes”. No entanto, prova-se que, mesmo para uma superficie tdo simples
como a superficie lateral de um cilindro, é possivel considerar tridngulos nela
inscritos (com os vértices na superficie), dois a dois sem pontos comuns interiores e
tais que a soma das respetivas dreas tem medida tdo grande quanto o desejarmos.
Assim, uma definicdo andloga a do comprimento, utilizando supremos de medidas
de areas de triangulacbes daria origem a uma drea infinita para essa superficie, a
gual se pode planificar, transformando-se num retangulo, que devera ter, de acordo
com a nossa intuicdo, a mesma area, obviamente finita. De facto este fendmeno
ocorre para qualquer superficie “regular” que nao esteja contida num plano. Por
este motivo, a definicdo rigorosa de area de uma superficie envolve conceitos e
procedimentos mais complexos do que a de comprimento; assim, a motivacdo
acima para a formula do célculo da area de uma superficie esférica ndo é passivel de
uma formalizagdo tdo direta como a que utilizdmos para motivar a férmula do
volume de uma esfera.
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