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Defini¢oes de limite de uma fun¢ao num ponto

Optou-se por manter a definicdao de Heine, ja habitual no ensino secundario, em
detrimento da definicao de Cauchy, cujo estudo nao é abordado.

Sao essencialmente duas as opg¢des que classicamente se consideram para a definigcdo
de limite num ponto a real, no que diz respeito ao dominio em que se tomam as
sucessoes a tender para a, para o efeito de testar a existéncia do referido limite.

A opcdo privilegiada desde ha bastante tempo no ensino secundario em Portugal tem
sido a que consiste em considerar, de entre as sucessdes no dominio da funcao, apenas
aquelas gue nunca tomam o valor a. Ou seja, tem-se optado pelo que vulgarmente se
designa por “limite por valores diferentes de a”.

No presente programa optou-se pela versao alternativa que consiste em admitir, com
o mesmo objetivo, sucessdes podendo tomar o valor a; considera-se, com efeito, que
esta opcao apresentadiversas vantagens.
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Defini¢oes de limite de uma fun¢ao num ponto

Em primeiro lugar por ser mais simples de formular (em particular a nocdao de ponto
aderente é mais simples do que a nocdao de ponto de acumulagao) e permitir também
uma formulag¢ao mais simples da no¢ao de continuidade.

Em segundo porque a propria nogao de “limite por valores diferentes” (como outras
afins como a de “limite a esquerda” e “a direita” ou mesmo a nocao de limite por
valores racionais, também com interesse a nivel do ensino secundario em determinado
contexto) passa a poder ser encarada como limite da restricao da funcdo inicial a
determinado conjunto.

E de notar também que esta abordagem esta bastante vulgarizada em diversos ambitos
em que se introduz ou desenvolve uma introducao a Analise Matematica.

A definicao até agora mais usual no ensino secundario obriga a cuidados suplementares
para que se evitem erros no enunciado de determinadas propriedades, os quais por
vezes se podem detectar, mesmo em boas obras de referéncia.

Vamos ver exemplos em excelentes obras da autoria ou co-autoria de Sebastido e Silva.
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Defini¢oes de limite de uma fun¢ao num ponto

§ 5. OPERACOES SOBRE FUNCOES

23. Operacdes racionais e extracgdes de raiz. — Dadas duas
funcoes f e g, as expressoes

f@) + 902y, Fa)—g@), 1@ - g(@), LD VT, ete
representam novas funcdes de 2, que se chamam, respectiva-
mente, soma de £ com g, diferenca entre £ e g, produto de £
por g, quociente de T por g, raiz de indice m de f, ete.
O dominio de existéncia da nova funcio pode ser mais res-
trito que os dominios de existéncia das funcoes dadas, Assim,
por exemplo, o produto das funcdes reais¥ 1 —=2 e V' 1+ x é
a funcio ¥ 1 —x°; a primeira é definida para z <1, a se-
gunda para x> —1, a terceira para —1 <2 <1 ().

24. Composig¢ao. — Congideremos, por exemplo, as seguin-
tes formulas:
y=3ur—u-+1, w="Vu

A primeira exprime y como funcio de u, enquanto a
segunda exprime % como funcio de x. £ claro que, deste modo,

(') Pode mesmo acontecer que o dominip de existéncia da mnova
funcdo seja wazio, isto é, desprovido de elementos. E o que sucede, por
o = ', S
exemplo, com a funcdo y1—ux 4 Ve —2,




Defini¢oes de limite de uma fun¢ao num ponto

188 COMPENDIO DE ALGEBRA — 6.° ANO

Somos assim conduzidos & seguinte definicfo:

DEFINICAO 1. Sendo f(xX) wma func¢io gqualquer e
sendo a e b constantes quaisquer, finitas ouw infinitas,
diz-se

«f(z) tende para b quando x tende para a»,

se, a toda a possivel sucessio de walores de x tendente
pare a (sendo essés valores diferentes de a), corresponde
uma sucessto de valores de f(x) tendente para b (4).

Portanto, a frase entre aspas ¢ apenas um modo abreviado
de exprimir este facto: para todas as possiveis sucessfes de
valores i, %2,..., %.,..., diferentes de «, tais que z,—> a,
vem f(x)—>0b. O mesmo se pode ainda exprimir, mais abre-
viadamente, escrevendo:

f(x)—>b, quando z-—>a,

ou lim f(x) =5

x—>a
(ler: «o limite de f(x) quando 2 tende para a é b»).

NoTA IMPORTANTE — Temos até aqui representado pela motacio
lim %, o limite duma varidvel wn (dependente da varidvel natural =),
quando esse limite existe. Porém, quando houver possibilidade de confuséo,
deverad substituir-se aquela motag¢do por estoutra:

im %n,
n—> oo

que esta inteiramente de acordo com as convencdes que acabamos de esta-
belecer (é claro que a varidvel matural » s6 pode tender para - co).
(*) Subentende-se nesta definicio que os valores atribuidos a « per-

pontos deste dominio, diferentes de a, tendente para a.

CaPiTULO VI — LIMITES DE FUNCOES DE VARIAVEL REAL 189

2. Teoremas sobre limites de funcdes. — De varios teoremas
sobre limites de sucesses, deduzem-se teoremas andlogos para
limites de funcdes da wvaridvel real. Assim:

I. TEOREMA DA UNICIDADE DO LIMITE. Uma func@o de X
ndo pode tender simultdneamente para dois limites finitos
diferentes, quando X tende para um lLmite a, qualquer.

II. TEOREMA DAS FUNCOES CONSTANTES. O lLimite dwma
funcdo constante é o valor dessa constante, isto é:

lim ¢=¢, sendo ¢ e a constantes quaisquer.

s—>a

Os teoremas das operacdes sobre limites traduzem-se agora
nos seguintes termos:

Se duas funcdes f(x), g(x) tendem para limites finitos
quando x tende para um limite a (finito ou infinito), também
a soma, a diferenca e o produto dessas fungbes temdem para
limites finitos quando X—>a e serd:

III. lim [f(z) +g(2)] = lim f(z) + lim g(z)

Iv. l;m [f(z) —g(x)] = lim f(=) ——11'_1;1 g(x)
V. lim [f(z) - g(z)] =lim f(z) - lim g(x)

Se além disso for lim g¢(z) = 0, sera ainda

x—ra

lim f(x)
VL 1 Fle) e e

o g(e)  Tim g(x)

Finalmente, designando por p wm ndmero natural qual-
quer, tem-se.
VIL lim [f(x)]z’::[lim e |

x—>a x—>a

VIIL. lim %/ flz) = %/ im_f{z)

x—>a x—ra



Defini¢oes de limite de uma fun¢ao num ponto

Como se vé, houve o cuidado, na definicdo de limite, de exigir que o ponto a em que
se calcula o limite seja ponto de acumula¢do do dominio da fun¢do, embora ndo se
utilize essa terminologia. Essa exigéncia aparece na nota de rodapé:

«Subentende-se nesta definicdo que os valores atribuidos a x pertencem ao dominio
da fun¢do e que existe pelo menos uma sucessdo de pontos deste dominio,
diferentes de a, tendente para a.»

E esta exigéncia que permite depois garantir a unicidade do limite, tal como é
enunciada na pagina seguinte. No entanto, com as definicbes gerais adoptadas de
operacdes com funcdes, nao é possivel agora, com toda a generalidade, garantir,
como se faz logo em seguida, que:

«Se duas fungdes f(x) e g(x) tendem para limites finitos quando x tende para um
limite a (finito ou infinito) também a soma, a diferenca e o produto dessas fungdes
tendem para limites finitos quandox — a (...)»
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Defini¢oes de limite de uma fun¢ao num ponto

Com efeito, o dominio de f + g, por exemplo, pode reduzir-se ao ponto a; ou, mais
geralmente, a pode n3o ser ponto de acumulag¢ao do dominio de f + g, ainda que o
seja de cada um dos dominios de f e g.

Nesse caso, com as definicdes dadas, podem existir os limites (em particular finitos)
de f e g quando x = a mas nao pode existir o limite de f + g quando x — a...

Se admitissemos que a definicao de limite se estendia a essa situacao, entao perder-
se-ia a unicidade; em qualquer caso nao poderiamos simultaneamente demonstrar
todas as propriedades dos limites expressas na mesma pagina, do modo como estao
enunciadas.

Por exemplo, sendo f(x) = Vx — 2, g(x) = V2 — x sabemos que ambas as fun¢des
tém limite 0 quando x — 2, mas f + g tem dominio reduzido ao ponto 2, pelo que,
com a definicdo dada, ndo existe o limite de f(x) + g(x) quando x — 2...

Se na definicao de limite eliminassemos a exigéncia expressa na referida nota de
rodapé, entdao vx — 2 + 2 — x tenderia para qualquer valor quando x — 2; com
efeito para mostrar que Vx — 2 + +/2 — x ndo tende para determinado valor b seria
necessario encontrar uma sucessao no dominio da fungdao nunca tomando o valor 2,
o que é impossivel... : portanto perder-se-ia a unicidade. /\ ﬂ
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Defini¢oes de limite de uma fun¢ao num ponto

Nos textos-piloto de Sebastido e Silva de apoio as turmas experimentais de
“Matematica Moderna” também ndo se clarifica esta questdao, remetendo-se em
grande parte para o Compéndio de Matematica acima referido (em co-autoria com
Silva Paulo) e omitindo-se mesmo a condicao que obriga o ponto onde se calcula o
limite a ser ponto de acumulacao, tanto na definicdo de Heine como na de Cauchy, que
é ai tratada com maior desenvolvimento.

Essa omissdao também ocorre no Compéndio ao definir-se limite a esquerda e a direita,
0 que, em rigor, tem como consequéncia que fica prejudicada a condicao suficiente
para a existéncia de limite num ponto (real) que consiste em pressupor a existéncia e
igualdade dos limite a direita e a esquerda nesse ponto...

Outro tipo de incorreccdes que se podem encontrar, agora claramente resultantes da
definicao de limite classicamente adoptada no secundario, esta associado a definicao
habitualmente dada de continuidade:
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Defini¢oes de limite de uma fun¢ao num ponto

204 CoMPENDIO DE ALGEBRA — 6.° ANO

DEFINICAO 1’. Diz-se que uma funcio f(x) é conti-
nua num ponto @, quando se verificam as duas seguintes
condicoes :

1) o ponto @ pertence ao dominio da funcdo f(x).

2) f(x) tende para f(a) quando « tende para a,
isto é:

lim f(x) = f(a)

xX—>a

Com esta definicao, uma fungao nao seria continua num ponto isolado do dominio...

Portanto, por exemplo, Vvx — 2 + V2 — x ndo seria continua em 2, Unico ponto do
respectivo dominio, o que € um contra-exemplo para:

A soma, o diferenca e o produto de duas fungoes continuas
num dado ponto ainda s@o fungdes continuas nesse ponto.

- - 4
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Defini¢oes de limite de uma fun¢ao num ponto

A definicao de limite adoptada no Programa de 2013 permite que a definicao e
propriedades da no¢ao de continuidade sejam enunciadas como acima ficou ilustrado
(até de maneira mais simples e equivalente...) sem necessidade de ressalvas relativas
aos dominios das funcgodes.

Para que tenha lugar a unicidade do limite ha que restringir também os pontos onde
se calculam limites, agora aos chamados pontos aderentes.

Um ponto a de acumulagao de um conjunto C é um ponto a que € aderente ao
complementar de a em C, nocdo, portanto, de algum modo mais complexa e que se
pode dispensar, mesmo quando se quer depois tratar o limite em a por valores
diferentes — trata-se simplesmente do limite da funcdo restricdo a esse
complementar...
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Defini¢oes de limite de uma fun¢ao num ponto

Ficou portanto assim, aqui com alguns negritos acrescentados (FRVR11):

1. Definir limite de uma fungcdo num ponto e estudar as respetivas propriedades
fundamentais

1. Identificar, dado um conjunto A C R e a € R, a como «ponto aderente a A»
quando existe uma sucessdo (x,,) de elementosde A tal que limx,, = a.

2. Identificar, dada uma fungdo real de variavel real f e um ponto a € R,
b € R como «limite de f(x) quando x tende para a» quando a for aderente ao
dominio D de f e para toda a sucessdo (x,) de elementos de D, convergente
para a, limf(x,) =b, justificar que um tal limite, se existir, € unico,
representa-lo por <<£j_1}3f(x)>>, referir, nesta situagao, que «f(x) tende parab

guando x tende paraa» e estender esta definicao e propriedade ao caso de
limites infinitos

Com alguns cuidados nas propriedades algébricas dos limites:
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Defini¢oes de limite de uma fun¢ao num ponto

FRVR11-1:

9. Justificar que os limites da soma, do produto e do quociente de funcoes
f:Df >R e g:D, > R e do produto por um escalar @ e da poténcia de

expoente racional r de uma funcao f:Df—>[R, se calculam, em pontos

aderentes aos dominios respetivamente de f + g, fg, g, af e f a partir dos
limites de f e g nesse pontos de forma andloga ao caso das sucessdes,
reconhecendo que se mantém as situacdes indeterminadas.

Ja quanto a continuidade, tudo fica mais simples (FRVR11-2) :

1. Justificar, dada uma fung¢do real de variavel real f e um ponto a do respetivo

dominio que se o limite lim f(x) existe entdo é igual a f(a).
X—=a

2. Designar, dada uma funcgdo real de variavel real f e um ponto a do respetivo

dominio, a fungdo f por «continua em a» quando o limite lim f(x) existe.
X—=a

5. Justificar que se as fungdes reais de variavel real f:Dr > R e g:D, > R sdo
continuas num ponto a, entdo as fungdes f + g, f — g e f X g sdo continuas

f

emae,seg(a) #0,afuncao Eé continuaem a.
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Defini¢oes de limite de uma fun¢ao num ponto

Também a definicao dos limites laterais pode aproveitar a definicao geral dada de
limite e de restricdao de uma funcdo e a relacao entre limites laterais e limite pode
agora ser enunciada simplesmente (exemplifica-se com a definicao de limite a direita -
FRVR11-1):
4. |dentificar, dada uma fungdo real de varidvel real f ea € R, b € R como o
«limite de f(x) quando x tende para a por valores superiores a a» quando

b = lim flq,+c0[(X), representar b por lim f(x), designa-lo também por
X—=a

«limite de f(x) a direita de a», referir, nesta situacao, que «f (x) tende para b
quando x tende para a por valores superiores a a» e estender esta defini¢ao
ao caso de limites infinitos.

5. Saber, dada uma fungao real de variavel real f e um ponto a aderente ao

respetivo dominio Ds, que se a € Dy e se os limites lim f(x) e lim f(x)
x—a~ x—at

existirem e forem iguais, entdo existe o limite !{i_r)réf(x) € que, nesse Ccaso,
limf(x) = lim f(x) = lim f(x).
6. Saber, dada uma fungdo real de variavel real f e um ponto a € Dy, que se os
limites lim f(x) e lim f(x) existirem e forem ambos iguais a f(a), entdo
X—=a xX—=a
existe o limite gcl_r)réf(x) e que, nesse caso, Ll_l;%f(x) = ,}LT-f(x) = ,,}Lré%f(x)'
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Defini¢oes de limite de uma fun¢ao num ponto

Algumas dificuldades “inevitaveis”:

Mesmo com a definicao dada de limite ha que ter alguns cuidados com os dominios
das fungbGes quando se pretende enunciar resultados relativos a limites de funcdes
resultando de aplicacao de operacdes algébricas ou composicao a funcdes dadas.

Esses cuidados ja foram referidos e exemplificados a propdsito dos resultados gerais
acerca do limite da soma, produto e quociente. O mesmo ocorre com o limite de uma
funcao composta (FRVR11-1):

11. Justificar, dadas fun¢Oes reais de varidvel real f e g e um ponto a aderente a
Dgof quese limf(x) =b €Re lir%g(x) = c € Rentdolim(gof)(x) = c.
X—=a X—= X—=a

O problema, mais uma vez, é que nao fica garantido a partida que o ponto a em que
se pretende calcular o limite continue a ser aderente ao dominio da nova funcao
construida a partir das fungdes dadas. Considere-se, por exemplo, f(x) = —x?,

g(x)=xInxea=>b=c=0; temos lirréf(x) =0e lingg(x) = 0 (em particular 0
x— x—

é aderente aos dominios de f e g), mas o dominio de gof é vazio, ndo tendo

portanto pontos aderentes.
/\‘ﬁ
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Defini¢oes de limite de uma fun¢ao num ponto

Algumas dificuldades “inevitaveis”:

Pelo contrario, quando se trata de analisar a continuidade tais cuidados sao agora
desnecessarios, pois, nesse caso, a é sempre elemento do dominio tanto das funcdes
dadas como da nova fung¢do, nos casos considerados, sendo portanto forcosamente
aderente ao respectivo dominio. Note-se que o ponto a em que se estuda a
continuidade, o que ndo tem de ser é ponto de acumula¢dao dos dominios das fungdes
dadas e, mesmo que o seja, dai ndo resulta que tenha de ser ponto de acumulag¢ao do
dominio da nova fung¢ao construida a partir delas. Dai as dificuldades detectadas
relativas ao tratamento da continuidade, com a definicdo de limite entendida como
sendo “por valores diferentes”.

Uma situacdao importante em que o limite é, por natureza, sempre “por valores
diferentes”, ou seja, em que o ponto em que se calcula o limite ndao pertence nunca ao
dominio da fungao, é a definicao de derivada, ja que se trata de limite de uma razao
incremental que, por definicao, é uma funcao cujo dominio nao pode conter o ponto
em gue se pretende calcular o referido limite.

Dai os cuidados necessarios ao enunciar-se as propriedades da nocao de derivada.

Exemplifiquemos:
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Defini¢oes de limite de uma fun¢ao num ponto

Algumas dificuldades “inevitaveis”:
FRVR11-7

5. Provar, dado um conjunto D c R e fungdes reais de variavel real f:D — R,
g:D = R diferenciaveis num ponto a de D e um numero real k, que as fungdes
f + g e kf sdo diferencidaveis em a e que se tem (f +g)'(a) = f'(a) + g'(a) e
(kf)' (a) = kf'(a).

Note-se que ao atribuir-se o mesmo dominio a f e g, a diferenciabilidade de f e g em
a garante que a é forcosamente aderente a D \ {a} onde D é o dominio comum a
f,9,f+ gekf.0mesmo se passa noutros casos, como por exemplo:

6. #Provar, dado um conjunto D c R e fung¢des reais de variavel real f:D — R,
g:D — R diferenciaveis num ponto a de D, que a fungao f g é diferencidavelem a e

que (fg)'(a) = f'(@)g(a) + f(a)g'(a).

No que diz respeito a composi¢cao, temos:

/\ N\
; P
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Defini¢oes de limite de uma fun¢ao num ponto

Algumas dificuldades “inevitaveis”:
FRVR11-7:

8. +Provar, dada uma funcdo f: Dy — R diferenciavel num ponto a € Dy e uma fungdo
real de variavel real g: D, — R tal que D} c D, , diferenciavel em f(a), que a

fungdo composta gof é diferenciavelem a e que (gof)'(a) = f'(a) X g’(f(a)).

Neste caso, ao impor-se que Dr € D, , mais uma vez se garante que a é forcosamente
f g

aderente ao complementar de {a} no dominio da funcdo cuja derivabilidade se
pretende demonstrar, neste caso gof. Para verificar esta propriedade ha que levar em
conta que se (x,,) for uma sucessdo de elementos de D¢ distintos de a a tender para a,

f(x,) sera uma sucessdo de elementos de D]i , @ portanto de D,. Em particular (x;) é

também uma sucessao de elementos do dominio de gof distintos de a a convergir
para a, o que prova o que pretendiamos.

Para se apreciar a importancia de uma hipdtese como D}’c C Dy considere-se o exemplo
emque f(x) = —x?, g(x) =xy/xea=0.
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