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APRESENTACAO

A Comissdo de Acompanhamento do Programa de Matematica tomou a iniciativa
de propor ao Departamento do Ensino Secundario a edicdo de brochuras para apoiar os
professores na implementacdo deste novo programa. Uma das ideias base desta
iniciativa é pbr a disposicdo dos professores um conjunto diversificado de textos que
ajudem a fundamentar a filosofia do programa e déem contributos para enriquecer, sob

mdltiplas perspectivas, o conhecimento cientifico e pedagdgico dos professores.

E no ambito desta iniciativa que surge esta brochura, Geometria para o 10° ano,
elaborada por um grupo de professores com experiéncias e formacg8es muito diferentes.
Confrontados com as nossas diferencas, com um assunto tdo vasto e problemético
como é o Ensino da geometria e com limitacBes de tempo e de espaco, optdmos por
construir um texto em trés partes distintas. Temos consciéncia que este € um texto
necessariamente incompleto, mas consideramo-lo um primeiro passo para que 0S
professores, individualmente e em grupo, se interessem por conhecer mais sobre
geometrias, reflictam e discutam sobre o ensino da geometria e produzam e avaliem

materiais curriculares para 0s seus alunos.
Assim, esta brochura é constituida pelas seguintes partes:

Metodologia da Geometria: Uma abordagem para o 10° ano de escolaridade
Elfrida Ralha

Geometrias e sua Histdria
Augusto Franco de Oliveira

Actividades Comentadas

Cristina Loureiro e Rita Bastos
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METODOLOGIA DA GEOMETRIA

METODOLOGIA DA GEOMETRIA

Uma abordagem para o 10° ano de escolaridade

Introducéo

Longe vao os tempos em que um professor de Geometria dos Ensinos Béasico e
Secundario em Portugal se podia sentir seguramente formado, que é como quem diz,
com a sua formacédo completa, no momento em que |lhe era concedida “licenca” para
ensinar Matematica, isto €, no dia em que acabava a sua licenciatura em Matemética
(ramo Educacional) numa qualquer universidade do pais; especificamente:

- longe vao os tempos em que 0s métodos e as técnicas que um professor de
Geometria tinha que implementar nas suas aulas eram exactamente os mesmos que ele
préprio vivenciara enquanto aluno;

- longe vdo os tempos em que a ciéncia exacta que o professor de Geometria
ensinava aos seus alunos era um conjunto fixo e bem determinado de elementos que se
mantinha inalterado durante décadas e que se encontrava claramente sistematizado
num Unico livro-texto que “alguém” determinara nacionalmente;

- longe vao os tempos em que a populacdo estudantil (em muito menor nimero)
ndo estava, ou, pelo menos, ndo dava mostras de estar, tdo social e tdo dramatica-
mente, dependente do facto de ter que aprender Matematica em geral e, muito em
particular, Geometria.

De facto, o papel da Matematica na sociedade contemporanea € muito mais
destacado do que ha relativamente poucos anos atrds e, além disso, mudancas
curriculares mais ou menos profundas, mais ou menos originais € mais ou menos
clarificadas para o professor comum tém, particularmente desde a década de 50 - com o
“Sputnik” que deu origem a “Matematica (dita) Moderna” dos conjuntos e respectivas

operacoes e “Dieudonné” e “Piaget” que contribuiram decisivamente para a substitui¢cao,
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nos curriculos, da “Geometria Euclideana” pela “Geometria das Transformacdes” -, vindo
a acontecer ciclicamente (o periodo médio de duragdo é de 5 anos) um pouco por todo o
mundo.

Hoje em dia, os resultados praticos que as alteragdes curriculares em Matematica
produziram estdo a vista e sdo amplamente discutidos. Destacamos as seguintes conse-
guéncias ao nivel da aprendizagem da Geometria:

- por um lado temos a impressao, a julgar pelos comentarios que fazem sobre a
Geometria, que tais alteragbes curriculares nem sequer foram, em primeiro lugar,
verdadeiramente apreendidas pelo professor que € sempre quem tem como missao
implementa-las;

- por outro lado percebemos que as mudancas curriculares que (pelo menos de um
ponto de vista teérico) se tém vindo a implementar nas nossas escolas, se manifestam,
na vasta maioria dos nossos alunos, em conhecimentos técnicos que facilmente se
reduzem a manipulacdes algébricas e/ou aritméticas de valor real duvidoso.

Surpreendentemente, quando na Universidade abordamos questfes especificas de
Geometria damo-nos conta que, de facto, estudantes diferentes, em anos lectivos distin-
tos, que foram ensinados por professores diferentes e com conhecimentos geométricos
diversificados parecem bloquear sempre nos mesmos temas, homeadamente:

- conseguem manipular algebricamente (com os vicios usuais, entenda-se) as ques-
tGes que lhes sdo colocadas; no entanto, ndo conseguem esbocar 0s entes geométricos;

- escrevem (com um vocabulario pobre, entenda-se) sobre determinados entes
geométricos; no entanto, ndo sabem falar sobre eles;

- lembram-se de termos-chave como isometria ou homotetia, perimetro ou area ou
volume, poligono ou poliedro, ponto, recta ou plano; no entanto, ndo se atrevem a
explicar, nem de cor nem por palavras suas e nem em termos analiticos nem em termos
geométricos, o significado desses nomes.

Além disto, as dificuldades sentidas por estes estudantes sobre questdes de
Geometria sao, por eles préprios, caracterizadas como dificuldades de visualizacao; as
guais sao, frequente e convenientemente, remetidas para factores genéticos inatos.

Assim, a verdadeira Geometria vé-se, mais vezes do que seria desejavel, ensom-
brada pelo mecanicismo da Aritmética e/ou da Algebra nas suas formas menos naturais,
isto €, com férmulas e receitas e respectiva memorizacdo que estdo muito longe do
conhecimento do mundo real, do processamento e da interpretacdo “visuais” e do
raciocinio légico/dedutivo que costumava caracterizar a Geometria nos seus mais

nobres atributos, independentemente de énfases histdricas diversificadas: mais aritmé-
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ticas (para os Babildnicos e para os Egipcios), mais axiomaticas (para os Gregos e para

Hilbert), ou mais algébricas (para Descartes, depois de Viéte e para Monge).

Geometria: porqué?

Atestadas que estdo, através de estudos de investigacao nacionais e internacionais,
no Ensino da(s) Geometria(s) das nossa escolas, as seguintes falhas:
1. Ndo reconhecimento do mundo que nos rodeia
Exemplo(s) - Geometria + Universo: qualquer fotografia de uma calgada portuguesa, um
prédio em construcdo, um jardim arranjado por um jardineiro; qualquer cesto, um pote de
barro ou uma panela de aluminio sdo recursos materiais perfeitamente adaptados para
discussdes produtivas nas aulas de Geometria; qualquer insecto a que se retiram as
asas e se estudam ao microscépio ou quaisquer bolinhas de sab&o obtidas a partir de
palhinhas que sopramos podem ser estudados nas aulas de Geometria.
2. Recurso a estagios desajustados de desenvolvimento mental aritmético/algébrico
Exemplo - Geometria + Sistemas Métricos: No primeiro ciclo do Ensino Basico ensina-se
que “O metro quadrado é um quadrado com 1 metro de lado “. Se é verdade que todas
as unidades de medida se podem de uma forma deveras interessante, com recurso a
evolugéo histdrica, definir a partir do “metro” dito padréo temos, neste caso, a nitida sen-
sagdo que nem sempre estardo acauteladas questdes de desenvolvimento mental do ti-
po aritmético/algébrico (nomeadamente as “poténcias”) quando se ditam tais defini¢bes.
Ora, no caso particular da medi¢éo de &reas o facto de “1 metro x 1 metro = 1 metro
guadrado” acarreta - por meio de raciocinio légico baseado em associa¢fes que o aluno
facilmente faz, mesmo quando ninguém lhe diz para o fazer - generalizacdes do tipo

se “ 1 metro x 1 metro é 1 metro quadrado”, entdo “ 2 metros x 2 metros serdo 2

metros quadrados”, dai afirmarem frequentemente que “ 2 metros quadrados é a

area de 1 quadrado com 2 metros de lado”.

3. Nao apreciacdo dos conhecimentos informais que os alunos adquirem fora da
escola
Exemplo - Geometria + Vocabulario (terminologia): O que é um “quadrado”? Porque é

que os azulejos com gque revestimos as nossas cozinhas e as nossas casas-de-banho

11
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ndo costumam ser “pentdgonos”? A razdo dos nomes que atribuimos aos entes geomé-
tricos €, regra geral, etimologicamente acessivel para os alunos portugueses.

4. Desconhecimento e/ou ndo relacionamento dos contetdos fragmentados que
foram no passado ou serdo no futuro ensinados aos mesmos alunos por outros profes-
sores em outros niveis de ensino
Exemplo - Geometria + Programas curriculares a médio e a longo prazo / interdisci-
plinaridade: Relac¢des, directas ou ndo, entre diferentes definicbes de paralelismo de
duas rectas em diversos niveis de ensino; esclarecimento destas diferencas e das
eventuais semelhangas;.

5. Incapacidade na representacéo (bidimensional e tridimensional) grafica dos entes
geométricos
Exemplo - Geometria + Arte: Visitas de estudo a museus ou a galerias de arte s&o
motivo de proveitosas discussdes sobre, por exemplo, as razdes pelas quais alguns
quadrados parecem mais reais do que outros; tal actividade propicia projectos deveras
interessantes a serem conduzidos, individualmente ou em grupo, por alunos com a
supervisdo do professor de Geometria.

6. Incapacidade na representacgédo verbal de conceitos geométricos

7. Incapacidade na representacgédo “espacial” dos entes e conceitos geométricos
Exemplo - Geometria + Manipulacéo (fisica, grafica e mental) de objectos: o recurso a
objectos manipulativos e a construcdo de materiais geométricos, o estudo das formas
geométricas a partir de orientacoes fisicas diversificadas, a ajuda do computador ou de
uma simples calculadora gréafica trazem beneficios atestados ao nivel da verificacdo
rapida e eficaz de diferentes conjecturas geométricas; contribui-se assim também para o
desenvolvimento da, dita, intuicdo geométrica.

8. Desprezo pelas potencialidades ldgico-dedutivo do raciocinio geométrico.
Note-se que quando nos referimos ao raciocinio logico/dedutivo ndo pretendemos
significar o recurso a teorias formais de ordem axiomatica pois essas, de acordo com as
normas dos Programas oficiais, ndo deverdo ser implementadas nestes niveis de
Ensinos Basico e Secundario. Neste caso pretendemos realcar as potencialidades do
raciocinio geométrico no estabelecimento de certezas na resolucédo dos problemas.

Identificadas ainda outras falhas ao nivel da aprendizagem que os alunos fazem
da Geometria que, em teoria, lhes ensindAmos como sdo exemplos 0s inumeros
episédios que qualquer professor costuma relatar quase de uma forma anedética;
recordo, por exemplo, uma aluna universitaria que no ano de estagio (da licenciatura em

Ensino de Fisica e Quimica) conseguiu “provar” (a maneira dela, entenda-se: admitindo

12
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gue a raiz quadrada de uma adicdo € a adigcdo das raizes quadradas das parcelas) que,
citamos:
ndo é possivel obter-se o perimetro de uma circunferéncia porque se trata de
uma equacéo algebricamente “equivalente” a de uma recta.

Ocorre-nos por todas estas razdes uma questdo central: Vale a pena continuar a
apostar no Ensino da Geometria? Ou seja, justifica-se, por parte dos professores, um
esforco adicional no seu trabalho por forma a melhor ensinar Geometria aos seus
alunos? Ou sera que se vislumbra, por exemplo, a hipotese de a Geometria ser, a curto
prazo, substituida por qualquer outro tépico menos problematico?

Estamos, como se entende, a questionar a importancia da Geometria. E, antes de
mais, relativamente facil encontrar citagbes de pessoas relevantes que, desde sempre,
atestaram esta importancia. Por exemplo:

- No século IV a. C, Platdo escrevia

(para além da utilidade evidente para a guerra e ndo sO) os objectos do

conhecimento geométrico sdo eternos e (portanto) conduzem a mente para a

verdade e para o desenvolvimento do raciocinio... a Geometria é 0 conhecimento

do que existe sempre;

- No século XVI Pedro Nunes motivado pelos descobrimentos maritimos, descobria
formas concretas de ajudar os nossos marinheiros a orientarem-se no mar e publicava a
sua Geometria num livro de “Algebra” onde encontramos conselhos de ordem didactica
deveras interessantes:

ainda que os triangulos venham primeiro do que os quadrados, trataremos
primeiro dos quadrados,... porque por eles recebem os tridngulos a sua medida;

- No século XVII, escrevia Kepler:

palavras para qué? A Geometria ja existia antes da criacdo do mundo... foi a
geometria que forneceu a Deus 0 modelo para essa criagao;

- Ha cerca de 40 anos, o francés Jacques Hadamard manteve correspondéncia
escrita com alguns dos mais eminentes cientistas da época, a respeito da forma como
desenvolviam o seu trabalho. A carta que entdo recebeu de Albert Einstein dizia assim:

as caracteristicas essenciais no pensamento produtivo ...séo do tipo visual

E, Hadamard concluia o seu relato da seguinte forma:

praticamente todos (0s cientistas) evitam o uso mental dos simbolos... usam

“imagens”;

13
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- Recentemente, o professor Alexandrov, ilustre gedmetra soviético realcava tam-
bém as trés razdes fundamentais que também ja referimos logo no inicio deste texto e
que justificam o ensino da Geometria aos alunos. Escrevia assim:

a Geometria é essencialmente a combinagdo de uma imagem viva e de uma

I6gica rigorosa que se organizam e se guiam mutuamente... 0 ensino da Geometria

tem pois, consequentemente, como fun¢do o desenvolvimento nos alunos de trés

qualidades: a imaginacdo espacial, a compreensdo concreta e 0 pensamento

I6gico... as duas primeiras caracteristicas sdo fundamentais... a terceira faz, nos

dias que correm, cada vez mais sentido.

Por conseguinte destacamos, uma vez mais, em jeito de resumo as trés gran-
des qualidades da Geometria, que é unanimemente escolhida como tépico obrigatério de
ensino aos cidaddos de todo o mundo. Ensinamos Geometria porque esta ciéncia
desenvolve simultaneamente:

- 0 conhecimento do mundo real,

- 0 processamento e a interpretacao visuais (a imaginacdo espacial, segundo

Alexandrov),

- 0 raciocinio logico/dedutivo.

Contribuir para o desenvolvimento simultdneo de tdo importantes e tao diversifi-
cadas capacidades nao esta ao alcance de qualquer tépico que se ensine. Diz-se, por
exemplo, que o jogo do xadrez desenvolve também o raciocinio l6gico dedutivo mas
dificilmente se encontrara um outro tépico - que ndo a Geometria - que para além dessa
funcdo também potencialize as outras duas caracteristicas fundamentais na formacéo de
qualquer cidadéo.

Por outro lado e de um ponto de vista metodolégico - seguindo o0 método de
Sdcrates (as ideias ja estdo nas mentes dos alunos e o papel do professor devera ser o
de uma parteira que as ajuda a nascer) colocamos aos alunos as perguntas pertinentes
que conduzirdo a descoberta - sabemos que a Geometria trata de formas, das suas
propriedades e das suas relagdes e, por isso, basta tdo somente olharmos a nossa
volta para rapidamente tomarmos consciéncia de que na Natureza sdo produzidas e
reproduzidas determinadas formas e que, além disso, a Natureza prefere certas formas
em relagdo a outras também possiveis. Por exemplo:

- O azeite que deitamos no caldo verde forma, na superficie da sopa, circulos, em
vez de qualquer outra forma geométrica.

- As colmeias das abelhas obedecem a um padréo (pavimentacao) hexagonal.

14



METODOLOGIA DA GEOMETRIA

- O vento produz, na superficie dos oceanos, ondas com uma determinada forma,
em vez de ondas quadradas.

- Em qualquer instante, existe sempre na superficie terrestre pelo menos um
furacéo.

- Trés bolinhas de sabdo, se deixadas livremente, formardo sempre angulos de
120°. E que relagdo existe entre estas formas que criamos por brincadeira e as formas
patentes nas asas de determinados insectos?

Podiamos, como facilmente se entendera, continuar a enunciar factos geométricos
que a Natureza nos oferece e perceber, de imediato, que o desejo humano de
compreender esta Natureza €, provavelmente, contemporaneo do préprio Homem. As
respostas a estas perguntas foram sendo dadas, ao longo da Histéria, de uma maneira
simples - ndo necessariamente facil, entenda-se -, através de sistemas de raciocinio
I6gicos e a partir de conceitos deveras interessantes, pela GEOMETRIA.

A importancia da Geometria esta pois naturalmente (a partir da Natureza) paten-
teada e esta subjacente - de forma consciente ou ndo - na sua inclusdo obrigatéria em
gualquer programa curricular, de qualquer nivel de ensino, de qualquer escola, de

qualquer parte do mundo.

Geometria: qual?

llustrada a importancia da Geometria € facil perceber, como referimos, um
consenso generalizado sobre essa importancia e que se manifesta especificamente na
inclusdo da Geometria em qualquer programa escolar. Tal consenso deixa, no entanto,
de existir quando se trata de decidir, de entre tantas e tao diversificadas hipéteses, qual
a Geometria que vamos ensinar num determinado nivel e o consenso também desapa-
rece quando temos que optar por um ou outro método de ensino da Geometria.

Tais decisbes passam, como seria de imaginar, por uma avaliagdo rigorosa das
vantagens e das desvantagens das diversas geometrias que, actualmente, se conhecem
e sdo, basicamente, determinadas por especialistas (equipes que englobam matemati-
cos, psicélogos, pedagogos, etc.) em funcao de pressGes nem sempre explicitadas nos
documentos oficiais. Tomadas essas decises, ndo esta o professor de Geometria

libertado de qualquer responsabilidade na implementacdo desse programa nem sequer
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esta o professor alheado de determinado meio social que o rodeia. Em 1986, o Professor
G. Howson - especialista inglés em desenvolvimento curricular de Matematica - escrevia
assim sobre este assunto:

Embora os professores de Matematica tenham metas e tenham razdes para
ensinar Matematica, outras partes interessadas, pais, alunos, entidades emprega-
doras, etc., também tém opinides sobre o papel a desempenhar pela Matemética
dentro do curriculo escolar. As razdes dos outros grupos s6 muito raramente se
encontram listadas com pormenor; muitas vezes s se percebem por causa das
pressdes exercidas nos professores, uma vez que as pressées sdo um sintoma de
que as razdes estdo em conflito. E importante que o professor saiba que os seus
motivos para ensinar matematica ndo serdo, muito provavelmente, partilhados por
todos aqueles com quem contacta, que estes provavelmente irdo causar conflitos
e que ha uma necessidade constante de mediacao a ser feita e de explicacdo a
ser dada.

No caso portugués cabe, como se sabe, ao Ministério da Educacdo a funcao de
fazer, nacionalmente, chegar junto das Escolas dos Ensinos Béasico e Secundario os
programas oficiais em vigor; o qual, no presente caso, foi publicado em Janeiro de 1997
através do Departamento do Ensino Secundério. Citamos de seguida algumas das
passagens que, em termos programaticos, se podem ler nesse documento. Nas paginas
18 e 19 é dito que:

A Geometria do 10° ano de escolaridade (36 aulas) € uma Geometria no
Plano e no Espaco (I):

... Resolucédo de problemas de geometria no plano e no espago... Modos de
definir um plano... Interseccdo de sélidos com um plano dado... estabelecimento
de relagcBes métricas entre figuras...

... Geometria Analitica (no plano e no espaco) ...Referenciais cartesianos,
ortogonais e monométricos,... Circunferéncia, circulo, elipse e mediatriz,... Esfera
e plano mediador,... Vectores livres no plano e no espaco,... Componentes e
coordenadas de um vector num referencial ortonormado do espaco,... Equacéo
vectorial da recta no plano e no espaco, Equacéo reduzida da recta no plano...

E, se os professores se limitarem a ler, nesse documento, estes titulos correm
certamente o risco de ndo fazerem, especialmente com a Geometria Analitica, nada de
novo relativamente aquilo que tem sido enfatizado, em anos anteriores, no Ensino dessa
Geometria. A verdadeira mudanga, neste caso, como noutras passagens destes

Programas oficiais, esta na metodologia que se prevé ser implementada nas nossas
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aulas de Ensino de Geometria, isto é, reconhecidas todas as deficiéncias do ensino tal
como vinha sendo implementado até agora nas nossas escolas, propdem-se alteracdes
significativas mais ao nivel dos métodos de ensino do que ao nivel do curriculo
propriamente dito.

Mais uma vez a responsabilidade da compreenséo de tdo importante tépico como &
a Geometria esta, na forma de Geometria Analitica elementar, imputada ao professor
gue, procurando acima de tudo, interessar os seus alunos conseguira necessariamente
o0 tdo desejavel sucesso nesta disciplina, sem que isso signifique redefinir os curriculos
de Geometria de acordo com preferéncias individuais nem evitar os capitulos de
Geometria na matéria leccionada durante o ano lectivo. Se, nas nossas aulas de
Geometria do 10° ano de escolaridade, formos capazes de arranjar para discussao
verdadeiros desafios (em vez de tarefas que a grande maioria dos nossos alunos se
sentem obrigados a cumprir), estamos de certeza a

despertar o interesse

gue é a chave do verdadeiro sucesso. A perspicacia, a rapidez, o esforco, o prazer

e, enfim, a aprendizagem necessarios virdo entdo de forma imperceptivel e natural.

Geometria: como?

Desde Euclides (século Il antes de Cristo) até Descartes (século XVII) que a
Geometria que ensinamos aos alunos vem sendo apresentada como uma mistura de
pontos, linhas e planos que se combinam entre si, que se combinam ainda com
nameros, com coordenadas, com vectores e que depois se baralham e se distribuem
mais ou menos aleatoriamente.

Temos consciéncia de que uma confusdo generalizada esta patente na cabeca de
grande parte daqueles que diariamente lidam com estes problemas do Ensino e da
Aprendizagem da Geometria. Nao é por acaso que muitos professores de Geometria
desenvolvem uma aversdo, um desconforto ou uma inseguran¢ca pela verdadeira
Geometria e se refugiam - numa pseudo analiticidade (chamando Analitica a essa forma
de Geometria distante da verdadeira Geometria Analitica) - tomando como garantido o

conjunto dos ndmeros reais, numa metodologia manipulativa de ndmeros e equacdes

17



METODOLOGIA DA GEOMETRIA

onde os problemas propostos séo tratados independentemente uns dos outros, comple-
tamente desligados de uma abordagem experimental. Sabe-se, por exemplo, que:

os conteldos curriculares de Geometria vao sendo - de uma forma que se prevé
continuada e complementar em teoria, mas que, na pratica, esta fragmentada ao longo
dos anos e, muitas vezes, distribuida por varios professores - ensinados aos nossos
alunos; muitos desses alunos completam satisfatoriamente a escolaridade obrigatéria; a
maioria deles ingressa no Ensino Secundario e, apesar disto tudo

- ndo compreenderam que um quadrado com x metros quadrados de area ndo é um
quadrado com x metros de lado;

- ndo sabem estimar perimetros, areas ou volumes;

- ndo conhecem lugares geométricos basicos;

- ndo abordaram, nas suas aulas de Geometria, problemas impossiveis, ou com
falta de dados ou ainda com demasiada informagédo, como 0s que o0s esperam diaria-
mente fora da sala de aula;

- ndo conseguem raciocinar segundo um modelo légico, quer indutivo quer dedutivo;

- ndo sdo criticos em frente dos conhecimentos que se lhes ministram;

- ndo colocam duvidas pertinentes.

Por isto, sem um fio condutor légico da inteira responsabilidade de todos os
professores de Geometria que ensinam um determinado aluno, a Geometria dificilmente
se tornara consistente e, muito menos, atraente, para o aluno comum.

E claro que sdo necessarios muitos conhecimentos de Geometria antes de
comecarmos a “brincar” com eles. Dai que as referéncias iniciais deste programa de
Geometria do 10° ano nos pare¢cam fundamentais:

este tema introduz-se a partir de actividades... (relativas a) situagbes concre-
tas... partindo de modelos... cubo, tetraedro, octaedro, icosaedro e dodecaedro...

E s6 depois se ensinard a Geometria Analitica. Historicamente foi Viete quem, por
volta de meados do século XVI, usou pela primeira vez variaveis algébricas para
simbolizar quantidades desconhecidas. Uma ideia simples e, no entanto, dificiimente
seguida pela grande maioria dos nossos alunos do Ensino Secundario. Por exemplo:

Se a grande maioria dos nossos alunos escrevem, ja na Universidade (depois de 12

anos de instrucéo basica de Matematica), que /X +Y = & + \/V ?

entdo como podem alguma vez esses alunos perceber as curvas geométricas a

custa das equag0es algébricas?
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A disciplina que nasceu da extraordinaria descoberta de Descartes - 50 anos depois
de Viéte - da pelo nome de Geometria Analitica e apesar de utilizar variaveis algébricas
€, em particular, essencial para a compreensdo da “Andlise Matematica’ (estudo de
funcdes). No entanto, a Geometria Analitica ndo tem necessariamente que se desligar
da intuicdo, do experimental ou do visual; a Geometria Analitica nos dias de hoje
pode retirar grandes vantagens do uso das calculadoras gréaficas e dos programas (mais
ou menos especificos e mais ou menos elaborados) de computadores portateis; e, por
outro lado, a verdadeira Geometria Analitica deverd entender-se tdo Geometria
Algébrica como Algebra Geométrica. Por exemplo:

- tanto se pode representar, no plano cartesiano real, uma linha recta (ente
geométrico) por uma equacdo do primeiro grau nas variaveis x e y (ente algébrico:
ax+by+c=0, com a, b e ¢c parametros reais);

- como se pode mostrar aos nossos alunos que equacgdes nas variaveis x e y (entes
algébricos) do tipo

(x+Y)’=R ou x*+y*=R ou (x+y)x2=R, com R parametro real

algebricamente semelhantes (sdo, como se sabe, frequentemente confundidas
pelos nossos alunos) sdo distintas como se atesta facilmente representando-as
geometricamente;

ou se pode ainda mostrar que a equacao

xy=R, com R parametro real

€ uma equacao do segundo grau nas variaveis x e y, apesar de apresentar expoen-
tes 1 (sdo, como também se sabe, frequentemente confundidas, pelos nossos alunos,
com equac0es lineares a partir da identificacdo dos expoentes e porque ndo conseguem
“associar’” 0s monomios x e y); geometricamente a resposta é visualmente clara ja que
Xy se pode representar como a area de um rectangulo de lados x e y da mesma forma
que x* se pode traduzir geometricamente pela area de um quadrado de lado x, enquanto
que x+y é uma dimensao linear (passivel de ser traduzida por um comprimento).

Mas os nossos alunos estdo presentemente a sair das Escolas Secundarias directa-
mente para as Universidades sem saberem, por exemplo, tracar linhas; apesar de terem
sido “bombardeados” com formulas e receitas e manipulagdes algébricas repetidas
vezes sem conta nas aulas, em casa ou com os explicadores privativos tdo em voga
entre os alunos de Matematica. Nem mesmo assim eles aprenderam esta Geometria
que tanta gente lhes tentou ensinar.

Um aluno (do 10° ano de escolaridade) dizia-nos no final de uma aula sobre a

“representacao vectorial de uma recta que passa por um ponto e tem a direc¢do de um
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dado vector” e depois de haver tentado dizer ao seu professor que afinal “porque é que
uma recta agora ja ndo passa por dois pontos...”

a ideia que o meu professor de Matematica faz da Geometria é a de nos repetir que
nos estamos redondamente enganados sempre que abrimos a boca...

Apesar de nem sempre ser esta a ideia que os alunos fazem do seu professor de

Geometria a verdade é que é possivel reformular-se o modo como se ensinam as
Geometrias. Presentemente esse ensino é principalmente feito a custa da repeticdo
(muitos exercicios do mesmo tipo) e da mimica (imitacdo do que o professor faz) onde
sdo explorados métodos mecénicos - piores do que os de memorizacdo simples - sem
nunca se compreenderem. A alternativa, segundo Pierre van Hiele que citaremos mais a
frente neste texto, é ensinar:

em primeiro lugar os “factos”, e sO depois as “propriedades” e, finalmente, as
“relacdes”, partindo sempre da intuicdo e do experimental.

Ora, sem as bases preconizadas no programa oficial de Geometria para o 10° ano,
dificilmente se apreenderiam, em primeiro lugar os factos (revisdo, eventualmente, das
definicbes basicas) e depois se estabeleceriam as propriedades dos entes geométricos
basicos (pontos, linhas e planos) para finalmente se conseguirem estabelecer as
desejaveis relacdes pois, e ainda segundo van Hiele, a passagem de um nivel de apren-
dizagem de Geometria para 0 outro sé é possivel depois de cumprir integralmente os
requisitos do nivel imediatamente anterior. Propdem-nos nos programas que, em linhas
gerais, ensinemos geometria a partir dos factos e das propriedades antes de passarmos
as “relacfes” e através de:

- processos de raciocinio geométrico individualizado,

- processos de descoberta a custa da visualizacéo,

- métodos geométricos aplicados a Aritmética e a Algebra em vez de métodos
aritméticos e algébricos aplicados a Geometria,

- integrac@o da Geometria Analitica em outras disciplinas,

- exploracdo das componentes graficas, verbal e gestual (manipular, gesticular,
observar).

No programa de matematica para o ensino Secundario, que temos vindo a referir,
Ié-se também que:

Tanto em geometria plana como em geometria do espac¢o todo o ponto de vista

axiomético € excluido devendo a pratica com as figuras ter um papel central e

decisivo no ensino das nocfes matematicas que estdo em jogo. O professor deve

propor actividades de construcdo, de manipulacdo de modelos e ligadas a
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problemas histéricos fazendo surgir a partir do problema e do caminho que se faz
para a sua resolucdo uma grande parte dos resultados teéricos que pretende
ensinar ou recordar.

A exploracdo de programas adequados no computador pode ajudar eficazmente
o aluno a desenvolver a percepc¢do dos objectos do plano e do espaco.

Devem explorar-se sempre que possivel as conexfes da Geometria com outras
areas da Matematica e o seu desenvolvimento devem prolongar-se noutros temas.
Uma parte substancial da culpa na Aprendizagem da Geometria sera, em ultima

analise, imputada aos professores que tém, algumas vezes, poucos conhecimentos de
Geometria e estdo, a maior parte das vezes, pouco interessados nesse assunto.
Resta-nos pois, neste texto, e perante as explicitas orientacdes metodoldgicas
presentes nos documentos oficiais, sugerir algumas actividades concretas de imple-
mentacao destas directivas (0 que fazemos na parte final desta brochura) e referir alguns
cuidados tedricos presentes na abordagem dos temas de Geometria no 10° ano de
escolaridade nas nossas Escolas Secundarias. Um estudo aprofundado destas raizes
tedricas aconselha-se aos mais interessados em investigar o assunto e sumariaremos
de seguida algumas directivas sob a forma de referéncias que, por razdes distintas mas
de alguma forma complementares, consideramos fundamentais em Didactica da Geome-

tria, nomeadamente:

1. Jean Piaget

Jean Piaget com o0s seus quatro estagios (sensorio/motor, pré-operatorio, concreto
e formal) de desenvolvimento humano, baseados na idade cronolégica dos individuos,
tornou-se uma referéncia obrigatéria quando, na sequéncia dos seus estudos clinicos -
desenvolvidos principalmente com criancas brancas de classe média-alta na Suica -
concluia também que:

a ordem pela qual os conceitos “espaciais” (geométricos) sdo apreendidos é:
primeiro os topoldgicos, depois os projectivos e finalmente os euclideanos.
Perceba-se, antes de mais, que tal ordem sugerida por Piaget e pelos seus

seguidores €, em termos da evolucdo histérica da Matematica, exactamente a ordem
inversa do aparecimento histérico das correspondentes geometrias (Grécia Classica,
Renascenca e Revolugdo Industrial) mas, apesar disso, os estudos de Piaget serviram
em particular para, na devida altura, justificarem profundas alteracdes curriculares em

Geometria que também experimentamos em Portugal.
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Parece-nos, neste momento, relevante salientar que existem interpretagfes diferen-
tes da teoria de Piaget sobre o assunto da aprendizagem da Geometria mas, estudados
0s textos originais em vez dessas interpretacfes posteriores, ficamos, apesar de tudo,
com a impresséo de que a teoria de Piaget foi, talvez indevidamente, utilizada como
justificacdo para o abandono, relativamente cedo, de materiais concretos de apoio as
nossas aulas de Geometria.

Estudos posteriores tém vindo a mostrar que, na pratica, tais materiais sao indis-
pensaveis em qualquer nivel de Ensino - mesmo para alunos no estagio formal de
desenvolvimento (Ensino Secundario) - e que, além disso, é perfeitamente possivel
encontrar alunos que, apesar de terem a mesma idade cronoldgica, se encontram no
caso da aprendizagem da Geometria em estagios de desenvolvimento muito distintos.
Sabemos hoje através de investigacdo validada que essa manipulacdo é nao s6 deseja-
vel como defensavel no ensino da Geometria em qualquer estagio de desenvolvimento
humano.

Sabemos também que ao desenvolvimento baseado na maturidade (idade da
pessoa) € ja contraposto o desenvolvimento (segundo Vygotski, por exemplo) fundamen-
talmente baseado na instrugéo.

Resta-nos pois apresentar o motivo pelo qual decidimos referir Piaget nesta
listagem de referéncias didacticas de relevo: o método clinico - “estudos de caso”. Este
método de diagndstico é, parece-nos, especialmente indicado numa metodologia de
ensino da Geometria como a entendemos nos Programas oficiais. Trata-se de um estilo
de estudo nao estatistico que se baseia no estudo profundo de cada individuo (neste
caso, de cada aluno) e na consequente caracterizac¢éo individual. Tal método justificard,
por exemplo, o interesse do professor por qualquer duvida que surja na aula,
independentemente desta ser ou nhdo comum a mais do que um aluno; isto é, a
importancia das davidas nas aulas de Geometria ndo se pode medir em termos
estatisticos mas sim em termos individuais. Uma metodologia de tipo “clinica” a ser
implementada nas nossas aulas de Geometria contribuira para o tdo desejavel
desenvolvimento da intuicdo geométrica, caracteristica esta que nos parece

particularmente individualizada.

2. Vadim Krutetskii

Na sequéncia do que anteriormente referimos acerca de Piaget, justifica-se agora o

aconselhamento do leitor para o estudo de uma obra ainda ndo muito divulgada mas
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que, acredita-se, pode a breve prazo contribuir para reformas curriculares em
Matematica tdo ou mais profundas do que as preconizadas pelo proprio Piaget. Este
autor, tal como outros autores russos, defende a instrugdo como forma indispenséavel do
desenvolvimento das capacidades dos alunos acreditando ainda que

as capacidades matematicas ndo sao inatas, desenvolvem-se a custa de
instrucédo adequada...

Krutetskii conduziu, durante 12 anos, uma investigacdo notavel ndo sé pela
diversidade dos métodos que empregou no seu estudo como ainda pela variedade e
pela rigueza dos problemas que utilizou. Ha, por tudo isto, quem acredite que o seu
trabalho podera vir a ter, em Educacdo Matemdtica, um impacto muito grande. Trata-se,
sem duvida, de um trabalho muito mais relacionado com o desenvolvimento curricular
em Matematica e, portanto, mais facilmente adaptavel do que o do préprio Piaget.
Krutetskii defende os seguintes quatro aspectos que, nos parecem, apresentarem ideias
chave no Ensino da Geometria:

a) Qualquer aluno tem capacidades potenciais individuais em qualquer tépico...
gue ndo estdo igualmente distribuidas em todos os topicos e que sdo alteraveis por
meio de instrucdo adequada... As capacidades ndo sdo inatas (ndo se herdam),
desenvolvem-se ao longo da vida e do esforco de cada um... Qualquer crianga
normal, mentalmente saudavel é capaz de ser ensinada e de aprender os
programas escolares da educacao secundaria...

Ou seja, esta basicamente nas maos do professor de Matematica a recuperacao de
cada aluno nas suas aulas jA que as capacidades matematicas ndo s&o inatas,
alteram-se por meio de instrucdo (eventualmente individualizada) adequada.

b) A necessidade de uma aptidao especial para o estudo e a compreenséao da
Matematica €, frequentemente, exagerada... Capacidades humanas médias e
ordinarias sdo suficientes para - com uma boa supervisdo e bons livros - lidar
com a Matematica do ensino (Basico e) Secundario.

Ou seja, ndo existem alunos irrecuperavelmente perdidos para a Matematica ja que
capacidades humanas ordinarias bastam para a aprendizagem das matérias curriculares
dos Ensinos Basico e Secundario de Matematica. A énfase do sucesso esta, por outro
lado, colocada em bons livros e boa superviséo.

¢) Na resolucdo de problemas em Matematica, reconhecem-se trés estagios
bésicos de actividade mental:

1- recolha da informacéo requerida para resolver o problema,

2- processamento dessa informacao por forma a obter uma solucao e
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3- retencédo da informacao relativa a solucao.

A cada um destes estagios corresponderdo uma ou mais capacidades (exemplos:
capacidade para desviar, sempre que necessario, a atencéo; capacidade para encontrar
solugbes “elegantes”; capacidade para fixar relagbes, etc.).

Mais a frente, a respeito de G. Polya, explicitaremos o modo como se poderédo
atingir estes trés estagios de actividade mental basica, homeadamente com exemplos
concretos de desenvolvimento de um modelo sistematico e ordenado de resolucdo de
problemas em Geometria.

d) Na casta mental Matemética (tendéncia para interpretar o0 mundo que nos
rodeia matematicamente) identificam-se trés tipos:

1- Analitico - que tende a pensar em termos logico-verbais;

2- Geomeétrico - que tende a pensar em termos pictorico-visuais;

3- Harménico - que combina caracteristicas dos outros dois.

Ou seja, a partida podemos admitir trés tendéncias basicas para fazermos uso da
Matematica no mundo que nos rodeia: uma mais analitica, outra mais geométrica e
finalmente uma do tipo harménico. Ora, segundo Krutetskii, os nossos alunos deveriam
ser instruidos no sentido de se tornarem harmaénicos, isto €, combinarem um raciocinio
analitico com um raciocinio geométrico e que melhor forma de se conseguir esta
desejavel harmonia que a de lidarmos com Geometria Analitica? O nosso desafio é pois
0 de, a custa dos conteudos matematicos da Geometria do 10° ano de escolaridade
tornarmos o0s nossos alunos perfeitamente capazes de, consoante o problema que

pretendem resolver, pensarem quer em termos analiticos quer em termos geométricos.
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3. George Polya

Interessar 0s nossos alunos no nosso Ensino da Geometria é, na verdade, um
desafio crucial para a aprendizagem desejavel e o sucesso de todo o0 processo instrutivo.
Entendemos, como ja referimos atras, que mais do que férmulas e receitas, mais do que
técnicas e truques magicos, mais do que ditados e copias, ha Geometria existem, acima
de tudo, ideias que os alunos deverdo descobrir tanto quanto possivel, sozinhos com a
orientacdo adequada por parte do professor. Atrevemo-nos, por exemplo, a propor o
recurso a imagens impressionantemente belas de Geometria dos Fractais para
despertarmos o interesse dos nossos alunos para questées de Geometria.

Contudo, motivar nas aulas de Geometria duas ou trés dezenas de alunos com
interesses diversificados e expectativas distintas € uma misséo que ndo tem, como seria
de imaginar, nem resposta imediata nem sequer Unica, ou seja, ndo teremos pela frente
um desafio facil j& que, hoje como ha 2000 anos atras, continua a ser verdadeira a
afirmacédo que Euclides tera proferido como resposta ao rei Ptolomeu I:

N&o ha estrada real para a Geometria...

Temos, no entanto, a certeza de que tdo importante tépico na formacéo dos nossos
alunos merece um esforco de aperfeicoamento didactico e, eventualmente, cientifico por
parte do professor que retirara toda a satisfacdo no sucesso dos seus ensinandos.

Para o sucesso desta missdo importa entdo relembrar os dois primeiros manda-
mentos do professor de Matematica que George Polya enunciou sobre o interesse e a
sabedoria; a primeira caracteristica necessaria e a segunda suficiente. Polya que nos
seus textos se dirige ao leitor utilizando o discurso directo, dizia assim:

1° Mandamento: Estar interessado na matéria

acrescentando, mais a frente:

h& um (nico método de ensino que é infalivel: se o professor estiver
aborrecido com a matéria entdo toda a classe vai estar infalivelmente aborrecida
também... se um assunto ndo despertar o interesse do professor entdo ndo deve
ensina-lo porque jamais sera capaz de o fazer de uma forma aceitavel.
Relativamente ao segundo mandamento, enuncia-o assim:

2° Mandamento: Saber a matéria

continuando depois da seguinte forma:

. 0 interesse é pois condicdo “sine qua non”, uma condicdo necessaria,

indispensavel; mas, por si sé, ndo é uma condicdo suficiente. Nao ha interesse nem
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existem métodos de ensino que permitam explicar aos alunos um assunto que o

professor ndo percebe de uma forma clara.

Polya apresenta também um “esquema” de resolucdo de problemas de Matematica
suficientemente divulgado e, de resto, semelhante a outros esquemas que outros auto-
res tém vindo a apresentar sobre 0 assunto e que a seguir reproduziremos pela sua
especial aplicacdo ao caso da resolucao de problemas em Geometria. O proprio Polya
recorre muitas vezes a problemas de geometria para ilustracdo dos seus modelos que
apelida de generalizaveis a Matematica e cuja leitura e estudo sugerimos ao leitor. As
guatro fazes de resolucéo de um problema de Matemética, segundo Polya, séo:

1. Compreensao do problema

Sobre a compreensao diremos que esta se deve desenvolver como um todo, isto é,
interessa garantir que o aluno que vai resolver determinado problema consiga apreender
todo o seu enunciado; dando ao aluno algum tempo para “interiorizar” o problema que
Ihe foi colocado, fazendo perguntas directas do tipo “o que é que pretendemos saber?”
ou “guais os dados do problema?” ou ainda “que condi¢des temos no problema?”, o
professor pode eficazmente perceber se o aluno compreendeu ou ndo o problema que
se prop@e resolver antes de comecar a fazer calculos ou a referir formulas, de forma
anarquica, sobre o mesmo. Um bom treino para o desenvolvimento desta fase é o recur-
so a problemas, ditos, de reconstrugao; por exemplo:

O aluno relembra um problema a sua escolha e a sua resolucdo; depois o
professor altera o “desenho” drasticamente - da-lhe outro sélido, roda a figura, altera
as letras, etc. - e pede novamente ao aluno que resolva este “novo” problema,
comecando por estabelecer um enunciado apropriado.

2. Estabelecimento de um plano

Sobre o estabelecimento de um plano diremos que agora sim, pode fazer sentido
“partir’ o enunciado, reformula-lo em termos mais simples por forma a, por exemplo,
torna-lo semelhante a outro problema que ja se resolveu; salientamos também o artigo
indefinido que é utilizado nesta fase: “um”; o que significa que, eventualmente, existem
muitos possiveis planos que se podem estabelecer e, portanto, o aluno devera ser
deixado livremente neste seu estabelecimento de “um” plano de resolugéo.
Acrescentaremos ainda que esta segunda fase €, provavelmente, aquela que envolve
mais trabalho sendo muito dele frequentemente mental e que, consequentemente, é de
muito dificil avaliacdo. Um conselho para a avaliagdo desta fase é “impedir” os alunos de
usarem apagadores e, em vez disso, passarem a tragar os planos que vao abandonando

tendo sempre o cuidado de referirem o porqué desse abandono. Desta forma, os
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cadernos dos alunos podem - ainda que, aparentemente mais desorganizados - consti-
tuir instrumentos de estudo e de verdadeira revisdo de matérias leccionadas de valor
muito grande para o préprio aluno; serdo, como facilmente se deduz, verdadeiros
elementos de estudo individualizado. Um bom treino para o desenvolvimento desta fase
€ o recurso a problemas com vérias resolugdes; por exemplo:
Provar que existe uma Unica perpendicular a uma recta e que passa por um
ponto exterior a esta.

3. Execucéo do plano

Sobre a execucdo do plano comegaremos por referir que sendo, tradicionalmente, a fase
mais realcada na resolucao de problemas em matematica esta ndo é, na realidade, de
forma alguma a mais importante; reveste-se, normalmente, de um caracter mecanicista e
manual ja que a manipulacdo mental ja foi feita na fase anterior e a solidificagdo dos
conhecimentos assim como a certeza desta execuc¢do serdo atestadas na fase seguinte.
4. Verificacdo
Finalmente sobre a verificacdo, temos a impresséo de que esta fase deveria revestir
na pratica comum de cada resolucdo de cada problema de geometria um caracter de
“obrigatoriedade”. E nesta fase da resolucdo de problemas que, como referimos
anteriormente, se consolidam conhecimentos, se estabelecem as certezas e também se
descobrem novos problemas. Um bom treino para a implementacdo sistematica desta
fase é o recurso a sofismas geométricos (problemas que, de alguma forma, parecem
estar correctamente resolvidos, mas que se assim fosse significariam ser verdades
coisas que sabemos serem falsas); por exemplo:
Um desenho que “prove” que num dado ponto de uma recta se podem tracar

DUAS perpendiculares a essa recta.

4., José Sebastiao e Silva

O professor José Sebastido e Silva deixou-nos uma obra didactica que considera-
mos obrigatdria para qualquer pessoa que, nomeadamente em Portugal, esteja interes-
sada no Ensino da Matematica. No seu “Guia para a utilizacdo do Compéndio de
Matematica” editado em 1975 pelo GEP, escrevia assim, nomeadamente sobre o
método heuristico que defendemos no ensino da Geometria Analitica, em particular, e

que nos absteremos de comentar por serem recomendacdes suficientemente claras:
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O método heuristico (da descoberta) s6 ao principio podera parecer mais
moroso... a crianga que aprende a nadar com flutuadores, aprende na realidade
mais devagar e pior ainda que ilusoriamente pareca aprender mais depressa...

SO errando se aprende verdadeiramente. Ai daqueles que ndo aprendem a
custa da experiéncia propria...

O treino... ndo deve de modo algum confundir-se com mecanizagao (pratica
onde o aluno é habituado a ndo pensar)... por meio de receitas aplicadas sem
conhecimento de causa.

Para o desenvolvimento do espirito critico, é essencial encorajar o aluno a
discusséo livre e disciplinada...

O professor deve... estabelecer dialogos com os alunos e estimular a
imaginacdo destes, de modo a conduzi-los... a redescoberta.

Alunos e professor devem assumir as aulas de uma forma descontraida que
afaste, tanto quanto possivel, a ideia da nota que ird ser atribuida no final do

periodo.

5. Pierre van Hiele

Os cinco niveis tedricos de desenvolvimento em Geometria inicialmente propostos
por Pierre van Hiele (reconhecimento, analise, ordem, deducéo e rigor) ndo apare-
cem, na pratica, necessariamente disjuntos. De resto o préprio autor posteriormente
reduziu para trés estes niveis por meio de uma jungéo dos trés ultimos. Para van Hiele
estes niveis sdo atingidos a partir de um ensino e de experiéncias de aprendizagem
especializados e ndo dependem, como para Piaget, de questdes cronoldgicas de maturi-
dade. Dai o estabelecimento de comparacfes entre esta teoria e a de autores russos,
alguns dos quais ja citados anteriormente.

Identificar-se-80 entdo os seguintes trés niveis que, de acordo com a terminologia
que ja adoptdmos anteriormente designaremos, para efeitos de aplicacdo directa aos
contelidos programaticos oficiais para o 10° ano de escolaridade (e ndo para a formacéo
a longo prazo que van Hiele refere), por:

1° Factos - o aluno relembra (estuda coerentemente pela primeira vez, se for caso
disso) as definicbes geométricas basicas a partir da exploracdo de actividades diversi-
ficadas como as que sédo referidas noutra seccdo deste texto; este reconhecimento sera

pois feito por meio actividades experimentais segundo uma metodologia heuristica e
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com consideracgdes visuais, verbais, graficas, manipulativas e escritas, quando for caso
disso;

2° Propriedades - O aluno estabelece uma andlise - comparando, associando,
dividindo, etc. das partes componentes e dos atributos dos entes geométricos de modo a
chegar ao estabelecimento das propriedades;

3° RelagBes - O aluno chega finalmente as relagdes especificas entre a Algebra e a
Aritmética e a Analise com a Geometria; esta entdo a aprender Geometria Analitica,
utilizando um raciocinio l6gico/dedutivo que néo é obrigatoriamente formal.

Usar-se-ao0 sempre materiais diversificados e recorrer-se-4, sempre que se justifi-
gue, ao uso de calculadoras graficas e/ou computadores.

A formacdo de conceitos geométricos faz-se, apesar desta adaptagdo especifica
que fizemos,

ao longo de periodos de tempo relativamente grandes e requerem um ensino

especifico;
pelo que ndo pretendemos dizer que, no 10° ano de escolaridade, os alunos adquirirdo
todos os conhecimentos das formas geométricas, das suas propriedades e das suas
relacbes. Afinal os alunos ja passaram por 9 anos de escolaridade e, muitos deles, terdo
ainda mais alguns anos para serem instruidos em geometria. O que pretendemos
transmitir aqui foi que é possivel os alunos estejam, muito provavelmente, deficientes em
conhecimentos geomeétricos elementares, justificando-se por isso um tratamento
especifico a custa da utilizacado dos mais diversos materiais e problemas concretos como
diagnostico desta situacdo e como alicerce para uma um “rigor” e um formalismo

posteriores ao Ensino Secundario.

Avaliacéo

A avaliacdo desempenha um papel quase sempre preponderante na area do Ensino
da Matemética e constitui um campo de problemas para professores e alunos.

Mudancas curriculares em Matematica trazem, como seria de imaginar, questfes de
avaliacdo subjacentes que, por sua vez, costumam desencadear as pressbes e as

forcas que também d&o origem a mudancas curriculares; isto é, trata-se de um circulo,
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em Educacdo Matematica, onde a avaliacdo € simultaneamente causa e efeito para as
mudancas.

Ao longo deste texto temos, de uma forma implicita, sugerido formas de avaliacao
mais diversificadas do que as que tradicionalmente implementamos no nosso ensino; a
Geometria é, em particular, um tdpico fértil para a organizacdo de projectos de
investigacdo, elaboracdo de “portfolios”, implementacdo de avaliacdo informal, etc. cuja
supervisao estara, como se espera, sempre a cargo do professor. Supervisor, orientador,
educador e tutor sdo classificacBes desejaveis para o professor de Geometria que
transmitem também, implicitamente, formas de avaliagdo menos formais do que as
habituais e que consideramos de implementacéo desejavel.

A fundamentagdo tedrica sobre avaliagdo em Matematica é suficientemente
abundante para que, a partida, a possamos relatar neste texto; resumimos entao
algumas das recomendacdes fundamentais que nos parecem poderem os professores
de Geometria implementar, nomeadamente:

1. A concepcédo da avaliagdo em Geometria como um processo publico, participativo e
dindmico; em vez de secreto, exclusivo e fixo.

2. O uso dos resultados da avaliacdo para assegurar que cada aluno tenha
oportunidade de desenvolver o seu potencial; em vez de o comparar com 0s outros.

3. A coeréncia da avaliacdo com o curriculo e com a instrugcdo; em vez de a tratar
como parte independente.

4. O uso de multiplas fontes de evidéncia; em vez de considerar poucos dados
guantificaveis para gerar os resultados da avaliagdo.

5. A viséo dos alunos como participantes activos; em vez de objectos de avaliagao.

6. A consideracdo da avaliagdo como um processo continuo e recursivo; em vez de
algo esporadico e conclusivo.

Sugerimos pois diversificadas formas de avaliacdo onde se

valore o melhor de cada aluno;

e onde se acentue a tendéncia para abarcar o maximo repertério possivel das

habilidades de cada aluno.
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GEOMETRIAS E SUA HISTORIA

1. Geometria e Historia da Geometria: porqué?

O ensino da geometria tem sofrido muitas vicissitudes nos ultimos decénios,
tanto a nivel elementar como superior, e ndo apenas em Portugal. O resultado final de
tais vicissitudes tem sido, genericamente, a impreparagédo de docentes e discentes para
as coisas da geometria e a criacdo de um grande espaco vazio ou "terra de ninguém"
onde pululam as mais variadas teorias sobre os conteddos e os métodos mais
adequados para colmatar as grandes falhas na formacdo geométrica que todos ou
guase todos, entretanto, reconhecem como graves e a necessitar de reparagéo urgente.

Independentemente dos contelidos programaticos dos Guias elementares ou
superiores, é certo, porém, que uma preparacdo adequada dos docentes passa por um

estudo da(s) geometria(s) que contemple, pelo menos, 0s seguintes aspectos:

1. um pouco de Histéria da Geometria e da sua relacdo com outras areas matematicas,
nomeadamente a Algebra elementar, desde as origens heuristicas (egipcios e
babilénicos), passando pelo desenvolvimento e sistematizacdo durante o periodo
helenistico (axiomatica de Euclides) e cobrindo, a tragos largos, desenvolvimentos
posteriores (0 problema das paralelas) até ao descobrimento das geometrias
ndo-euclidianas no século XIX;

2. o estudo, relativamente desenvolvido, de alguma apresentacdo moderna (axiomatica)
dos fundamentos da geometria euclidiana e, possivelmente, de elementos de alguma
ou algumas geometrias ndo euclidianas, hiperbdlica, esférica, projectiva, ... Em
particular, é imprescindivel o conhecimento dos resultados basicos sobre o papel do
axioma de paralelismo (na versdo de Playfair, para a geometria plana: para toda a
recta r e ponto P ndo em r, existe uma Unica paralela a r passando por P), a
congruéncia e a semelhanca de tridngulos e sobre circunferéncias e tangentes,
angulos inscritos, areas e volumes elementares, etc., que sdo instrumentais nas
aplicacdes e na resolucdo de inimeros e variados problemas, bem como um pouco

de geometria s6lida;
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3. o conhecimento funcional de estruturas geométricas concretas como as chamadas
(modelos de) geometrias finitas e, muito particularmente, do plano e do espaco
euclidianos, sob o ponto de vista analitico (isto €, da geometria analitica em tais
espacos);

4. o conhecimento das transformacdes geométricas e seus grupos, no plano e no

espaco euclidianos, suas propriedades, pontos e rectas invariantes e classificacao.

Todavia, devemos ter em conta que a maioria dos actuais e futuros docentes de
matematica nao tiveram Guias formativos que cobrissem todos os tépicos anteriores ou,
sequer, uma percentagem significativa de tais topicos, e ndo é certamente de esperar
que os adquiram por excepcional intuicdo a partir dos fragmentos dispersos que podem
consultar nos manuais escolares. Dai a necessidade imperiosa de investir algum esforco
na aprendizagem autodidacta através de algumas leituras bem escolhidas.

Este Guia vai um pouco na sensibilizacdo para essas faltas, sobretudo, nesta
parte, no sentido de encaminhar o leitor interessado para algumas visitas guiadas a
manuais e outros elementos de estudo criteriosamente escolhidos nos quais encontrara,
para além das matérias cientificas pertinentes, elementos de natureza ludica, aplicacGes
interessantes, e inimeros problemas de diferentes graus de dificuldade para utilizar na
sala de aula, na certeza de que a Geometria é a seara das mais ricas e gostosas

colheitas.

2. Um pouco de historia

2.1 Origens da geometria

A geometria tem origem provavel na agrimensura ou medicdo de terrenos, no
Egipto antigo, segundo o historiador grego Herddoto (Séc. V a.C.), mas é certo que
muitas outras civilizagcdes antigas possuiam conhecimentos de natureza geométrica, da
Babilonia a China, passando pela civilizagéo Hindu. O termo "geometria" deriva do grego
geometrein, que significa medicao da terra (geo = terra, metrein = medir).

Em tempos recuados, a geometria era uma ciéncia empirica, uma colecgcédo de
regras praticas para obter resultados aproximados. Os babil6nicos, entre 2000 e 1600
a.C., consideravam o valor de =n (razdo entre o perimetro e o didmetro de uma
circunferéncia) como sendo igual a 3, valor este que também se encontra mencionado

em escritos chineses antigos e é utilizado por arquitectos romanos, apesar de alguns
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povos como os judeus e os egipcios conhecerem aproximacdes melhores, como 2% e

2
(1%)".
Os geOmetras egipcios acertavam, por vezes, no resultado correcto, como no
caso do calculo do volume de um tronco de piramide de base quadrada, outras vezes

erravam grosseiramente, como na area de um quadrilatero convexo arbitrario, calculada

como se fora um rectangulo [produto das semisomas das medidas dos lados opostos,
que corresponde a formula 4 (a+c)(b+d)]. Os babilénicos eram bastante mais

avancados que 0s egipcios em aritmética e éalgebra e conheciam bem o famoso
Teorema de Pitagoras, cuja primeira demonstracdo é atribuida aos pitagéricos muitos
séculos mais tarde, e o seu reciproco.

Mas é sem dulvida com os geémetras gregos, come¢ando com Téles de Mileto
(c. 624-547 a.C.), que a geometria é estabelecida como teoria dedutiva. A intuicdo, a
descoberta empirica e a experimentacao tém o seu lugar, mas € o raciocinio dedutivo, a
demonstracéo ou dedugéo a partir de hipoteses conhecidas ou admitidas que estabelece
a veracidade das proposi¢cdes geométricas. O trabalho de sistematizacdo em geometria
iniciado por Tales é continuado nos séculos posteriores, nomeadamente pelos
pitagéricos. Pitdgoras (c. 572-497 a.C.), apo6s longas viagens pela Babilénia e Egipto,
estabeleceu-se em Crotona, cidade grega no sul da Italia, por volta de 530 a.C., onde
fundou um culto religioso e filoséfico que cultivava a purificacdo do espirito através da
musica e da matematica. S8o mais conhecidas as descobertas e atribulacfes da escola
pitagérica com os numeros, nomeadamente, com a descoberta dos incomensuraveis [a
diagonal de um quadrado é incomensuravel com o lado, o que quer dizer que a razéo
entre o comprimento da diagonal e o comprimento do lado ndo é exprimivel como uma
fraccéo de inteiros (positivos)] e o consequente descalabro da escola pitagérica. O poder
(e a magia) dos numeros sdo elementos essenciais da crenca pitagérica na
racionalidade do universo mas, admitindo apenas inteiros (positivos) e suas razées [ou,
como se diz modernamente, niUmeros racionais (positivos)], tal descoberta pds em causa
os fundamentos filosoficos da escola e determinou o seu encerramento. Como diz o
historiador Proclo (410-485): «E sabido que o homem que primeiro tornou publica a
teoria dos irracionais pereceu num naufragio, para que o inexprimivel e inimaginavel
nunca fosse revelado.»

Nao existem documentos matematicos de producdo pitagoérica, nem é possivel

saber-se exactamente a quem atribuir a origem das descobertas matematicas dos

35



GEOMETRIAS E SUA HISTORIA

pitagéricos na aritmética e na geometria, mas o essencial das suas contribuicbes
geométricas consta nos Elementos de Hipdcrates de Quios (o0 matematico, ndo o médico
homaénimo) por volta de 400 a.C., também perdido para a historiografia mas sistema-
tizado nos Livros | a IV dos Elementos de Euclides um século mais tarde. A aritmética
dos pitagéricos, por seu turno, esta contida no livro VII do famoso tratado de Euclides,
engquanto o livro V contém uma resolugcédo do problema dos incomensuraveis com uma
nova teoria das proporcdes atribuida a Eudoxio de Cnido (c. 408-355). Euddxio é um
dos maiores matematicos da antiguidade, juntamente com Arquimedes, e um dos expo-
entes da Academia fundada por Platdo (c. 429-347 a.C.) em Atenas no ano de 387 a.C.
Na Republica, Platdo expde a sua concepgdo da matematica como «uma
actividade mental mais valiosa do que mil olhos, pois so através dela pode a verdade ser
apreendida». Os sentidos sO percepcionam sombras de coisas reais (alegoria da
caverna). Para corrigir os erros dos sentidos, somente o pensamento dialéctico,
exercitado através do estudo da mateméatica. Como exemplo pertinente de aplicagdo do
método socratico, percursor do método indirecto (reductio ad absurdum) Platéo citava a

famosa demonstracdo de incomensurabilidade da diagonal do quadrado com o lado

(que, modernamente, se exprime pela irracionalidade de \/E ).

d?=2
1
N&o existem inteiros positivos
m,ntaisqued=m/n

Figural

A pertinéncia deste exemplo consiste na observacdo de que a referida
incomensurabilidade nunca poderia ser descoberta a partir de observacdes ou medi¢des
experimentais, as quais estdo sempre sujeitas a um erro maior ou menor. A matematica,
portanto, € um produto do puro pensamento discursivo — as suas verdades sao
estabelecidas pelo raciocinio dedutivo e ndo pela verificagdo experimental. Isto ndo quer
dizer, obviamente, que as nog¢des e teorias mateméticas ndo sejam motivadas por, ou
tenham aplicacdes em coisas praticas, mas apenas que estes aspectos sdo em algum
sentido estranhos aos requisitos e critérios matematicos intrinsecos. Esta concepgéo é
exemplarmente desenvolvida pelo discipulo da escola platénica, Euclides de Alexandria
(c. 323-285 a.C.), no tratado Elementos, em treze volumes ou livros publicado por volta

de 300 a.C. Euclides baseia-se nos seus predecessores gregos: os pitagéricos, nos
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livros I-1V, VII e IX, Arquitas no livro VIII, Eudéxio nos livros V, VI e XIl e Taeteto nos
livros X e Xlll. Mas Euclides ndo se limita a expor as teorias destes mestres. No que
respeita a geometria, Euclides organiza as matérias de um modo sistematico a partir de
primeiros principios e definicdes, procedendo ao desenvolvimento por via dedutiva.
Inaugura assim, de maneira brilhante que domina o mundo matematico durante mais de
vinte séculos, o chamado método axiomatico. Analisaremos com mais pormenor o traba-
Iho de Euclides na secc¢éo seguinte. Terminamos esta sec¢cdo com algumas referéncias
a outros grandes matematicos do periodo helenistico.

Arquimedes de Siracusa (c. 287-212) é o segundo grande matematico da
chamada primeira escola de Alexandria. Os seus escritos s8o em regra concisos, mas
plenos de originalidade. A sua obra prima é o tratado Da esfera e do cilindro contendo,
entre outros, o célebre resultado de que a razé@o entre as areas da superficie de uma
esfera e de um cilindro no qual a esfera esta inscrita é igual a %, e é também igual &
razdo entre os respectivos volumes. Num importante documento escrito, na forma de
uma carta dirigida a Eratéstenes (bibliotecario no Museu de Alexandria) recuperado num
antiquario em 1887, publicado em 1906 por Heiberg e conhecido por O Método,
Argquimedes descreve como descobria os seus resultados. Os argumentos que utilizava
— decomposicao de superficies e soélidos em faixas ou fatias infinitesimais e sua
colocagdo judiciosa nos pratos de uma alavanca interfixa, entre outros — s&o
percursores das técnicas sofisticadas do calculo integral moderno. Num desses
argumentos, sendo conhecidos o volume do cone e do cilindro de bases circulares,
Arquimedes equilibra uma esfera e um cone circular (com altura e raio da base iguais ao
diametro da esfera) com quatro cilindros circulares (também com altura igual ao diametro

da esfera e raio da base igual ao raio da esfera) para deduzir a formula do volume da

esfera (V =4 xzxr®).

O SIS
D — |

2a A a

Figura 2

Todavia, Arquimedes ndo confia no rigor justificativo dessas técnicas, por isso,

ao publicar os seus resultados, fa-los acompanhar de demonstracfes no estilo
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euclidiano classico, usualmente pelo método de exaustdo e compressdo (uma dupla
reducdo ao absurdo).

Um exemplo de uma heuristica infinitesimal (utilizada por Kepler no séc. XVII)
para descobrir a relagdo entre a area ( A) e o perimetro (P) de um circulo de raio  é
a seguinte. Imagine-se um poligono regular inscrito na circunferéncia do circulo com um
ndmero muito grande de lados, e tirem-se raios do centro da circunferéncia para os
vértices, formando um ndmero igual de pequenos tridngulos cujas bases séo os lados do
poligono. Se o nimero de lados for infinitamente grande®, cada lado é infinitamente
pequeno, o poligono confunde-se com a circunferéncia e a altura de cada triangulo
confunde-se (é infinitamente proxima de) com o raio I da circunferéncia. Assim, a area

de cada triangulo é praticamente igual a
1 1
> x (base) x (altura) = 5 x (base) xr,

a area da regiao poligonal é a soma das areas de todos estes triangulos e confunde-se

com a area do circulo.

Figura 3

Ora, somando todas as areas triangulares, a soma das bases da o perimetro P

da circunferéncia, donde A =3 x P x r . O resultado esta correcto!

! Entidades numéricas infinitamente grandes e pequenas (infinitesimais) foram utilizadas
heuristicamente desde a antiguidade, e especialmente durante os séculos XVII e XVIII pelos
matematicos que precederam e pelos que contribuiram para o estabelecimento e desenvolvimento
do calculo infinitesimal modernos, como Newton, Leibniz, Euler, etc. O seu estatuto ontologico
foi sempre objecto de divida e polémica e, na segunda metade do século XIX, durante a chamada
rigorizagdo ou aritmetizacdo da Andlise, foram postos de lado a favor da teoria dos limites.
Todavia, durante a década de 60 teve lugar a sua reabilitacdo e justificacdo rigorosa na chamada
Andlise Nao-standard criada pelo matematico e légico A. Robinson.
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O terceiro expoente da primeira escola de Alexandria é Apolénio de Perga (c.
262-190), um quarto de século mais novo do que Arquimedes. Apolonio estudou e
permaneceu em Alexandria, tendo sido cognominado "O Grande Geometra" pelo seu
tratado Conicas, a Ultima obra prima da matematica grega em oitos volumes, dos quais
apenas o ultimo chegou até nés. Num outro trabalho, Tangéncias, discute o seguinte
problema, que ficou célebre: dadas trés figuras planas, cada uma das quais € um ponto,
uma recta ou uma circunferéncia, determinar as circunferéncias tangentes as trés figuras
dadas.

O periodo aureo da matematica grega declina a partir do terceiro século a.C.,
particularmente ap6s a morte de Ptolemeu Il em 221 a.C. e a agitacdo politica e social
que culmina com a destruicdo parcial do museu/biblioteca de Alexandria. Nos trés
séculos seguintes sdo apenas dignos de mencéo pelas suas contribuicbes matematicas
Hiparco de Niceia (c. 180-125 a.C.), astronomo e fundador da trigonometria, por
necessidade de oficio, e o gedmetra Menelau de Alexandria, ja no final do primeiro
século da era cristd. No século Il desta época sdo de mencionar o astronomo Claudio
Ptolemeu, cujas obras Almageste e Geografia dominam os estudos astrondmicos
durante muitos séculos. Entre 250 e 350 assiste-se a um ressurgimento dos estudos
matematicos em Alexandria, com Herdo, matematico, fisico e comentador dos
Elementos, Diofanto, autor da Aritmética, e Papo, outro comentador de Euclides e
historiador da geometria. Mencionem-se ainda Tedo (c. 364), editor dos Elementos, a
sua bela e desventurada filha Hipacia (370-415), comentadora dos trabalhos de
Apolénio, Ptolemeu e Diofanto, vitima do fanatismo cristdo inflamado por Cirilo, patriarca
de Alexandria e, finalmente, Proclo (410-485) que estudou em Alexandria mas mudou
para Atenas, tornando-se director da Academia. O seu comentario ao livro | dos
Elementos contém valiosa informagdo sobre a histéria da geometria pré-euclidiana. O
ultimo director da Academia ateniense foi Damasco que, com o seu discipulo Simplicio,
conseguiu fugir para Bagdade quando o imperador Justiniano encerrou aquela
instituicdo em 529, alegadamente por motivo do ensino pagdo e perverso que ai se

ministrava. Esse ano marcou o inicio da Idade das Trevas.
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2.2 A Geometria de Euclides

O quadrivium era constituido pelas disciplinas de Aritmética, Harmonia
(matematica da musica), Geometria e Astrologia, que toda a pessoa culta devia estudar,
desde finais da era dos pitagéricos. Euclides escreveu sobre todos estes assuntos,
sendo os Elementos a parte da sua obra que contempla a aritmética e a geometria.
Embora os Elementos tenham algumas deficiéncias ldgicas, pelos padrées actuais, tais
deficiéncias passaram despercebidas durante mais de dois milénios. O movimento
critico iniciou-se talvez nos finais do séc. XVII, com John Wallis (1616-1703),
continuando um pouco difuso durante o século seguinte, com o abade jesuita Saccheri
(1667-1733) e os matematicos Lambert (1728-1777) e Gauss (1777-1855), mas € ja
bem dentro do século XIX que a critica a Euclides se assume até as Ultimas
consequéncias, culminando quer na proposta de geometrias alternativas (Bolyai,
Lobachewski, Riemann), quer numa completa revisdo dos fundamentos da geometria
euclidiana (Pasch, Pieri, Hilbert), quer ainda no surgimento de novas concepc¢des sobre
a classificacdo das geometrias (Félix Klein). A par destas criticas e inova¢des, mudou
também a concepcdo dos mateméaticos sobre a natureza da matemética e a metodologia
das teorias mateméticas. Nada disto retira valor a monumental obra de Euclides. Como
dizem Borsuk e Szmielew: «Se o valor de um trabalho cientifico pode ser medido pelo
tempo durante o qual se mantém a sua importancia, entdo os Elementos de Euclides sao
a obra cientifica mais valida de todos os tempos.»

Como a maioria dos treze livros que compdem os Elementos, o Livro | comeca
com uma lista de definicdes (23, ao todo) sem qualquer comentario. Na realidade, as
primeiras definicdes da lista sdo simplesmente explicacdes ou descricdes para beneficio
do leitor, que ndo chegam a ser utilizadas posteriormente. Euclides utiliza o termo "linha"
no sentido englobante de "linha curva" (de comprimento finito), e "linha recta" onde
diriamos "segmento”. Algumas outras diferencas podem ser assinaladas: o que Euclides
chama "tridngulo" chamamos actualmente "regido triangular", define "circulo" mas
refere-se a "circunferéncia" (linha que limita um circulo) sem ter dado a definicdo, etc.
Reproduzimos apenas algumas das referidas definicdes, modernizando e comentando
quando possivel a terminologia em inser¢cdes contidas entre "[ ]'. Mais adiante, os
termos geométricos que utilizamos neste Guia serdo objecto de definicbes préprias.
Chama-se a atencao para o facto de a geometria de Euclides exposta nos Elementos ser
uma geometria sintética, quer dizer, sem nimeros (v. adiante).

2.2.1 Algumas definicbes de Euclides
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Um ponto é o que ndo tem partes.
Uma linha é uma extensdo sem largura.

As extremidades de uma linha sdo pontos.

R

Uma linha recta [segmento] é uma linha que assenta a direito com os pontos sobre

ela.

o

Um angulo plano é a inclinagao entre duas linhas num plano que se encontram [numa
extremidade comum] mas néo estdo contidas numa linha recta.

E quando as linhas contendo o angulo séo linhas rectas, o angulo diz-se rectilineo.
Quando uma linha recta cai numa linha recta de modo a fazer iguais os angulos
adjacentes, cada um dos angulos diz-se recto, e a linha recta que cai sobre a outra
diz-se perpendicular a ela.

9. Um angulo obtuso é um angulo maior do que um angulo recto.

10. Um angulo agudo é um angulo mais pequeno do que um angulo recto.

11. ...

12. Um circulo é uma figura plana limitada por uma linha de tal modo que todas as
linhas rectas que caem nela partindo de um mesmo ponto situado dentro da figura
sdo iguais.

13. E o ponto é chamado o centro do circulo [e a linha que limita o circulo € uma
circunferéncia, e as linhas rectas que caem nela partindo do centro séo os raios].

14. Um diametro de um circulo é uma linha recta passando pelo centro do circulo e
terminando na circunferéncia do circulo, bissectando o circulo.

15. ..

16. Linhas rectas paralelas s&o linhas rectas que, contidas num mesmo plano e
prolongadas indefinidamente em ambos os sentidos jamais se encontram.

Nas definicbes que omitimos Euclides define superficie, semicirculo e diversas
figuras rectilineas como triangulos e quadrilateros de diferentes formas. Euclides
reconheceu a necessidade de proposicdes primitivas (isto €, ndo demonstradas — v.
adiante) mas ndo de conceitos primitivos, isto &, nao definidos, por isso deu as
definicdes que precedem. Todavia, como é aparente, as primeiras sete, pelo menos, ndo
seriam consideradas definices no sentido moderno e, curiosamente, ndo séo utilizadas

por Euclides em nenhuma ocasiéo.
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2.2.2 Postulados e NocGes Comuns

A seguir as defini¢bes, no Livro |, aparecem os Postulados e as NogGes Comuns
ou Axiomas, por esta ordem. Os Postulados sdo proposic6es geométricas especificas.
"Postular" significa "pedir para aceitar". Assim, Euclides pede ao leitor para aceitar as
cinco proposi¢cdes geométricas que formula nos Postulados. Os trés primeiros séo, na
realidade, construcdes com régua e compasso. A régua € o "instrumento” que efectua a
primeira construcdo, e 0 compasso € o "instrumento" que efectua a construgédo referida
no terceiro postulado. Visto de outra maneira, podemos dizer que os postulados 1 e 3
fornecem-nos os instrumentos basicos de toda a geometria de Euclides — a régua (ndo
graduada) e o compasso. Apenas podemos conjecturar por que razdo Euclides apenas
considerou estes dois instrumentos, quando matematicos anteriores e posteriores a ele
consideraram também outros instrumentos: eram tudo quanto Euclides necessitava para

a teoria basica ou "elementar" dos Elementos.

Construir uma linha recta de um ponto a outro ponto.
Prolongar continuamente uma linha recta numa linha recta.
Construir um circulo [uma circunferéncia] com centro e raio dados.

Todos os angulos rectos séo iguais.

R

Se uma linha recta cai em duas linhas rectas de forma a que os dois angulos internos
de um mesmo lado sejam [em conjunto, ou "soma'] menores que dois angulos rectos,
entdo as duas linhas rectas, se forem prolongadas indefinidamente, encontram-se
num ponto no mesmo lado em que os dois angulos sdo menores que dois angulos

rectos.

Os comentarios que tém sido feitos a estes postulados ao longo dos séculos
encheriam um grosso volume, particularmente no que respeita ao termo "continuamente”
no segundo postulado e especialmente no que respeita ao Ultimo, chamado o postulado
de paralelismo (de Euclides). O quarto postulado é notavel, na sua aparente
simplicidade, pois encerra o significado profundo da "homogeneidade" do espago: 0s
angulos rectos num certo lugar (digamos, no planeta Terra) sdo iguais aos angulos
rectos noutro lugar qualquer (digamos, na Lua). Visto de outra forma, Euclides pretende
estabelecer um angulo padrdo ou unidade fundamental para os angulos. O termo
"iguais" aqui utilizado (bem como na definicdo 15) deve ser entendido de um modo

especial, que modernamente é expresso pelo termo “"congruentes" e, no ensino
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elementar, costuma ser expresso pelo termo "geometricamente iguais": significa
intencionalmente "mesma forma e grandeza" (o que quer que seja que isto significa).
Aos postulados seguem-se as Nog¢Bes Comuns ou Axiomas. S&o cinco
proposigbes supostamente de conhecimento geral e universalmente aceites. As trés
primeiras sdo de natureza ldgica (como “coisas que sao iguais a uma mesma coisa Sao
iguais”). A quarta (“coisas que coincidem uma com a outra sdo iguais”) tem sido
considerada como contendo implicita a ideia de movimento rigido que permite a Euclides
deslocar (mentalmente) as figuras de uma posi¢cdo para outra sem alterar forma ou
dimensBes de modo a que, em caso de sobreposicdo, elas se consideram “iguais".
Finalmente, a quinta (“o todo é maior do que a parte”) ndo é problematica desde que se
limite as aplicacdes que Euclides tem em vista ou a grandezas fisicas como medidas de
segmentos, angulos, areas e volumes. Ela ndo se aplica, por exemplo, aos cardinais de
conjuntos infinitos, mas esta € uma aplicacdo que estava de todo fora do pensamento de

Euclides.

2.2.3 Proposicoes do Livro |

As NogBes Comuns seguem-se quarenta e oito Proposicdes, a maioria das quais
(mas ndo as respectivas demonstracdes) dataria dos tempos primérdios da matematica
grega. A existéncia de pontos é assumida tacitamente, constituindo, por isso, uma fonte
de critica dos comentadores modernos. A existéncia de linhas rectas [segmentos] e de
circulos [e circunferéncias] é assegurada pelos postulados. Para além destas entidades
bésicas, a existéncia tem de ser demonstrada. Euclides sabia que a definicdo de uma
entidade ndo implica a sua existéncia. As trés primeiras proposi¢cdes sdo outros tantos
problemas ou constru¢cdes. Ao enunciado segue-se a demonstracdo (construcdo) da

entidade requerida.

I.1. Sobre uma linha recta dada, construir um tridngulo equilatero.

I.2. Aplicar num ponto dado (como extremidade) uma linha recta igual a uma linha recta
dada.

I.3. Dadas duas linhas rectas desiguais, separar da maior uma linha recta igual a mais

pequena.

A demonstracdo de Euclides da Proposicdo I.1 € a mesma que fazemos, hoje
em dia, excepto num ponto, literalmente falando: nenhum postulado de Euclides permite
justificar que as duas circunferéncias se cortam de facto! Aqui, como em outras

circunstancias, Euclides parece basear-se na intuicdo sobre as figuras geométricas
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desenhadas, para justificar a construcao efectuada. Isto € uma falha grave. Na realidade,
nas versdes modernas da Geometria Euclidiana (a ndo confundir com a geometria de
Euclides exposta nos Elementos!), s6 é possivel demonstrar rigorosamente o referido
teorema bem para diante, apos o estudo das propriedades de continuidade das figuras
geométricas. A existéncia dos pontos de interseccdo das duas circunferéncias € um
facto néo trivial que envolve consideragBes totalmente ausentes nos Elementos.
Euclides utiliza o termo "iguais" com diferentes significados, ao longo dos Elementos, e
cabe ao leitor moderno desta obra distinguir uns significados de outros, conforme o

contexto.

Proposicao 1.1

Hip: dado o segmento [AB].

. Tese: construir C tal que o
. [ABC] é equilatero.

Figura 4

A proposicdo 1.2 seria enunciada, hoje em dia, do seguinte modo: Dados um
segmento [BC] e um ponto A, existe um ponto D tal que [AD] € congruente com [BC].
Uma aplicagéo desta proposicao resulta numa extenséo da utilizagdo do compasso dado
pelo postulado 3. Com efeito, para construir uma circunferéncia, este postulado exige
gue seja dado um ponto (0 centro) e outro ponto ou um raio — € um compasso
colapsivel, que s6 pode ser usado uma vez com aquele centro e ponto ou raio. Mas, por
1.2, ja bastara dar o centro e outra linha recta (isto €, um segmento) qualquer, pois
podemos sempre construir um raio "igual" a linha recta dada. Vem a propdésito referir
que, modernamente, em matematica, "existéncia" nao € sinénimo de "ser possivel
construir'. Todavia, as demonstracdes de existéncia de Euclides (aquelas que ele faz)
sdo todas construtivas, quer dizer, mostram como construir, com régua € compasso, as
entidades que se afirma existirem.

O "jogo" das construgcdes com régua e compasso € um dos mais antigos e
interessantes, tendo aliciado muitos matematicos e amadores de todas as épocas.
Interessantes pelo desafio que colocam, importantes pelas questdées de fundo que
revelam. Trés problemas classicos desafiaram os melhores matematicos durante

séculos, a saber:
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1. O problema da quadratura do circulo: construir um quadrado com &rea igual a um
circulo dado;

2. 0 problema da trissec¢do de um angulo arbitrario: dividir um angulo qualquer em trés
partes iguais;

3. o problema da duplicagdo do cubo: construir a aresta de um cubo com o dobro do

volume de um cubo dado.

A dificuldade destes problemas esta na imposicdo feita aos métodos ou
instrumentos admissiveis para a sua resolucdo: régua (ndo graduada) e compasso, em
conformidade com o principio da parciménia de Platdo. Sem esta restricdo, muitas foram
as solu¢des encontradas, utilizando os mais variados instrumentos (curvas especiais
como a Quadratriz de Hipias, etc.), alguns concebidos de propésito para esse fim.
Todavia, com a restricdo referida, nunca ninguém conseguiu resolver um s6 dos trés
problemas. O que impedia a sua resolucao néo era, porém, a falta de empenhamento ou
de engenho, mas sim o facto, desconhecido, da sua impossibilidade. Efectivamente, o
desenvolvimento da Algebra e da Analise durante o século passado permitiu demonstrar
gue aquelas construcdes sdo impossiveis de realizar com os instrumentos referidos.
Regressemos, por agora, a descri¢cdo dos Elementos de Euclides.

A proposicdo 1.4 que enunciamos a seguir € modernamente conhecida por

Teorema Lado-Angulo-Lado (abreviadamente: LAL) por razdes Obvias.

I.4. Se dois tridngulos tém dois lados iguais a dois lados, respectivamente, e os angulos
neles contidos iguais, entdo também tém o outro lado igual ao outro lado, os
tridngulos sdo iguais, e os restantes angulos séo iguais aos restantes angulos,

respectivamente, nomeadamente, os que sdo opostos aos lados iguais.

Esta é a primeira proposicdo do Livro | que ndo depende das trés constructes
gue a precedem. Nao é explicito o que Euclides entende por angulos iguais, nem por
triangulos iguais. Além disso, a demonstragdo de Euclides assume tacitamente que uma
linha, num dado plano, tem dois lados (semiplanos), o que é uma propriedade de
separagcdo no plano tornada explicita somente no século XIX, e utiliza a ideia de
sobreposicéo supostamente validada pela Nocdo Comum 4. Na realidade, é antes uma
espécie de reciproca desta Nocdo Comum que parece estar em jogo, e que ndo é facil
de precisar. As axiomaticas modernas para a Geometria Euclidiana contornam a

dificuldade admitindo (LAL) como um axioma. A versdo moderna desta proposicdo é a
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seguinte, utilizando o simbolo "=" para exprimir congruéncia (de segmentos, de angulos
e de ftriangulos). A definicdo de triangulos congruentes contém a Ultima parte do
enunciado correspondente a 1.4 [em triangulos congruentes, lados homélogos (quer

dizer: correspondentes) sao congruentes e angulos homélogos séo congruentes].

Teorema (Critério LAL, Euclides 1.4) Dados os triangulos AABC e ADEF, se [AB] = [DE],
/BAC = ZEDF e [AC] = [DF], entdo AABC = ADEF?.

Ha outras falhas e omissGes em Euclides que tém de ser compensadas, e
foram-no efectivamente nas axiomaticas modernas. Fundamental, também, é a relacédo
estar (situado) entre, instrumental, por exemplo, na definicdo sintética de segmento: o
segmento [AB] é o conjunto dos pontos A, B e todos os pontos P tais que P esta entre
AeB’.

Damos um salto na descricdo do Livro |, para as proposi¢des 1.27 e 1.28, que
envolvem a nocdo de paralelismo de linhas rectas (num plano). Nestas proposicdes
Euclides enuncia o chamado Teorema dos Angulos Alternos-Internos e um seu corolario.
E o teorema que diz que se dois angulos alternos-internos (v. Figura 5) determinados por
duas linhas rectas (r e s) e uma transversal comum (t) forem iguais, entdo as duas
linhas rectas sdo paralelas. Este teorema € utilizado, por exemplo, para construir uma
paralela a uma linha recta dada (construindo t perpendicular a r e, depois, s
perpendicular a t, de tal modo que os dois &ngulos alternos internos séo rectos).

Até aqui, Euclides nunca utilizou o postulado 5. E na demonstracdo da
proposicédo 1.29 (a reciproca de 1.27), que aquele postulado é utilizado pela primeira vez,
diz-se que com alguma relutancia. Esta proposicdo afirma que se as rectas r e s com
transversal comum t forem paralelas, entdo os angulos alternos-internos sdo iguais

[implicagdo r || s = a = b na figura].

> Note que a notacdo AABC = ADEF pressupde tacitamente que a correspondéncia entre os
vértices € A->D, B&>E, Co>F. Isto determina a correspondéncia entre os restantes elementos dos
tridngulos: o lado [AB] corresponde ao lado [DE], o &ngulo ZA corresponde ao £D, etc.

% Escreve-se A-P-B para exprimir que P esta entre A e B.. Usando a distancia euclidiana, esta
nog¢do pode-se definir por A=B e AB = AP + PB. Denotamos por PQ o comprimento do segmento

[PQ].
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[o}]

a=b=r|ls
/ s

Figura 5

Nenhuma outra proposi¢cdo matematica foi tdo controversa ao longo dos séculos
como aquele postulado, mas esta histéria merece ser tratada numa secc¢éo a parte.

O Livro | termina com as proposi¢des 1.47, o famoso Teorema de Pitagoras, e a
sua reciproca 1.48 (tantas vezes mais Util). Vale a pena recordar o enunciado original da

primeira.

Teorema de Pitagoras (Euclides 1.47) Em tridngulos recténgulos, o quadrado sobre o

lado oposto ao angulo recto é igual aos quadrados sobre os lados contendo o angulo

recto.

Aqui, o termo "igual" é utilizado com um novo significado (introduzido, alias, na
proposicdo 1.35 sem qualquer aviso prévio), significando, numa primeira aproximacao,
“igual em area” (o termo moderno é “equivalente”). Mas devemos ter cuidado e ndo
pensar que isto quer dizer exactamente o mesmo que hoje em dia. Por exemplo, quando
Euclides diz “quadrado” esta a pensar mesmo num quadrado geométrico € ndo no
quadrado do comprimento do lado. Com efeito, ndo devemos perder de vista que a
geometria de Euclides € uma geometria sintética, como ja se disse, e se é verdade que
muitos jovens do ensino secundario e seus professores sdo capazes de demonstrar
facilmente (?) o teorema pitagdrico na versdo numeérica habitual, jA € duvidoso que
conhecam a demonstracdo de Euclides! Nas proposicdes 1.35 a 1.46 Euclides prepara
pacientemente o caminho que conduz ao teorema pitagdrico pelo método de disseccéo
de uma figura em "pedagos”, que podem ser reagrupados para produzir uma outra figura
equivalente (isto €, com a mesma area). Desta proposicdo existem, alids, mais de trés
centenas de demonstragdes.

A figura que acompanha a demonstragéo de Euclides é a seguinte.
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G
H
F C
b
a K
A c |[J |[B
D 3 E
Figura 6

2.3 O problema das paralelas

Como se disse anteriormente, o quinto postulado de Euclides foi, desde o inicio,
objecto de polémica, principalmente por ndo possuir, aparentemente, 0 mesmo grau de
"evidéncia" que os restantes postulados. Observe-se que, até ha pouco mais de cem
anos, a "auto-evidéncia" (digamos fisica) de um postulado era uma condi¢cao necessaria
da sua aceitacdo. Euclides somente o utilizou da Proposicdo 1.29 em diante. A geometria
de Euclides sem o quinto postulado é chamada geometria absoluta. Proclo (410-485),
cujos comentdrios constituem uma das principais fontes de informacdo sobre a
geometria dos gregos, criticou aquele postulado nos termos seguintes: «Este postulado
deve ser mesmo riscado da lista, pois € uma proposicdo com muitas dificuldades que
Ptolemeu, num certo livro, se prop6s resolver... A assercdo de que as duas linhas rectas,
por convergirem mais e mais a medida que forem sendo prolongadas, acabam por se
encontrar, é plausivel mas ndo necessaria.»

Como ilustracdo do seu pensamento, Proclo da o exemplo de um ramo de
hipérbole que se aproxima mais e mais da assimptota sem nunca a encontrar. O
exemplo pode ndo convencer algumas pessoas que objectam que o referido ramo de
hipérbole nao é "rectilineo”. Todavia, haveria que definir "rectilineo" com precisado, o que
néo é facil nem foi feito na antiguidade, e a solugdo moderna (em geometria diferencial)
ndo vem refutar o exemplo como se poderia julgar. Em todo o caso, o que é importante

assinalar € que o comentario de Proclo permite imaginar conclusGes e desenvolvimentos
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diferentes dos de Euclides — a possibilidade antevista por Préclo é possivel na
geometria hiperbdlica!

Préclo acrescenta: «E claro, portanto, que devemos procurar uma demonstragéo
da presente proposicdo, e que esta € estranha ao caracter especial dos postulados.»
Bem se procurou demonstra-lo, ao longo dos séculos. E claro que, para ser convincente,
uma demonstracdo do quinto postulado deve ser conduzida sem ele, isto é, na
geometria absoluta. E se fosse possivel demonstra-lo nesta geometria, entdo esta
geometria compreenderia toda a geometria de Euclides. Todas as tentativas, por
matematicos de todas as grandezas e épocas foram goradas mas, em geral, alguma
coisa nova se aprendeu com cada fracasso. Mais precisamente, a deteccdo do "erro”
traduziu-se, quase sempre, na descoberta de uma proposicdo que se revelou ser
equivalente ao postulado 5, proposicdo essa que, inadvertidamente ou tacitamente os
gedmetras introduziram nos seus argumentos.

A primeira tentativa de que ha conhecimento é a de Claudio Ptolemeu de
Alexandria (nada a ver com a dinastia ptolemeica). O argumento de Ptolemeu peca por
circularidade, pois ele admite que ndo pode existir mais de uma paralela a uma linha
recta dada, suposicdo esta que é equivalente ao que ele queria demonstrar. Com efeito,
a existéncia de paralelas é demonstravel na geometria absoluta [postulados 1 a 4] — é a
unicidade que é a fonte de todos os problemas. Préclo tenta corrigir o argumento de

Ptolemeu , mas o argumento de Préclo, como o de Ptolemeu, € circular.

2.4 Tentativas modernas e 0 aparecimento das geometrias ndo-euclidianas

Os exemplos acima ilustram o cuidado que devemos ter ao lidar com a nocéo de
paralelismo. As imagens ou visdes que possuimos sobre duas rectas paralelas apenas
podem ser justificadas na geometria euclidiana. Em particular, a nocéo de paralelismo é
sintética, ndo métrica: num dado plano, as rectas r e s sao paralelas, e escreve-se
r|s,seeséser=sou r e s ndotém pontos comuns. S6 na geometria euclidiana é
que paralelismo é equivalente a equidistancia, e s6 pelo confronto com alternativas
nao-euclidianas é possivel entender bem o que é, realmente, a geometria euclidiana. Do
mesmo modo que os astros, no firmamento, s6 sao visiveis a noite, gracas ao contraste
luminoso.

Mencionemos outro exemplo de uma tentativa frustada de contornar o postulado
5 de Euclides, desta feita por John Wallis (1616-1703), matematico britanico antecessor

de Isaac Newton. Walllis desistiu da pretensdo de demonstrar o postulado de paralelismo
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de Euclides na geometria absoluta, mas prop0s substitui-lo por outro mais plausivel a
partir do qual fosse possivel demonstrar aquele. Assim, removiam-se as objeccdes ao
quinto postulado e nada se perdia da geometria de Euclides. O postulado que Wallis

propds é o seguinte:

Postulado de Wallis: Dados um tridngulo AABC e um segmento [DE], existe um

triangulo ADEF semelhante ao triangulo dado.

Dois triangulos dizem-se semelhantes sse * for possivel estabelecer uma
bijeccdo entre os respectivos vértices de tal modo que &angulos homodlogos (ou
correspondentes) sdo congruentes.

Prova-se, na geometria euclidiana, que em triangulos semelhantes, lados
homologos (ou correspondentes) sdo proporcionais. Na figura seguinte esta

esquematizado o que isto significa, modernamente, em termos numéricos”>.

A D Em tridngulos semelhantes, lados
b homologos séo proporcionais
c = f e
a _b _c
Ba C d e f
E d F
Figura 7

Em termos informais, o postulado de Wallis afirma que qualquer tridngulo pode
ser "ampliado” ou "reduzido" sem distorcéo, tanto quanto se queira. Tudo isto esta certo,
mas escapou a Walllis o facto seguinte: é que o quinto postulado de Euclides implica, por
sua vez, o postulado de Wallis, de modo que os dois postulados sdo, afinal,

equivalentes. O que aconteceu com a tentativa de Wallis aconteceu com muitas outras

* Abreviatura de “se e sO se”.

> Devemos esclarecer que, para 0s matematicos gregos na antiguidade, uma razdo entre duas
magnitudes da mesma espécie (dois segmentos, duas figuras planas ou dois sélidos) a : d, que
modernamente escrevemos 3, tem um significado qualitativo e ndo quantitativo, quer dizer, é
interpretada como uma relagdo entre as magnitudes e ndo como representando um ndmero. Assim,
por exemplo, e reportando-nos a mesma figura, a propor¢do a: d:: b : e significa que o segmento
[BC] esta para [EF] assim como [AC] esta para [DF], e isto é inteligivel mesmo que nao saibamos
medir 0s comprimentos dos segmentos em causa, tal como ¢é inteligivel dizer-se que um segmento
cabe duas vezes noutro, ou que é trés vezes maior do que outro sem que, para dizer isso,
necessitemos de os medir exactamente. Este é outro aspecto da geometria sintética que, por vezes,
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(por matematicos como Saccheri, Clairaut, Legendre, Taurino e Lambert, entre outros):
proposicbes mais ou menos O6bvias, evidentes ou plausiveis, intencionalmente
destinadas a substituir mas implicando o quinto postulado de Euclides sdo, afinal de
contas, equivalentes a este. Em 1763 o jovem G. S. Klugel submeteu uma tese de
doutoramento em que identificava 28 pseudo-demonstra¢cdes do quinto postulado na
geometria absoluta, e manifestou a davida de que fosse possivel fazer uma tal
demonstracao. Isto levou o matematico e enciclopedista francés d'Alembert a referir-se a
situagdo como o0 "escandalo da geometria“. Mencionemos, a titulo de curiosidade,
algumas das proposicfes (da geometria plana) que se mostrou serem equivalentes ao

postulado de paralelismo de Euclides:

(A) O reciproco do teorema dos angulos alternos-internos.

(B) A proposicéo 1.30 dos Elementos: duas rectas paralelas a uma terceira recta sdo
paralelas entre si.

(C) O postulado de Playfair: por um ponto exterior a uma recta passa uma € uma so
paralela.

(D) Uma recta perpendicular a uma de duas rectas paralelas € perpendicular & outra.
(E) As mediatrizes de dois lados de um tridngulo intersectam-se.

(F) Por quaisquer trés pontos ndo colineares passa uma circunferéncia.

(G) Uma recta cortando perpendicularmente um lado de um &angulo agudo corta o
outro lado.

(H) A proposicdo 1.32 dos Elementos: a soma das medidas dos angulos de um
tridngulo é igual a © (ou 180°, conforme a unidade que se utilize).

(I) A medida de um angulo externo de um triangulo é igual & soma das medidas dos
dois angulos internos remotos.

(J) Um triangulo inscrito numa semicircunferéncia é rectangulo.

(K) Se o angulo ZABC é recto, entdo B esta sobre a circunferéncia de diametro [AC].
(L) A Hipdtese dos angulos Rectos de Saccheri ou, equivalentemente: existe um
rectangulo.

(M) Existem duas rectas equidistantes.

(N) Se trés dos angulos de um quadrilatero sdo rectos, entdo o quarto angulo
também é recto.

(O) O postulado de Wallis.

por simples comodidade notacional, ndo é aparente nas formulacfes modernas de alguns
resultados classicos.
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Tudo isto sugere fortemente que o postulado de paralelismo de Euclides ndo é
consequéncia dos restantes e que a geometria euclidiana ndo se pode reduzir a
geometria absoluta. E leva-nos a reverenciar ainda mais o génio de Euclides nesta
matéria. Mas a sugestdo é uma coisa e a demonstracdo € outra. Serd possivel
demonstrar de alguma maneira que o quinto postulado de Euclides ndo é consequéncia
dos restantes? Se for possivel tal coisa, tratar-se-a certamente de uma demonstragéo de
um tipo nunca antes visto nem suspeitado. Os tempos ndo estavam ainda maduros para
tal possibilidade.

O padre jesuita G. Saccheri (1667-1733) foi talvez o primeiro a ensaiar uma
abordagem inteiramente nova. No seu ultimo livro Euclides ab omni naevo vindicatus
tentou utilizar a técnica da reducdo ao absurdo, admitindo a negacdo do postulado de
paralelismo de Euclides com vista a obter algum absurdo ou contradi¢cdo. Centrou o seu
estudo em certos quadrilateros, conhecidos por quadrilateros de Saccheri, com dois
angulos rectos na base (digamos, A e B) e os lados adjacentes congruentes ([AD] e
[BC).

AD=BC

A — B
Quadrilatero de Saccheri

Figura 8

Facilmente se prova na geometria absoluta que os angulos no topo (lado oposto
a base) sao também congruentes (isto €, os angulos C e D). Ha, entédo, trés casos a
considerar:
e Caso 1: os angulos do topo sao rectos;
e Caso 2: os angulos do topo séo obtusos;

e Caso 3: os angulos do topo sdo agudos.

No primeiro caso [a Hipétese dos angulos Rectos no enunciado (L) acima, sob
uma forma equivalente], o quadrilatero ABCD sera um rectangulo. Saccheri pretendeu
mostrar que este € o Unico caso possivel (caindo, assim, na geometria euclidiana),
mostrando que qualquer um dos outros casos conduz a uma contradi¢cdo. Do caso 2 sai,

efectivamente, uma contradicdo (com um teorema da geometria absoluta, o Teorema de
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Saccheri-Legendre, de que a soma dos angulos de um tridangulo € menor ou igual a
180°). Porém, por mais que tentasse, Saccheri ndo conseguiu extrair uma contradigédo
do caso 3. Tudo quanto conseguiu foi uma grande lista de resultados "estranhos" (por
exemplo: a soma das medidas dos angulos de um triangulo é menor que n).
Completamente frustado e esgotado pelo esforco, Saccheri exclama, em jeito de
concluséo: «A hipétese dos angulos agudos (caso 3) é absolutamente falsa, pois é
repugnante a natureza da linha recta.»

Estranha conclusédo para um trabalho matematico brilhante. Sem o saber,
Saccheri tinha descoberto a geometria néo-euclidiana! O trabalho de Saccheri
permaneceu ignorado durante século e meio. Outros grandes matematicos, como Karl F.
Gauss (1777-1855), o "Principe das Matematicas", redescobriram e desenvolveram a
geometria em bases semelhantes as de Saccheri (quer dizer, negando o quinto
postulado), sem nunca chegarem a uma contradicdo. Receando a ridicularizacdo pelos
seus contemporaneos, Gauss nada publica sobre estas questdes que vinha estudando
desde os 15 anos de idade. Numa carta a W. Olbers, em 1817, diz: «Estou cada vez
mais convencido de que a necessidade da nossa geometria [euclidiana] ndo pode ser
demonstrada, pelo menos nao pela razdo humana, nem por culpa dela. Talvez, numa
outra vida, consigamos obter a intuicdo sobre a natureza do espaco que, no presente, é
inatingivel.»

Outros, mais ousados, ndo recuaram perante o estranho mundo novo que se
abria a seus olhos. Apesar de avisado insistentemente por seu pai para nao prosseguir
no "mar morto infernal" das paralelas, o jovem hungaro Janos Bolyai (1802-1860)
admite a negacdo do postulado de paralelismo de Euclides como uma hipétese néo
absurda (e sem o intuito de buscar um absurdo a partir dela), isto €, como um novo
postulado, a juntar aos postulados habituais da geometria absoluta. O seu trabalho é
publicado em 1831, num apéndice de 26 paginas ao livro Tentamen da autoria de seu
pai. Pela mesma época, e trabalhando independentemente, o jovem russo Nicolai
Lobachewski (1792-1856) publica em 1829 a sua versdo da geometria nao-euclidiana a
gual chama, primeiramente "imaginaria" e depois "pangeometria”. Actualmente, esta
geometria é chamada geometria hiperbdlica.

A mera publicacdo dos trabalhos de Bolyai e Lobachewski ndo garantiu a
nenhum destes matematicos o reconhecimento que mereciam. Pelo contrario,
permaneceram praticamente ignorados durante mais de trinta anos. O que eles

propunham era simplesmente inconcebivel e contrario a teoria kantiana do espaco que
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dominava (e domina ainda, em muitos aspectos) a filosofia do conhecimento. Para Kant,
0 espago existe intuitivamente na mente humana e os postulados euclidianos séo juizos
a priori impostos a mente sem 0s quais ndo é possivel qualquer raciocinio coerente
sobre o espacgo. Ora, a geometria hiperbodlica aparece como uma geometria para qual
ndo se enxerga nenhum "espago" possivel e, a existir um tal "espago”, ele ndo seria
deste mundo e ndo seria, portanto, objecto de conhecimento. Novos desenvolvimentos
na matematica e na fisica teriam de surgir para se fazer justica a todos os pioneiros das
novas geometrias. O que estava em jogo era, hada mais, uma revolugdo no pensamento
matematico, e ndo apenas em geometria. A natureza da matematica e, em particular, da
geometria, teria de ser repensada. O método axiomatico modelado nos Elementos de
Euclides teria de ser revisto e ampliado no seu ambito e aplicabilidade. O espaco fisico
tridimensional, motivacao privilegiada das concepc¢des euclidianas, perderia para sempre
o privilégio do reinado absoluto nas interpretacoes fisicas das teorias geométricas. Tudo

isto acontece, ou comecga a acontecer, nos anos sessenta do século passado.

3. Demonstrando...

Vamos ilustrar, através de alguns exemplos simples, a natureza da
demonstracdo em geometria. Uma vez que ndo apresentamos uma axiomatica onde o
desenvolvimento da geometria seja sistematizado como é habitual em alguns tratados
(tradicdo que remonta a Euclides!) teremos o cuidado de enunciar previamente os
pressupostos a partir dos quais se fardo as justificacdes necessarias. Além disso, €
suposto que o leitor esta ciente dos significados dos termos geométricos utilizados,
nomeadamente, dos conceitos recta, semi-recta, segmento, tridngulo,
perpendicularidade de rectas ou segmentos, mediatriz de um segmento, ponto médio de
um segmento, angulo, angulo de um tridngulo, bissectriz de um angulo, etc. Um angulo

ZABC denota-se simplesmente /B, se ndo houver possibilidade de confuséao.

SuposicOes ou pressupostos

1. Critério Lado-Angulo-Lado (LAL) de congruéncia de triangulos.
2. Critério Angulo-Lado-Angulo (ALA) de congruéncia de tridngulos: se dois triangulos
tiverem um lado e os angulos adjacentes congruentes a um lado e os &angulos

adjacentes, respectivamente, entdo os triangulos sdo congruentes.
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Teorema 1 (Pons Asinorum®) Os angulos da base de um triangulo isésceles séo

congruentes.

Explicacdo preliminar. Explicitemos:
Hipotese: E dado o AABC com AB = AC.
Tese: /B = «£C.

E convencéo tacita chamar base ao lado desigual de um triangulo is6sceles. Os
pressupostos 1 e 2 sdo 0s Unicos que nos habilitam a provar que dois segmentos ou
dois angulos sédo congruentes. Isto leva-nos a procurar, partindo dos dados, dois
tridngulos que envolvam os angulos B e C separadamente. Isto pode-se obter tracando
[AD] perpendicular a [BC], mas 0s n0oss0s pressupostos ndo nos permitem provar que
os triangulos AABD e AACD sdo congruentes. Se, porém, tracarmos [AD] de modo a

bissectar o ZA ja poderemos completar o argumento.

A

B D C
Figura 9
Demonstrag&do. Tracemos [AD] de modo a bissectar o ZA’, e pensemos nos triangulos

AABD e AACD. Entéo
AB = AC, por hipétese,

® Nome dado a esta proposicdo na Idade Média, significando “ponte dos burros” devido a forma
da figura geométrica que acompanha a demonstracdo de Euclides e, também, devido ao facto de
representar um grau de dificuldade maior do que as proposi¢cdes precedentes dos Elementos,
pondo a prova a capacidade do aprendiz em prosseguir no estudo da geometria euclidiana.

" Esta passagem é, na verdade, mais subtil do que pode parecer. O problema é garantir que a
bissectriz do ZA corta o lado oposto num ponto D entre B e C. Para provar isto rigorosamente é
necessario saber lidar com o conceito estar (situado) entre e as propriedades das figuras que
dependem deste conceito, ausente formalmente (mas ndo intuitiva e implicitamente) nos
Elementos de Euclides e ausente também, devido & sua intrinseca subtileza e dificuldade, nos
tratamentos elementares da geometria. No caso preciso em questdo, o resultado é conhecido por
teorema da barra transversal: se D é um ponto interior ao angulo ~BAC, entdo a semi-recta
[A—D] corta o segmento [BC] num ponto interior a este (isto &, num ponto entre B e C).
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/BAD=/CAD, por construcéo, e
AD=AD,
logo AABD=AACD, pela suposi¢do 1 (LAL). Isto significa, em particular, que £B=</C,

como queriamos demonstrar.[

Da conclusdo AABD = AACD podemos extrair, também, que os angulos ZADB e
/ADC sdo congruentes e, por serem suplementares adjacentes, que [AD] é
perpendicular a [BC]. Além disso, D é o ponto médio de [BC] — este é o contelido do
teorema seguinte que, a bem dizer, € um corolério do teorema 1, e cuja demonstracao
fica como simples exercicio. O teorema 3 é igualmente consequéncia do que precede,
mais exactamente, da suposi¢éo 2 e do teorema 1 acima demonstrado, e fica também
como exercicio. O leitor deve, em todo o caso, formular com cuidado as hipéteses e a
tese, com letras relativas a certa figura a desenhar que ilustre a situagéo, a semelhanca

do que se fez na explicacdo a seguir ao enunciado do teorema 1.

Teorema 2 Num tridngulo is6sceles, a bissectriz do Angulo oposto a base corta esta ao

meio.[]

Teorema 3 Num triangulo isésceles, a semi-recta com origem no vértice oposto a base

que passa pelo ponto médio da base é a bissectriz do angulo oposto a base.l

No exemplo seguinte enunciamos correctamente um teorema e fazemos uma
demonstracdo incorrecta. Trata-se de descobrir 0 passo incorrecto e corrigi-lo. A
incorreccdo em causa € um exemplo de petitio principii (“peticdo de principio” ou

“circularidade”, quer dizer, utilizar na demonstracé@o aquilo que se quer demonstrar).

Teorema 4 Se um lado de um triangulo é cortado ao meio por uma perpendicular que

passa pelo vértice oposto, entdo o tridngulo é isésceles, tendo por base aquele lado.

Hipoteses: dados o AABC e um ponto De[BC] tal que [AD] L [BC] e BD = CD.
Tese: AB = AC.
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B D C

Figura 10

“Demonstracdo”. Nos triangulos AABD e AACD tem-se

Z/BDA = ZCDA, porque [AD] L [BC], por hipétese

BD = CD, por hip6tese

/DBA=/DCA, porque se dois lados de um tridngulo sdo congruentes, 0s
angulos opostos sdo congruentes, donde

AABD = AACD, pelo critério (ALA) (suposicao 2).

Entdo, pela definicdo de congruéncia de triangulos, vem AB = AC, como

gueriamos demonstrar.[

Outras vezes é a figura, ndo o argumento, que é faltosa, na medida em que, por
nao corresponder as condicdes ou hipbdteses enunciadas ou a constru¢do supostamente
feita na demonstracdo, induz em erro. O que acontece, provavelmente, é o argumento
apoiado na figura “faltosa”® n&o demonstrar efectivamente nada do que se pretendia, ou
demonstrar uma falsidade absoluta. Existem muitos exemplos de argumentos falaciosos
baseados em figuras falseadas, por exemplo, aquele que se baseia na figura seguinte,
onde é suposto que o ponto O € a interseccao de uma perpendicular ao lado [AB] no
ponto médio M com a bissectriz do ZACB, com vista a mostrar que todos os triangulos
sdo isosceles. O leitor provara isto (nomeadamente, que AC = BC) sem dificuldade a
partir dos dados da figura (onde, do ponto O saem linhas perpendiculares aos outros

lados e linhas para os outros vértices).

® Todas as figuras geométricas desenhadas sdo faltosas, de uma maneira ou de outra, pois sdo
sempre aproximadas. Nao é de mais repetir que a correc¢do de um argumento ndo se pode basear
nunca numa figura mas sim, em Ultima anélise, na utilizacdo correcta das definicdes, postulados
ou suposic¢Bes admitidas e nas proposi¢des anteriormente demonstradas.
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Figura 11

Mesmo dando o desconto de que as figuras nunca podem ser perfeitas e o que
interessa € o raciocinio, a questado é que a figura esta distorcida a ponto de sugerir uma
situacdo (e consequente argumentacdo) na verdade impossivel: o ponto O, construido
como se indica, nunca ficaria no interior do triangulo (e pode-se prova-lo)!

Damos seguidamente uma demonstracdo do Teorema de Pitagoras, baseada

em triangulos semelhantes e no resultado euclidiano seguinte, como pressuposto:

Teorema 5 A altitude® relativa & hipotenusa divide um triangulo rectangulo em dois

triangulos semelhantes entre si e semelhantes ao triangulo dado.

c=c +¢C D

Figura 12

De acordo com a figura acima, o teorema afirma que sdo validas as
semelhancas AABC ~ AACD, AABC ~ ACBD e AACD ~ ACBD™, donde resultam as

proporcdes

° Nome que se da ao segmento da perpendicular tirada de um vértice para o lado oposto, também
chamado (uma) altura, embora este termo signifique mais propriamente o comprimento da
altitude.

0 Tal como para a congruéncia de tridngulos, a notacdo pressupde que 0s vértices se
correspondem pela ordem em que séo escritos: A<>C, C<>B e D<D.
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respectivamente. A partir destas propor¢des interessa obter uma relacdo entre a, b e

C, sabendo que C=C, +C,. Obtemos, do primeiro grupo de proporgées, CxC, = b?,
e do segundo grupo CXC, = a’ , donde, somando membro a membro,

cx(c, +¢,)=a’+b*, ou seja, c>* =a’ +b*, que corresponde exactamente ao

enunciado do Teorema de Pitagoras.[]

Terminamos esta sec¢do com algumas questdes relativas a areas e volumes,
emanantes dos chamados principios de Cavalieri. Bonaventura Cavalieri (1598-1647) foi
discipulo de Galileu e é conhecido principalmente por ter redescoberto e desenvolvido o
método dos indivisiveis tdo do agrado (como método de descoberta) de Arquimedes,
aplicado a é&reas e volumes, nos tratados Geometria indivisibilus continuorum nova
guadam ratione promota (Geometria, promovida de uma nova maneira pelos indivisiveis
dos continua) e Exercitationes geometricae sex (Seis exercicios geométricos). A ideia
basica de Cavalieri € a de encarar uma figura plana (sé6lida) como composta de
segmentos (secgOes) paralelos(as) — os indivisiveis da figura — e explorar esta ideia
através de dois principios gerais para comparar areas e volumes. A razao da inclusédo
desta matéria reside no facto de tais principios serem de grande interesse didactico para
obter resultados que, de outra maneira, sé se poderiam justificar com recurso ao célculo

integral moderno®. O primeiro principio, relativo a figuras planas, enuncia-se:

I. Se duas figuras planas compreendidas por duas linhas rectas paralelas sao tais que
quaisquer dois segmentos determinados numa e noutra por uma recta paralela
aquelas estdo numa certa razdo constante, entdo as areas das duas figuras estao

nessa mesma razao.

llustra-se o caso de um circulo com raio a e uma elipse com eixo maior de

comprimento 2a, e mostrar-se-a, aplicando o | Principio, como determinar a area da

. . P . 2
elipse, conhecida a area do circulo (ra”).

v, por exemplo, o Cap. 19 da monografia de MOISE e DOWNS referida na Bibliografia.
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| Principio de Cavalieri

=

—a—

9

A“%, A %

wm H

s A
s A
Figura 13

Para descobrir a razdo entre os comprimentos s e s vamos utilizar um
pouco de geometria analitica, nomeadamente, as equacdes cartesianas da
circunferéncia e da elipse num referencial cartesiano, colocadas como na figura
seguinte. Sem perda de generalidade, estabelecemos a razdo entre as ordenadas
positivas y; e Yy, de dois pontos, um sobre a circunferéncia e outro sobre a elipse,
respectivamente, correspondentes a uma mesma abcissa X (de modo que s=2y;, s =
2y,, respectivamente). Vamos supor, além disso, que o comprimento do eixo menor da

elipse é 2b.

Figura 14

Ora, como sabemos, as equag8es cartesianas da circunferéncia e da elipse séo

2 2

2 2 2 X y

X"+y =a-, a—2+b—2:1
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respectivamente, donde, resolvendo em ordem a y e aproveitando apenas o valor
positivo, vem

b\/a2 —x?

a

2

Y. = a’-x?, Y, =

respectivamente, logo obtemos

Yy
Y

que é, também, a razdo entre as areas ( A e A') das duas figuras planas. Como

a
o

A = 7 a*, obtemos finalmente

'—=—xgza’=rab.
a

Demonstrar em geometria € um mundo que apenas afloramos. Ao longo dos
tempos, novos métodos foram utilizados, sendo a geometria analitica um dos que deu
muitos contributos a demonstracdo. Essa e outras partes das geometrias e sua Historia

ficam por contar aqui, deixamo-las ao leitor através da bibliografia.
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Comentéarios

e O item 2 introduz os chamados postulados métricos da régua e transferidor, como
alternativa as exposic¢des tradicionais de geometria sintética. Em forma de manuais
para o ensino elementar foram publicados os livros 3, 21 e 26, todos eles escritos por
professores universitarios em colaboragdo com professores do ensino secundario, de
que 9, 19, 21 e 27 constituem interessante e acessivel complemento. Os livros 8, 15,
25, 31 e 33 sdo de nivel universitario.

e O ponto de vista sintético (Euclides) é exposto de forma elementar em 15 e, de
forma mais avancada, em 17, 20 e 30. O livro de Hilbert é a referéncia moderna para
este ponto de vista. A obra de Euclides esta magistralmente traduzida e comentada
em17.

e Os livros 10, 11 e 15b contém muita geometria de indole mais moderna.
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e Os Principios de Anastacio da Cunha sado de interesse sobretudo histérico mas
merecem a melhor atencdo pela qualidade do conteldo matemaético (geometria
euclidiana). Para a histéria geral das geometrias consulte-se 6, 7, 15 e 32.

e O livro 8 contém uma descricdo dos diferentes sistemas axiomaticos para a
geometria, e pequenos capitulos de geometria euclidiana (a Euclides) e
nédo-euclidiana (& Lobatchewski), além de uma introducdo as geometrias finitas e as
transformacgdes geométricas. Sobre este Ultimo assunto sdo de recomendar 23a e 32.
¢ Os Elementos de Euclides, com figuras interactivas, estdo disponiveis na Internet:

http://alephO.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html.

e O ponto de vista analitico (geometria analitica) pode ser consultado em obras
como 1, 29, 31 e 32. Este Gltimo trata principalmente de transformacdes geométricas
em diferentes estruturas geométricas (plano euclidiano, esfera, plano projectivo real,
plano hiperbdlico real (semiplano de Poincaré)).

e A recomendar um unico livro, de entre todos os referidos, pela sua exceléncia

cientifica e didactica, escolheriamos a monografia 26 de MOISE e DOWNS.

Frases para meditar:

e Do fisico E. Mach: «Conheci um professor, alids excelente pedagogo, que
obrigava os seus alunos a acompanhar todas as demonstracbes com figuras
incorrectas, de acordo com a doutrina de que a ligagdo I4gica dos conceitos, ndo a
figura, € que era essencial.»

e «Ao estudar geometria, € muito importante desenhar figuras apropriadas. As
figuras ilustram qual é, provavelmente, o teorema correcto e indicam como
poderemos proceder para tentar demonstra-lo. E claro que a demonstracédo efectiva
tem de se sustentar logicamente a si mesma e ser independente das figuras. Na
geometria e, de facto, em toda a matematica, devemos ter sempre presente 0 perigo
das figuras e viver perigosamente. Facam muitas figuras!», in E. SNAPPER & R. J.
TROYER, Metric affine geometry, Dover, 1989, p. 7.
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ACTIVIDADES COMENTADAS

Resolver problemas em geometria

Problemas em geometria

Resolver problemas em geometria € uma actividade fascinante. Ndo séo
precisos muitos conhecimentos para ter acesso a problemas verdadeiramente
desafiantes e que se revelam de uma grande simplicidade quando os conseguimos
resolver. Simultaneamente, as imagens que podemos associar a esses problemas sdo
tdo fortes que nos acompanham mesmo quando o problema ja esta resolvido. E isso é
bom porque o nosso imaginario se enriquece e nos vai permitindo fazer articulagdes que
acabam por ser a ferramenta mais poderosa quando temos de resolver um novo
problema.

Esta € uma das razbes porque no ensino da geometria podemos ter uma
espécie de banco de bons problemas que sdo a base fundamental de toda a
aprendizagem.

Estes problemas conduzem-nos muitas vezes a formulacdo de novos
problemas. E importante ter em atencdo que ndo é possivel, nem desejavel, esgotar
todas as questBes que se vao colocando. Nem sempre podemos demonstrar todas as
conjecturas que se vdo fazendo, ndo interessa cair em situagbes de calculos
complicados que nos fazem desviar dos aspectos mais importantes ou que implicam
operacionalizacdo de tantos conhecimentos que se tornam praticamente inacessiveis
aos alunos. Cada professor, em funcdo dos alunos que tem, deve ponderar o

aprofundamento a dar aos problemas e as extensdes que eles permitem. Por outro lado,
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€ interessante que os professores, entre si, resolvam e discutam problemas mesmo que
estes ndo sejam para propor aos seus alunos. Para melhor conhecer os problemas e
percebermos as suas potencialidades para a aprendizagem podemos encarar cada um
deles por um ponto de vista especialmente significativo, quer da sua resolu¢éo, quer dos
conhecimentos geométricos envolvidos.

O novo programa de Matematica do 10° ano, no que se refere ao tema
geometria, considera duas partes: Resolucdo de problemas de geometria no plano e no
espaco e geometria analitica. Para o primeiro subtema, a lista de conteldos € intencio-
nalmente curta, e deixando em aberto o aprofundamento a dar aos tépicos. A leitura
cuidadosa do programa para este tema, nomeadamente da sua introducdo e indicacdes
metodoldgicas, ajuda a entender que na escolha das situacfes a explorar, e na sua
exploragdo, devemos ter sempre como pano de fundo os seguintes aspectos:

— valorizar as vantagens do recurso a visualizacao;

— valorizar os instrumentos matematicos (simetrias, propriedades, relacfes) e
tecnoldgicos que vao sendo postos a disposicdo como meios de simplificacdo e de
enriguecimento;

— evitar calculos supérfluos ou a complicacao de célculos que faz perder de vista
a visualizacdo ou as ideias geométricas;

— recorrer o mais possivel a modelos e representacdes diversas das situagoes;

— recorrer a argumentacao e explicitacdo de processos de resolugcdo, nomea-
damente na distingdo entre o particular e o geral e no papel do contra-exemplo;

— evitar demonstragGes pré-estruturadas.

No que respeita ao segundo subtema, geometria analitica, embora os contelddos
sejam mais explicitos, ha também uma preocupacdo de valorizar os aspectos de
raciocinio e evitar os calculos que afastam da visualizagdo. A geometria analitica ndo é
uma geometria, mas mais um processo para resolver problemas da geometria
euclidiana. Como tal, deve ser utilizada como um método matematico para resolver
problemas e ndo como um conjunto de conhecimentos e procedimentos a explorar em si
mesmos, desligados da sua utilidade e significado.

Assim, decidimos fazer uma lista classificada de problemas de varios tipos: de
construgdo, de contagem, de representacao, sobre cortes, com aparente falta de dados,
gue dao significado aos numeros, de proporcionalidade geométrica, de lugares geomé-
tricos, de geometria analitica, de demonstragdo, e problemas que conduzem ao estudo

de funcdes.
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N

Ndo ha qualquer ordem subjacente a classificagdo que elaboramos, nem
pretendemos enfatizar a designacédo dada ao tipo de problema, até porque ha problemas
gue podiam aparecer em varias categorias. Para cada tipo de problemas damos uma
breve explicacdo da ideia base subjacente e fazemos comentarios sobre a sua
resolucdo, as suas potencialidades e as suas ligacdes. Estes comentarios, ndo sao
exaustivos, isto €, ndo pretendem esgotar todas as maneiras de os resolver, apenas tém
como objectivo chamar a atencdo de particularidades de exploracdo interessantes,
sugerir processos de resolucdo menos comuns e apontar algumas conexdes menos
triviais.

Hoje em dia, a resolucdo de problemas em geometria tem que ser encarada com
os recursos disponiveis e com as preocupacdes metodologicas actuais. Estamos a falar
dos modelos geométricos, do computador, do trabalho de grupo e da avaliagdo que tém
que estar presentes nas opc¢les que tomamos para fazer propostas de trabalho aos
alunos. Ao planificar actividades para a geometria, € importante ter presentes todas
estas perspectivas e ter em conta que ha problemas mais adequados para introduzir e
explorar conceitos, outros para trabalhar em grupo, outros em que 0 recurso ao
computador da-lhes novas potencialidades, outros mais favoraveis para a avaliacao,
outros que podem ser mais ou menos aprofundados conforme o nivel dos alunos, outros

que estdo mais centrados no desenvolvimento de capacidades, etc.

Os modelos geométricos

O recurso a modelos geométricos no ensino da geometria é universalmente
reconhecido, de tal forma que a propria inddstria tem vindo a produzir materiais
especificamente com este objectivo e com o0 apoio de equipas de investigadores e
professores. E importante conhecer alguns deles e utiliza-los mas n&o podemos deixar
de valorizar também o papel formativo da prépria construcdo de alguns modelos, e além
disso ter em conta as condic8es financeiras das escolas. E por isso é preferivel adquirir
poucos materiais, bem seleccionados, e construir os outros com os alunos. Apontamos

aqui algumas sugestdes seguindo esta ordem de ideias.

Cartolina, acetato ou folha de plastico rigido

Estes materiais sdo bons para construir sélidos a partir das suas planificacdes.

Os modelos assim construidos ficam com as faces representadas, e se o material for
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transparente € possivel unir pontos das faces com linhas ou varetas e obter outros
poliedros com eles relacionados, diagonais, referenciais, etc.

Também se podem fazer poligonos regulares e ndo regulares de varios tipos,
com abas que servem para os unir com elasticos. Estes poligonos sdo 6éptimos para
fazer experiéncias de construcéo de poliedros, nomeadamente dos poliedros platénicos,
arquimedianos, estrelados, deltaedros, antiprismas, etc.

vinco elastico

VA

>

Para o estudo da geometria no plano também se podem construir poligonos com

estes materiais, e experimentar padrdes e pavimenta¢des, construir puzzles, etc.

( )+ + &) -

No mercado especializado ha a venda poligonos de um material plastico com

encaixes, para fazer pavimentacdes e construcdo de poliedros. Este material é de
origem inglesa, chama-se Polydron, e tem sido bastante divulgado em encontros de
professores e pela Associacdo de Professores de Matematica.

Jogo Mikado ou espetos

Para simular rectas no espaco podem ser utilizadas as varetas coloridas do jogo
Mikado ou as varetas de madeira que usualmente se vendem para pequenas espetadas.

Este material pode ser combinado com as palhinhas, como veremos a seguir.

Palhinhas
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Com as palhinhas que se usam para bebidas, e passando uma linha por dentro
delas as vezes que for preciso, podem ser construidos éptimos modelos de “esqueletos

de sdlidos”. Nos vértices, as linhas devem ter sempre um no para os fixar.

Estes modelos tém algumas vantagens. Uma delas é ver-se muito bem as
posicOes relativas de arestas e diagonais por se poder ver o soélido por dentro (as
diagonais espaciais por exemplo, que também podem ser feitas com palhinhas). Outra é
pela facilidade de representar um referencial enfiando varetas nas palhinhas ou entre
elas. Ainda é possivel obter outro tipo de rela¢des furando as palhinhas para unir alguns
pontos das arestas com uma linha esticada.

Sobre a utilizacdo deste material ha um artigo e propostas de actividades na
revista Educacdo & Matematica n° 38, “Incentivando a visualizacdo espacial através de

propriedades geométricas de tetraedros duais”, de Ana Maria Kaleff e Dulce M. Rei.

Poliedros transparentes

Para o estudo de cortes em sélidos, os modelos mais adequados séo poliedros
de acrilico transparente com uma abertura que permite introduzir um liquido colorido la
dentro. Assim, a superficie plana do liquido simula o plano de corte e se se for variando

a posicao do poliedro vai-se observando as varias possibilidades de cortes.

Este material tem sido muito divulgado pela Associacdo de Professores de
Matematica e pode ser mandado fazer em casas da especialidade ou adquirido nesta
Associagdo. Sobre as potencialidades da utilizacdo destes modelos h&d um artigo
bastante completo na revista Educac¢édo & Matemética n°® 26, “Tudo o que h4d num cubo”,

de Eduardo Veloso.
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O Computador

Nos ultimos anos tém sido desenvolvidos programas de computador especifi-
camente para o ensino da geometria — Cabri-Géometre e Geometer's Sketchpad. Estes
programas sdo ja bastante conhecidos de alguns professores, tém sido divulgados em
encontros de professores e sessfes de formacgéo, e experimentados com alunos em
situacbes de sala de aula e de clubes de Matematica. Futuramente estes programas vao
ter um peso cada vez maior no ensino da geometria, homeadamente no ensino
secundario.

As potencialidades e interesse destes programas sao de tal ordem que é
impossivel aponta-los em meia duzia de linhas e desenvolver aqui a forma de os
explorar. Chamamos a atencdo, na bibliografia, de publicagdes em portugués sobre a
sua utilizagdo e vamos assinalar, com o simbolo Y&, algumas actividades que, embora
estejam formuladas para resolver com papel e lapis, podem, com vantagens, ser explo-

radas com este tipo de software.

A avaliacéo

Num tema que se intitula “Resolucdo de Problemas” é impensavel que a
avaliacdo seja feita s6 com instrumentos do tipo dos testes tradicionais, em que as
questdes sao directas, de resposta Unica, e o que € classificado € o resultado.

A avaliacdo deve ter um grande peso formativo, deve reflectir a aprendizagem e
valorizar processos e produtos e, por isso, aparecer como uma vertente das actividades
de aprendizagem desenvolvidas dentro ou fora da aula. Muitas dessas actividades, de
investigacdo, de resolucdo de problemas, de constru¢cdo de modelos, de trabalhos de
projecto, de pesquisa histérica, etc., podem ser objecto de avaliacdo, desde que o
professor lhes associe instrumentos para isso. Por exemplo, um relatério, uma exposicao
oral, a resposta por escrito a uma ou mais questdes particulares que se levantaram
durante a actividade, uma exposicao publica de materiais produzidos pelos alunos. Todo
este tipo de trabalhos a avaliar podem ser realizados individualmente ou em grupo, na

sala de aula ou fora dela.
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Problemas de construcao

Entendemos por construcao a obtencao de figuras geométricas, no plano ou no
espaco, segundo determinadas condi¢cdes. Essa construcdo pode ser feita através de
um desenho ou de um modelo manipulavel. Actividades deste tipo, bem orientadas,
podem conduzir a descoberta de propriedades e relagdes, a formulacéo de conjecturas,
e a necessidade de as validar.

Nesta categoria integram-se muitas das actividades que podem ser desenvol-
vidas recorrendo a programas de computador. Estes programas tém grandes vantagens
em relacdo aos desenhos pelo facto das figuras serem dindmicas e poderem, por isso,

ser manipuladas.

Dizemos que um poligono esté inscrito numa figura se o0s seus vértices forem pontos da
linha que limita a figura.
Num quadrado inscreve triangulos
- um triangulo escaleno;
- um tridngulo isésceles;
- um triangulo equilatero.
Num quadrado inscreve quadrados.

B

Uma actividade aberta como esta, que admite varias solucbes, permite que 0s
alunos confrontem solucdes e estabelecam relagBes. Ndo se pretende obter uma
construcéo optima, mas sim explorar caracteristicas de cada figura para a inscrever no
guadrado. Nao é facil obter um triangulo equilatero sem recorrer as relagbes entre os
angulos. Esta actividade pode ser aproveitada para introduzir ou consolidar questdes de
trigonometria do tridngulo rectangulo.

Qual é o maximo numero de angulos agudos que um poligono convexo pode ter? E qual ‘

|

€ 0 maximo numero de angulos rectos? Justifica.

Este problema pode ser resolvido de muitas maneiras e permite recorrer a soma
dos angulos internos ou externos de um poligono. E uma boa maneira de rever estas
relagbes recorrendo a um problema novo e pouco habitual porque o que estamos a
espera é que ndo haja limite maximo para este tipo de angulos. O que acontece é que
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para poligonos com mais de 4 lados todos os angulos podem ser obtusos, mas ha no
maximo 3 angulos rectos ou 3 angulos agudos. O que se pretende é que os alunos nado
se limitem a observar alguns exemplos, mas que sejam capazes de argumentar a
veracidade da sua conclusao para todos os casos.

Utilizando poligonos regulares, constroi poliedros com faces todas iguais.
Basta que as faces sejam poligonos regulares para que os poliedros sejam regulares?
Quantos poliedros regulares consegues construir com:

- tridngulos equilateros?

- quadrados?

- pentagonos?

- hexagonos?
Quantos poliedros regulares existem? Estabelece, para cada um, as principais
caracteristicas.

Construir um conjunto de poliedros é uma das formas mais apropriadas e
atractivas para fazer experiéncias de constru¢cdo de modelos matematicos. Ao longo dos
tempos, os varios tipos de poliedros — platénicos ou regulares, arquimedianos ou
semiregulares, estrelados... — tém exercido um grande fascinio sobre os matematicos.

Os cinco poliedros regulares, também chamados sélidos platénicos, constituem
0 grupo mais simples de poliedros. Todas as suas faces sdo poligonos regulares
congruentes (geometricamente iguais) e 0s seus vértices sdo todos do mesmo tipo, isto
€, 0 nimero de faces concorrentes em cada vértice € sempre 0 mesmo. Estas condicdes
garantem que todas as faces sdo congruentes, assim como todas as arestas, todos os
angulos das faces e todos os diedros.

Esta actividade permite retomar alguns conhecimentos sobre poligonos,
regulares ou ndo, nomeadamente no que respeita a soma dos angulos internos de um
poligono de n lados e a medida do angulo interno de um poligono regular qualquer.
Naturalmente irdo aparecer os casos em que os poligonos pavimentam o plano e por
isso ndo formam o vértice de um poliedro. Como nao sao s6 os poligonos regulares que
pavimentam o plano, fica aqui um pretexto para estudar outras pavimentacées.
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Se, num poliedro regular, unirmos com segmentos de recta os centros de faces
consecutivas, obtemos as arestas de um outro poliedro, o seu dual.

Qual é o poliedro dual de cada poliedro regular?

Estabelece relacdes entre cada poliedro regular e o seu dual.

O Principio da Dualidade estabelece que qualquer figura tridimensional
constituida por vértices, arestas e faces, tem uma figura dual, cujas faces correspondem
aos vértices da figura original e vice versa. Assim, para qualquer poliedro existe o seu
dual, mas s6 para os poliedros regulares é possivel definir os duais de uma forma téao
simples como a que adoptamos aqui, isto é, recorrendo aos centros das faces.
Facilmente se vé que o dual de um poliedro regular é outro poliedro regular e por isso é

possivel estabelecer relacdes interessantes entre 0s seus elementos.

n° lados n° de n° de n° de n° arestas

POLIEDROS por face faces vértices arestas por vértice
Tetraedro 3 4 4 6 3 Tetraedro
Octaedro 3 8 6 12 4 Cubo
Icosaedro 3 20 12 30 5 Dodecaedro
Cubo 4 6 8 12 3 Octaedro
Dodecaedro 5 12 20 30 3 Icosaedro

n° arestas n° de n° de n° de n° lados

por vértice | vértices faces arestas por face DUAIS

;@ £- \; —:1- '-*

Num cubo podemos considerar uma diagonal em cada face, de modo que as 6 diagonais
representadas concorram s6 em 4 dos vértices do cubo. Esses segmentos sao as

arestas de um novo poliedro. De que poliedro se trata?
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N&o estamos muito habituados a ver um tetraedro dentro
de um cubo, mas esta relacdo entre os dois sélidos revela-se muito
atil no conhecimento do tetraedro, nomeadamente no que respeita

a diedros, posicdes relativas e estudo em referencial.

Constréi o esqueleto de um cubo com palhinhas, passando uma linha por dentro das
palhinhas (a linha pode passar dentro de cada palhinha as vezes que for necessario).
Que tipo de dificuldades se encontram na construcdo do cubo? Porqué?

Uma maneira de ser bem sucedido na construgdo do modelo é colocar palhinhas nas
diagonais das faces do cubo. Qual € o nimero minimo de diagonais que se devem

colocar? Porqué?

Um poliedro cujas faces séo triangulos equilateros todos iguais chama-se deltaedro.
Constroi todos os deltaedros convexos e descreve as caracteristicas de cada um deles.

Ha oito deltaedros convexos e um numero infinito de deltaedros ndo convexos,
0 que faz com que esta investigacado seja uma situacao interessante para um trabalho de
grupo a realizar com materiais manipulaveis. Por estas razfes, € também uma boa
proposta para avaliacao.

Dados trés pontos A, B e C, ndo colineares, constroi no plano por eles definido:

- 0 ponto equidistante dos trés pontos dados;

- 0 conjunto de pontos equidistantes das rectas AB e AC;

- 0 ponto equidistante das rectas AB, AC e BC.
Discute a existéncia de solucdo para este problema com mais de trés pontos
complanares.

Caracteriza 0s mesmos lugares geométricos, agora no espaco.

B

Estes problemas sdo conhecidos, mas usualmente formulados para triangulos.
Esta formulacéo do problema no plano vai consolidar e ampliar o conceito de distancia e
facilitar a visualizacdo e caracterizagdo dos lugares geométricos no espago. Por outro
lado da abertura para ligar com problemas analogos como o que se segue.
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Tanto este problema como o seguinte constituem actividades de investigacdo

Optimas para trabalhar com software dinamico.

Dados dois pontos, constréi algumas rectas que estejam a mesma distancia dos dois
pontos. Explica o processo utilizado.

Encontra processos para obter uma ou mais rectas que estejam a mesma distancia de
trés pontos ndo colineares.

Discute a existéncia de solucdo para este problema com mais de trés pontos. %

Ha uma infinidade de rectas que estdo ha mesma distancia de dois pontos,
apesar da nossa tendéncia ser procurar um eixo de simetria. E por isso que este
problema se revela interessante, porque explora bastante a distancia de um ponto a uma
recta. Para trés pontos ha trés solucdes e para 4 ou mais pontos, pode existir, ou nao,
solucdo. No espaco, este problema torna-se bastante complexo.

Dada uma circunferéncia, encontra o seu centro utilizando
- s6 um esquadro;

- um compasso e uma régua.

Um angulo recto cujo vértice € um ponto de uma circunferéncia, esta inscrito
numa semicircunferéncia. Isto significa que os pontos em que os seus lados intersectam

a circunferéncia sao extremos de um diametro.

/‘\ c c
A A A
v B B B
DR — D

Obtendo dois diametros por este processo, 0 seu ponto de encontro é o centro

da circunferéncia.
Utilizando a régua e o0 compasso recorre-se a intersec¢do das mediatrizes de
duas cordas da circunferéncia.
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Problemas de contagem

7

Contar ndo é uma actividade geométrica, isto €, ndo tem nada a ver com a
natureza da geometria. Porém, contar pode exigir capacidades de visualizagédo e por
isso a sua ligacdo com a geometria tem que ser explorada.

Ha processos de contagem que nao sédo directos, isto €, em que a contagem nao
¢ feita um a um. E possivel contar rapidamente um grande nimero de objectos
aproveitando a forma como esses objectos estdo agrupados ou relacionados. Estes
processos de contagem permitem-nos evitar erros intermédios, tdo frequentes numa
contagem directa, e garantir que o nimero obtido esta certo. E por isso que eles s&o
eficazes e que constituem uma actividade matematica rica, articulada e que conduz a
generalizacdes. Os problemas de contagens ajudam a estabelecer ligagbes entre a
geometria e 0s humeros.

Quantas diagonais tem um poligono convexo de n lados?
Qual é a soma dos angulos internos de um poligono convexo de n lados?

Estes problemas podem ter sido ja abordado por alguns alunos no 3° ciclo, mas
a experiéncia tem-nos mostrado que a maior parte dos alunos nunca pensou neste tipo
de questdes.

Sao um 6ptimo ponto de partida para se comecgar a pegar na geometria. Por um
lado permitem a articulac@o de velhos e novos conhecimentos, por outro séo actividades
de investigacao que levam a generalizacdes e demonstracdes simples.

Quantas arestas tem um icosaedro? E quantos vértices ?

O icosaedro tem 20 faces (ico = vinte).

Cada face tem 3 vértices 20 x 3 =60

Cada vértice é comum a 5 faces 60:5=12
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Concluimos que o icosaedro tem 12 vértices.
O numero de arestas pode ser calculado da mesma maneira:

Cada face tem 3 arestas 20 x 3=60

Cada aresta é comum a 2 faces 60:2=30

Concluimos que o icosaedro tem 30 arestas.

Este processo de contagem aplica-se a qualquer poliedro regular pelo facto das
faces terem todas o mesmo numero de lado e por concorrerem sempre 0 mesmo
namero arestas e 0 mesmo numero de faces em cada vértice.

Vem a propésito recordar a relagdo que existe entre 0s numeros destes trés
elementos:

N° de faces + n° de vértices = n° de arestas + 2
para o icosaedro: 20+12=30+2

Esta igualdade é conhecida como a relagdo de Euler e é valida para qualquer
poliedro convexo. Descartes ja a conhecia, embora a tenha formulado de um modo
diferente.

Quantas diagonais tem um icosaedro?

Ninguém se atreveria a fazer esta contagem um a um.

Uma forma de contar as diagonais de um poliedro é fazer o célculo do nimero
total de segmentos definidos pelos seus vértices, que sabemos serem pontos nao
colineares trés a trés. Esse nimero € igual & soma dos numeros de arestas, diagonais
faciais e diagonais espaciais, isto é, todos os segmentos que sdo definidos pelos
vértices.

No caso do icosaedro, como ha 12 vértices, cada um deles define segmentos
com os outros 11. Portanto sdo 12 x 11 = 132 segmentos. Cada segmento foi contado

duas vezes, logo sdo 132 : 2 = 66 segmentos.

66 = 30 arestas + 0 diagonais faciais + 36 diagonais espaciais
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Problemas de representacéao

Na geometria do espago trabalhamos com objectos a trés dimensfes. Podemos
ter acesso a modelos dos objectos, mas também precisamos de saber lidar com o
modelo representado no papel. Ha varias formas de representar um objecto do espaco
no papel: em perspectiva, por vistas, em referencial, por coordenadas, planificado.

Desenhar a planificacdo permite a visualizagdo ou o conhecimento de possibi-
lidades que, no modelo ou na representacdo em perspectiva, podem nao ser percep-
tiveis. Estes problemas permitem o recurso a diversas planificagces do mesmo modelo e
a opcao da planificagdo mais favoravel.

Desenha em perspectiva cavaleira um tetraedro e um octaedro. Quais sdo os elementos
que ficaram representados em verdadeira grandeza?

O desenho em perspectiva cavaleira obedece a determinadas regras que fazem
com que os poliedros mais faceis de desenhar sejam os paralelepipedos. As faces de
frente para o observador ficam em verdadeira grandeza e as arestas paralelas sao
representadas por segmentos paralelos.

Neste caso interessa-nos desenhar o tetraedro e o octaedro a partir de um
desenho em perspectiva de um cubo, visto que este é o sélido mais facil de desenhar
em perspectiva, e do qual nos € mais familiar este tipo de representacdo. E para isso
vamos recorrer & construcao do tetraedro a partir das diagonais faciais do cubo e a
dualidade cubo/octaedro. As posicdes relativas de elementos do tetraedro e do octaedro
em relacdo ao cubo, permitem-nos saber quais desses elementos ficam representados
em verdadeira grandeza.

Nesta representacdo do tetraedro ndo ha faces em verdadeira grandeza, porque
nenhuma delas é paralela as faces de frente do cubo. Ha duas arestas, as que estdo
contidas nas faces de frente do cubo, que estdo em verdadeira grandeza.
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Nesta representacdo do octaedro, ha quatro arestas que sdo paralelas as faces
de frente do cubo, por isso estdo representadas em verdadeira grandeza. Nenhuma das
faces esta de frente, por isso nenhuma esta representada por um tridngulo equilatero.

Uma formiga esta no centro de uma face de um cubo que tem 10 cm de aresta. A certa
altura decide mudar-se para o centro de outra face, passando por todas as outras faces.
Contudo, a formiga tem receio dos vértices e por iSso nunca passa a menos de um
centimetro deles. Qual é o trajecto mais curto que a formiga consegue fazer?

Educacdo & Matemética, n°41 - O problema deste nimero

A maneira mais eficaz de responder a questdo é transformar o problema num
problema do plano porque sabemos que o caminho mais curto entre os dois pontos € um
segmento de recta. Neste caso é interessante para os alunos planificar o cubo de
maneiras diferentes e, em cada uma, representar possiveis caminhos da formiga e
comparar 0os comprimentos dos varios trajectos obtidos.

A planificagdo que nos da a solugdo 6ptima do problema é aquela em que

podemos representar o trajecto por um segmento de recta que passa por todas as faces.

/ .5 I

Z

e 10

x

20

x

Mas sera que esta solucao verifica a condicdo de passar a menos de 1 cm dos
vértices? Identificando uma simetria central (centro em C) no percurso obtido, basta-nos
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calcular a distancia ao primeiro vértice, VA. Por semelhanca de tridngulos chegamos a

conclusdo que VA = 1,3 cm.

Y

A
/ x

5

x

20

x

Agora € interessante reconstituir o cubo para melhor visualizar o caminho da
formiga. Esta visualizacéo torna-se mais facil se for feita com o modelo.

Uma sala tem a forma de um prisma quadrangular recto com as dimensdes, em
metros, indicadas na figura. A meio de uma das paredes menores e a 25 cm do chao
esta uma tomada de corrente (ponto A). Na parede oposta, também a meio, mas a 25
cm do tecto, esta uma lampada (ponto B).

!
l

Bt S
. g
, 3
. o

< 75 >
Dispomos de 10 m de fio para ligar a lampada a tomada e ndo queremos que o

fio fique suspenso. Por onde devera passar o fio?
Adaptado de Mini-Olimpiadas da Matematica 1981/82
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Este problema, embora sendo analogo ao anterior, vai trazer-nos outras
dificuldades.

Parede
B Chio A
S 275 75 0.25
Parede i
1B:
T
)
[ o -,
Tecto ,Jf’_ ___________ L
0,25+7,5+2,75=10,5m
15, 75 Q.25
I'(—)' < r“g 9'25

B\ Parede B <

2,75
425
Chéo\l1.5

Parede I

Tecto

AB? = 9,257 + 4,252
AB ~ 10,18
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Parede
Chio A A
A
Pgsede 3 6
/ Tecto JLS
B ¢ Y
0,25 7.5 025 B 8
AB = 8 + 6°
AB = 10

Como podemos verificar, s6 esta Ultima planificacdo nos permitiu obter a solucéo
do problema. Vimos mais uma vez que a escolha da planificacdo pode néo ser
indiferente para resolver um problema.

Por incrivel que pareca, o fio tem que passar pelo
chéo, pelo tecto e por 3 paredes para poder ser o

mais curto possivel.

Escolhe trés referenciais diferentes para representar um cubo. Para cada um determina
as coordenadas dos vértices do cubo.

“(Se quero saber a classe a que pertence esta curva) escolho uma recta como
AB, a qual refiro todos os seus pontos, e em AB escolho um ponto A no qual vou
comecar a investigacdo. Digo ‘escolho isto e aquilo’ pois somos livres de escolher o
quisermos porque, embora seja necessario escolher com cuidado de modo a tornar a
equacdo tado curta e simples quanto possivel, apesar disso, qualquer que seja a recta
gue eu escolha em vez de AB, a curva resultara sempre da mesma classe, um facto
facilmente demonstravel.”
(Descartes, 1637, La Géometrie, citado em Educacdo e Matematica n°41)
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A escolha de um referencial exige alguns conhecimento das propriedades das
figuras e permite aprofunda-los. Além disso, aos aspectos em jogo nessa escolha podem
ser dados os caracteres de desafio, utilidade, decisdo e argumentacéo. Descobrir todos
os referenciais possiveis e escolher o mais vantajoso para resolver um problema é uma
proposta muito mais rica do que simplesmente receber o objecto ja colocado no
referencial, e muitas vezes duma forma que sé complica a situacao!

Numa proposta em que aluno tem que conhecer as propriedades da figura mas
também tem que tomar uma decisdo em fungdo duma determinada utilidade e argumen-
tar a sua escolha, sdo operacionalizados e desenvolvidos esquemas de raciocinio impor-
tantes, como iremos ver. Tal ndo acontece quando essa decisdo ndo estad em jogo.

O que interessa é escolher um referencial que aproveite as potencialidades da
figura — posicdes relativas, relacdes métricas, simetrias — de modo a facilitar a determi-
nagcdo das coordenadas. Escolher um referencial € também escolher uma unidade de
comprimento e esta escolha deve ser feita tendo em conta as caracteristicas da figura e
a posicao relativa do referencial: comprimento de um lado, de uma diagonal, de um raio,
etc. Este tipo de questdes deve comecgar no plano, escolher referenciais para poligonos
conhecidos, e sO depois passar ao espaco, visto que as escolhas no espago acabam por
se reduzir a escolhas no plano.

Perspectiva Vista de cima
Az AY
(0, 1) a.1)
A/
o > G0) T, 0) %
X

Neste caso, o referencial facilita porque podemos tomar como unidade a aresta
do cubo e as coordenadas decorrem imediatamente, sem necessidade de célculos.
0,0,0) (1,0,0) 1,1,0) 0,1,0)
0,0,1) 1,0,1) 1,1,1) 0,1,1)
Se compararmos estas com as coordenadas de um quadrado num referencial do
plano, a vista de cima, reparamos que elas foram obtidas mantendo a abcissa e a
ordenada e acrescentando a cota 0 para os vértices da face que fica no plano xOy e cota
1 para os vértices da face oposta.
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Nesta escolha tivémos em conta que as faces do cubo sédo quadrados e as suas

posices relativas. S6 precisamos do utilizar um octante.

Perspectiva Vista de cima
Az “y
(-1, 1) (1, 1)
ine »
— >
] -] y (-1, 1) (A, -1
™ -

Neste caso, a determinacdo das coordenadas ficard mais facil se tomarmos
como unidade metade da aresta do cubo. Novamente sem necessidade de calculos, e
recorrendo as coordenadas do quadrado num referencial do plano, as coordenadas séo:
1,1,1) (-1, 1,1) (-1,-1,1) 1,-1,1)
1,1,-1) (-1, 1,-1) (-1,-1,-1) 1,-1,-1)
Também aqui recorremos ao facto de o cubo ter trés planos de simetria,
perpendiculares dois a dois, sendo cada um deles paralelo a duas faces opostas. Uma
das vantagens deste referencial é relacionar simetrias do cubo com simetrias de
coordenadas.
Precisamos ainda de encontrar um terceiro referencial. Fazendo uma rotacao de
45° segundo o eixo Oz, do ultimo referencial, obtemos uma outra posi¢do favoravel do
cubo.

Perspectiva Vista de cima

Az Ay

(0, 1)
ﬁj:ﬁ (-tm\ o X
L
. (©,-1)

Esta adaptacéo foi possivel porque as diagonais do quadrado sao perpendicu-

< Y

lares, e o facto de serem também eixos de simetria facilita a determinacdo das coor-
denadas. Neste caso, ha que decidir qual a unidade mais conveniente: metade da aresta
ou metade da diagonal facial.
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O facto de termos aproveitado as diagonais do quadrado para eixos do
referencial no plano conduz-nos agora a questdo: havera um referencial ortonormado
cujos eixos sdo diagonais espaciais do cubo?

Quaisquer duas diagonais espaciais do cubo sdo concorrentes, e portanto
complanares, mas ndo sdo perpendiculares. Por isso ndo existe um referencial
ortonormado que contenha mais do que uma diagonal espacial.

Se escolhermos para eixo Oz uma diagonal AZ
espacial do cubo, é natural que a origem seja o centro do )
cubo. Nesse caso, 0 plano xOy s6 podera ser o plano
mediador da diagonal, que intersecta o cubo segundo um Z y
hexagono regular cujos vértices sdo pontos médios de “
arestas. A determinagéo das coordenadas torna-se assim

um problema de célculo muito elaborado.

Nesta breve discussdo estiveram em jogo as propriedades fundamentais de um
quadrado e de um cubo, que nos levam a concluir que de maneira nenhuma interessa
colocé-lo num referencial ndo ortonormado, nem noutras posi¢des que ndo sejam deste
tipo.

A discussdo da escolha de um referencial para um paralelepipedo qualquer é
uma extensdo deste problema, em que surgem novas questdes: a escolha da unidade
torna-se mais complexa e o facto das diagonais do rectangulo ndo serem perpendicu-
lares limita-nos a escolha da posicao do referencial.

Escolhe um referencial para representar um tetraedro. Determina as coordenadas dos
vértices do tetraedro no referencial escolhido.
Escolhe um referencial para representar um octaedro. Determina as coordenadas dos
vértices do octaedro no referencial escolhido.

Para um tetraedro poderia, com algumas vantagens evidentes, escolher-se um
referencial ndo ortogonal. Mas isso torna mais complicado o calculo de distancias e
também s0 esta previsto no programa a utilizacéo de referenciais ortonormados.

Um referencial ortonormado é uma malha cubica, por isso a relacdo que ja
estabelecemos atras entre o cubo e o tetraedro e os referenciais que escolhemos para o
cubo conduzem-nos imediatamente a solu¢des do problema.
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O que sabemos de um octaedro que nos possa ajudar aqui? Nao interessa
assentar uma face num dos planos coordenados porque nédo ha faces perpendiculares,
embora as faces sejam paralelas duas a duas. Ha arestas perpendiculares, que
apontam para a utilizacdo de um plano que as contenha como plano coordenado.

Fazendo um corte no octaedro segundo um plano que contenha duas arestas
perpendiculares, obtemos um quadrado.

O problema passa agora por um subproblema no plano, que ja abordamos
anteriormente.

=< Y

AN
e

4 4

A escolha do referencial mais favoravel para o octaedro vai depender da posicao
dos outros dois vértices.
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S6 no terceiro caso ndo precisamos de fazer célculos para determinar as
coordenadas dos vértices. Se escolhermos para unidade a distancia de um vértice ao
centro do octaedro, as coordenadas véo ser

(1,0,0) (-1,0,0) 0,0,1)
0,1,0) 0,-1,0) 0,0, -1)

Utilizamos aqui a propriedade de num sdlido regular todos os vértices estarem a
mesma distancia do centro. Podemos apreciar a simetria da solugdo encontrada que é
consistente com a regularidade do sélido.

Também poderiamos ter chegado a estes resultados recorrendo a dualidade
entre o octaedo e o cubo.
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Problemas de cortes

Fazer um corte num objecto a trés dimensbes permite a representacado e o
estudo no plano de uma situacdo do espaco. Pelos cortes temos acesso a dimensdes e
propriedades pouco acessiveis em perspectiva ou até no préprio modelo. Por exemplo, o
angulo das diagonais espaciais do cubo.

Por outro lado, ha relagdes que ganham evidéncias quando passamos ao corte.
Por exemplo, a relacdo entre aresta do octaedro e a aresta do cubo dual. Quando se faz
um corte de sélidos ligados € possivel estabelecer relacdes entre os elementos das duas
figuras obtidas. Dai o interesse de também estabelecer relacdes entre elementos de
duas figuras no plano.

Algumas destas relagBes exigem o recurso a trigonometria elementar do

tridngulo rectangulo por isso constituem uma boa ocasido de ligacdo de conhecimentos.

Que poligonos é possivel obter por corte de um cubo?
Para cada um desses poligonos indica a posicdo do plano de corte relativamente a
algum(s) elemento(s) do cubo.

Tudo o que ha num cubo..., Eduardo Veloso, Educagdo Matematica n° 26

A discussdo dos poligonos que é possivel obter por corte num cubo e dos
planos que originam esses cortes estd muito completa e bem feita no artigo referido
acima, por isso ndo achamos necessario desenvolvé-la aqui. No entanto chamamos a
atencao para alguns aspectos.

Esta actividade s6 faz sentido se for realizada pelos alunos com recurso a
modelos apropriados, como sejam cubos de acrilico transparente em que se possa
colocar um liquido colorido cuja superficie representa as varias secgdes. Tem a
vantagem de ser um material dindmico que permite, ao manipular, observar um grande
namero de situacdes, experimentar, conjecturar, verificar e argumentar.

E uma situacéo em que a investigacdo dos alunos conduz ao aprofundamento e
sistematizac@o de conhecimentos sobre posicdes relativas no espaco entre rectas e
planos e entre planos. Também é uma boa altura para desenvolver capacidades de
representacdo, pedindo aos alunos que desenhem perspectivas e cortes para ilustrar as

vérias situacdes, e para rever a classificacdo de triangulos e quadrilateros. Em alguns
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casos, é até possivel pedir pequenas demonstracGes das suas conclusdes, como por
exemplo: “Ndo ha nenhum corte que seja um pentagono regular” (ver problemas de
demonstracao, pag. 115), “N&o ha nenhum corte que seja um poligono com mais de seis

lados”, etc.

Que poligonos é possivel obter por corte de um tetraedro?
Mostra que todos os rectangulos obtidos por corte de um plano paralelo a duas arestas
tém o mesmo perimetro.

Algum desses rectangulos é quadrado? Qual é o plano que o determina?

O estudo destes cortes pode ser feito através de uma exploracdo analoga a que
se fez para o cubo, recorrendo a um tetraedro em acrilico transparente. Mas ja que
conhecemos uma relacdo “tetraedro dentro do cubo”, podemos recorrer a ela para esta
investigag8o. Ao fazé-lo procurando dispensar em alguns casos os modelos estamos a
promover capacidades de visualiza¢cdo no espaco.

Se o aluno ja fez a exploracao dos cortes no cubo, podera concluir e demonstrar
gue os cortes no tetraedro s6 podem ser tridangulos ou quadrilateros, e para isto nem
sequer precisa de recorrer ao modelo. Se o tetraedro tem quatro faces, um plano
intersecta no maximo quatro faces, logo o corte pode ter no maximo quatro lados.

Obtemos quadrilateros quando o plano intersecta as quatro faces, e estes s6
sdo rectangulos quando o plano é paralelo a duas das arestas. Se virmos o tetraedro

dentro do cubo, estes sdo os planos paralelos a duas faces opostas do cubo.
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Para provar que estes rectangulos tém todos o mesmo perimetro, o mais facil é

recorrer a uma planificacéo.
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Estes rectangulos vio de /\ /\ /

um caso limite a outro, e como nao

[N/ N/
ha descontinuidades, um deles é / \ / \ /
/ V v

quadrado.

largura
A

N

c+|=aresta

a comprimento

Mas este quadrado também pode ser visto quando fazemos o corte no cubo com

o tetraedro por um plano que passa nos pontos médios de quatro arestas do tetraedro.

centro da
face do cubo

Qual é a razédo entre a aresta de um cubo e a do octaedro seu dual?

Qual é a raio da esfera circunscrita num octaedro?

Qualquer destes problemas se transforma num problema do plano se fizermos

um corte nos solidos que contenha as duas dimensdes que queremos comparar.

centro da
face do cubo

Deste corte, conclui-se imediatamente que a razdo entre as arestas dos dois

sélidos é \/E (ver problemas de proporcionalidade geométrica, pag. 98). Também
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podemos concluir, uma vez que o centro e quatro vértices do octaedro estdo contidos
neste plano, que o raio da esfera circunscrita € metade da aresta do cubo.

Quando se fala na esfera circunscrita, apetece logo pensar na esfera inscrita. A
primeira vista parece que a esfera inscrita apareceria neste mesmo corte representada
pela circunferéncia inscrita no quadrado, mas isso ndo se verifica. A esfera inscrita é
tangente as faces do octaedro e ndo as arestas, o0 corte que conviria utilizar € o que
contém os centros de 4 faces do octaedro e € uma circunferéncia inscrita num losango

porque os diedros de um octaedro ndo séo rectos.

diagonal da
face do cubo

\
-1 aresta
/ do cubo

>
aresta do
octaedro

Esta relacdo ndo é tdo imediata como a anterior, ja exige alguns calculos mais

complexos.

Qual é o angulo de duas diagonais espaciais de um cubo?
Qual é a medida do diedro de um tetraedro?
Qual é a medida do diedro de um octaedro?

Serdo uma mera coincidéncia os valores encontrados?

Qualquer destas questdes se resolve muito facilmente recorrendo a cortes
adequados no cubo.

Para o angulo das duas diagonais o plano de corte é definido pelas proprias

diagonais.

1

g%=2

; 27\

2

] 1 (V4

| a 0

A 1D > ~ 35,26

V2 o~ 70,53°
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Para o diedro do tetraedro, temos de escolher um plano que seja perpendicular
a uma aresta do sdlido. O plano que contém duas arestas opostas do cubo facilita o

estabelecimento de relagfes.

B ar oo
1 2 ~ 35,26

B~ 70,53°

\2

Para o diedro do octaedro o plano de corte pode ser o mesmo porque é
perpendicular a uma aresta do octaedro.

1
y_ 2
92T
1 v 4
2 ~s5470°
e
\%5 v ~ 109,47°

Notamos que os dois primeiros calculos deram o mesmo valor e o terceiro deu
um angulo suplementar. Isto ndo é mera coincidéncia, o plano de corte que utilizamos
nos trés casos foi o mesmo, cada face do tetraedro é perpendicular a uma diagonal

espacial do cubo, e quatro das faces do octaedro estédo contidas em faces do tetraedro.

[}

Mas para além destes cortes, € interessante visualisar esta situagdo no espaco
construindo um octaedro dentro de um tetraedro, unindo os pontos médios das arestas
deste ultimo com palhinhas e linha ou construindo um tetraedro a partir de um octaedro e
4 tetraedros com polydrons ou cartolina. A este respeito ver os artigos da Educacdo &
Matematica n°26, Tudo o que ha num cubo..., de Eduardo Veloso, e n°38, Incentivando
a visualizagdo espacial através de propriedades geométricas de tetraedros duais, de
Ana Maria Kaleff e Dulce Monteiro Rei.
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Problemas com aparente falta de dados

A designacdo que escolhemos fala por si. O que € interessante nestes
problemas é que os dados, aparentemente em falta, acabam por estar presentes nas
relacbes geométricas que € possivel estabelecer na figura. No caso de problemas no
espaco estes reduzem-se muitas vezes a problemas no plano através de cortes.

Embora muitos destes problemas sejam métricos, o importante da sua resolugao
ndo é, de modo nenhum, a aplicacdo de férmulas de areas e volumes, mas sim a
visualizacéo e a descoberta de outros dados da figura. Porém, sdo bons problemas para

os alunos utilizarem as formulas aprendidas, ou ndo, anteriormente.

Qual é a éarea da regido que fica entre trés circunferéncias

tangentes, todas com 0 mesmo raio?

*
Trés troncos cilindricos, todos com 1 metro de
didmetro, estdo empilhados como mostra a figura.
Uma mosca pousou sobre o tronco superior. A que
altura se encontra a mosca?

Olimpiadas da Matematica

Estes sdo dois problemas diferentes mas cuja resolucdo passa pelo estudo da
mesma figura, o tridngulo equilatero que se obtém unindo os centros das 3 circunferén-
cias. No problema do espaco temos que comecar por considerar o corte por um plano

perpendicular aos troncos.
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No primeiro caso, depois de feito o esquema, o problema reduz-se ao célculo da
diferenca entre a area de um triangulo equilatero de lado 2r e metade (trés sextos) da
area de um circulo de raio r.

O segundo problema, feito este esquema do corte, reduz-se a determinacgdo da

altura de um tridngulo equilatero.

Duas esferas estdo encaixadas num recipiente cilindrico com as -
dimensbes indicadas na figura. Qual é o volume de liquido

necessario para cobrir totalmente as duas esferas?

Se o liquido cobrir exactamente a esfera maior, que parte da esfera

{
menor fica de fora? ~

Este é mais um problema que se resolve recorrendo a um corte e a identificacao
dos elementos que interessa relacionar. Usa-se o teorema de Pitagoras e surgem
imediatamente na figura varios dados que estavam escondidos. E é a resposta a ultima

questdo que nos mostra como estas esferas encaixam.

~
NI NI

2 4 3 4

Esta representacdo de duas circunferéncias tangentes entre si e ao rectangulo
sugere-nos o recurso ao computador (Cabri ou GSP) para estudar a variacdo dos raios,

da largura do rectangulo e da altura do liquido de uma forma dinamica. JEj
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Problemas que dé&o significado aos numeros

Historicamente sabemos que muitos problemas geométricos estiveram na
génese de novos nimeros. Por outro lado num problema geométrico pode haver sempre
uma imagem visual que permite dar um significado aos nimeros. Os nimeros deixam de
ser assim uns simbolos que se manipulam de acordo com certas regras, para passarem

a ser informacfes quantitativas e de relacdo métrica entre elementos de uma ou mais

figuras. Por exemplo, posso ver \/5 como a medida da diagonal de um quadrado de

lado 1 ou como a razéo entre a diagonal e o lado de um quadrado qualquer. A primeira

imagem situa-me /2 entre 1 e 2, a segunda ilustra a incomensurabilidade dos dois
segmentos.

O facto de estes problemas surgirem de questdes métricas ndo significa que
sejam encarados como simples problemas de calculo, porque eles ajudam a criar
imagens que estabelecem conexdes e que promovem a operacionalizacdo dos
conceitos. Quanto maior for a diversidade de imagens que se tem sobre um conceito e

as suas ligacbes, maior serd a destreza com que se opera com esse conceito.

Quais sdo as medidas das diagonais de um cubo de aresta 1? E de aresta 2? E de

aresta 10? E de aresta a?

e

- R -

1 - 1

c2=12+1° =1+ 17+ 17

c=1/2 d=14/3
Num cubo de aresta 2, o célculo pode fazer-se da mesma maneira:

c?=2%+2° d?=22+224+22

c=+/8 d=14/12
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Mas também se pode pensar que um cubo de aresta 2 é formado por 8 cubos de

aresta 1, por isso as diagonais sdo o dobro das diagonais do primeiro cubo.

i 1

5 /L:::}}E‘é:?“

G
2 s i s
T 1 c=242 7 d=24/3

A comparacédo dos dois resultados para cada diagonal permite concluir que

\[8 =242 e \J12 =243
Esta pode ser uma forma de dar um significado visual a passagem de um factor

para fora, ou para dentro, de um radical.

Qual é a medida do lado de um quadrado de diagonal 1?

Podemos fazer este calculo de duas maneira diferentes:
utilizando o teorema de Pitagoras directamente

2/7=1°
! 4
, 1 1
/= - =
27\
/7 . L .
ou verificando que ¢/ é igual a metade da diagonal de um
1 / quadrado de lado 1
2 /=42

2

2

Embora a racionalizacdo de denominadores deixe de ter a importancia que ja

teve com a utilizacdo da calculadora, ha algumas racionaliza¢des que sdo muito Gteis no
célculo mental e na comparacédo de medidas. Saber que o inverso de \/E € metade de

\/5 e associar a esta igualdade uma imagem geométrica pode vir a facilitar o

estabelecimento de outras relagfes.

Um cubo tem volume 1. Qual deve ser a medida da aresta de um outro cubo com o

dobro do volume?
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Este é também um problema de proporcionalidade geométrica, mas a sua

pertinéncia aqui tem a ver com a Histéria dos nimeros irracionais.

Desenha um circulo cuja area seja n. Qual € a medida do perimetro?

Desenha um circulo cuja area seja 2n. Qual é a medida do raio?

Este é também um problema de construcédo e de proporcionalidade geométrica,
no entanto pretende-se com este tipo de questdes que o aluno construa imagens

significativas dos irracionais com que trabalha frequentemente.

As figuras seguintes ilustram uma constru¢éo do rectangulo de ouro.

~
-

Descreve a sequéncia de passos utilizada para construir um rectangulo de ouro.
Constréi, 0 mais rigorosamente possivel, um rectangulo de ouro. Depois mede os lados
do rectangulo e obtém a razdo entre 0 comprimento do maior lado e o comprimento do
menor lado.

Utilizando agora os teus conhecimentos matematicos, calcula o valor exacto dessa razao
quando o quadrado inicial mede 2. Se partisses de um quadrado com outra medida, a

razao seria diferente? Porqué? \/@
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Problemas de proporcionalidade geométrica

A proporcionalidade tem sido um tema muito explorado desde sempre e ao
longo da Histéria da mateméatica (Tales, Pitdgoras, Eudoxo...) e conduziu, como €
sabido, ao conceito de incomensurabilidade. Do ponto de vista pedagégico, é
interessante estudar agora varios tipos de comparac¢des métricas (comprimentos, areas
e volumes), aproveitando as relacfes que € possivel estabelecer entre elas.

Estes problemas exploram o inesperado das variacbes métricas quando
mudamos de dimenséo. Por outro lado ajudam a contrariar o habito de recorrer primeiro
ao que é linear. Alguns destes problemas sdo questfes de aplicacdo bastante Uteis e ...

desconcertantes.

Qual é a razéo entre as areas dos dois quadrados inscritos um

no outro como mostra a figura? E a razdo entre os perimetros?

Um aluno que esteja familiarizado com os objectos geométricos, que tenha
trabalhado o conceito de area com base na composi¢cdo/decomposicdo de figuras,
imediatamente se apercebe da razdo entre as areas dos dois quadrados. Naturalmente
que estamos a enfatizar a relacdo medida/comparacéo deixando para segundo plano a
relacdo medida/célculo. Tradicionalmente, o trabalho sobre areas tem sido focalizado na
utilizacdo de férmulas, criando a perspectiva limitada de que medir uma area é fazer um

célculo, perdendo-se até as nocfes de medida e de unidade de

medida.

Para relacionar a razao entre as areas com a razao entre os

lados é necessario ter trabalhado os conceitos de semelhanca e

proporcionalidade nos aspectos em que estes raciocinios se revelam

eficazes. O conceito de semelhanca introduz dois raciocinios proporcionais importantes.
Um, é o raciocinio de proporcionalidade entre medidas lineares, que esta intimamente
ligado a trigonometria e a resolucdo de triangulos, e que praticamente tem sido o Unico a
ser tratado. O outro, é o de proporcionalidade entre medidas ndo necessariamente

lineares (comprimentos, areas e volumes) e que permite estabelecer outras relacdes.
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Estas tém sido muito ignoradas, apesar do seu poder e eficacia na resolucdo de

problemas.
L N - A V 5
Se ? =r (razdo de semelhanca) entao a - e vor
A L \Y
se —=c entdo  — =+/c e —=@[c)®
a ¢ %
\Y L A
se =k entao Z:QIE e E:(iﬁ)z

Se, por outro lado, resolvéssemos este problema utilizando o teorema de
Pitagoras, estariamos a reduzi-lo a um simples exercicio de calculo, que nao é
necessariamente de mais facil compreensdo que o processo que propusemos. Além
disso, este calculo néo iria trazer nada de novo, enquanto o outro abre hipéteses de

generalizacdes a outros poligonos e até a outras dimensdes.

Qual é a razao entre os lados dos dois triangulos da figura?

7

A semelhanca do problema anterior, a compara¢do das areas € muito mais
simples do que a comparacdo entre os lados, mas para isso interessa escolher uma
unidade de area que facilite a comparacéo, fugindo a tentacéo de utilizar uma unidade
de area quadrada. Esta actividade pode ser precedida por outras de medicdo de areas
(de triangulos, hexagonos, losangos, etc) em rede triangular, tomando para unidade o
triangulo elementar. E interessante fazer notar aos alunos que as formulas dependem da
unidade escolhida, no caso da unidade de area ser um triangulo a formula da area do

triangulo sera “lado ao quadrado”.

AN

1
1

2 £=3
4 A=9

[T

f= i
A= A

No problema em discussédo, um certo vicio da nossa parte poderia levar-nos a

procurar relacdes entre lados e angulos conduzindo a mera aplicacdo de razdes
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trigonométricas. Esta opgdo empobreceria o problema retirando-lhe o significado e o
caracter geomeétrico.
Novamente, a combinacdo de um raciocinio de composicdo/decomposicdo de

areas com um raciocinio baseado em semelhancas, abre outras perspectivas.

Esta resolucdo é mais concreta e ndo exige 0 recurso a um raciocinio muito
complexo nem a técnicas de calculo, por isso é mais acessivel. E é esta resolucao que
nos permite relacionar este problema com o anterior, identificando, numa parte dessa

resolucdo, o0 mesmo tipo de raciocinio.

Qual é a férmula da area de um circulo de raio r quando se toma para unidade de area

um circulo de raio 1?

Esta ideia vem desenvolver a ideia ja trabalhada na questédo anterior, de que as
férmulas dependem da unidade escolhida mesmo quando esta ndo pavimenta a figura,
como é o caso do circulo.

Como a medida da area é a razédo entre a area da figura que se esta a medir (rr

) e a &rea da unidade (r), podemos concluir que A = re

Quais séo os poligonos que permitem obter por dobragem, segundo um eixo de simetria,
duas figuras semelhantes a inicial?

E se a dobragem néo for segundo um eixo de simetria?

Os Unicos poligonos que permitem obter, dobrando segundo uma recta, dois
poligonos com 0 mesmo nuimero de lados sdo os tridngulos e os quadrilateros. Por isso
esta investigacao fica limitada ao estudo de triangulos e quadrilateros, e vai exigir que se
operacionalize todos os conceitos e conhecimentos sobre estes poligonos, nomea-
damente eixos de simetria, classificacdes, propriedades.

Os rectangulos que permitem obter por dobragem, segundo um eixo de simetria,

dois rectangulos semelhantes ao original sdo aqueles em que a razdo entre as
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dimensdes € \/5 . E precisamente o que acontece com os formatos de papel

normalizados tipos A, B e C da convencéo DIN.

Um recipiente cilindrico tem capacidade para um litro. Como havemos de o graduar em
decilitros?
Outro recipiente conico tem capacidade para um litro. Como havemos de o graduar em

decilitros?

N&o interessa nada conhecer as dimensdes dos sdlidos. No cilindro, os espacgos
entre as marcas vao ser todos iguais porque as sec¢fes tém todas a mesma area e
portanto os seus volumes vao ser proporcionais a altura. Esta ideia é coerente com a
intuicdo, qualquer pessoa divide a altura do cilindro ao meio para obter um cilindro com
metade do volume.

No que respeita ao cone, as coisas complicam-se porque a intuicdo falha
redondamente. E por isso que estes problemas séo tdo importantes de ser trabalhados.
Como os cones de liquido correspondentes a 0,1, 0,2, ... litros sao todos semelhantes

ao cone do recipiente e as razfes entre os volumes séo 0,1, 0,2 etc, as suas geratrizes

terdo que estar na razao de 3\/0,1 3\/0,2 , ..., COM a geratriz do recipiente.

Pretendemos obter uma coleccdo de garrafas de agua mineral, semelhantes entre si,
com capacidades de 0,25, 0,33, 0,5, 1 e 1,5 litros.
A partir das medidas de uma garrafa de 0,33 litros, obtém as medidas de todas as

garrafas desta colecc¢éo.

Nesta situacdo, o volume dos objectos é conhecido a partida, portanto ndo é o
célculo do volume que esta em jogo. Por outro lado, ndo importa a forma da garrafa a

estudar, embora seja importante que algumas garrafas estejam a médo. Convém notar
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gue para as marcas disponiveis no mercado as garrafas de agua mineral da mesma
qualidade ndo séo geralmente semelhantes.

A segunda parte da questdo parece envolver muitos e complicados calculos,
devido as formas elaboradas das garrafas, o que podera fazer pensar que é uma
guestdo dificil. Contudo o problema é independente da forma das garrafas, o que
interessa sdo as razbes entre os seus volumes e a relagdo destas com as razdes entre

as dimensodes lineares e as areas das bases.

Por exemplo, para a garrafa de 0,25 /

Alw

razao entre os volumes = —=

~ . o /3
razao entre as dimensoes lineares = 3 Z

2
x . 3
razao entre as areas = | 3 "

Para as outras garrafas o raciocinio seria idéntico. Sugere-nos até o registo dos
resultados numa tabela, e o estudo das varia¢bes das dimensdes lineares em funcéo da
capacidade. Enquanto que o volume aumenta proporcionalmente ao cubo da razéo de

semelhanca, a area aumenta proporcionalmente ao quadrado dessa razéo.

Em todas as situacdes esta presente a relagdo “dobro de”.

A4

s TR A3

Para cada figura, explicita qual € a relacéo “dobro de” e identifica outras relacdes entre

medidas das figuras.
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Fiz um desenho numa folha de papel A4 e quero amplia-lo para uma A3. Qual deve ser a

percentagem de ampliacdo? E se eu quiser ampliar para A2? E para A1?

Usando uma folha de papel A4 para a superficie lateral de um cilindro, qual é o maior
volume que se consegue obter?

Quais séo os volumes que se obtém com folhas de papel A5, A3 e A2?

Uma pizza circular da para uma pessoa. Para quantas pessoas da uma pizza com o
dobro do raio?

Um novelo de |a da para tricotar uma luva. Quantas luvas é possivel fazer com um

novelo de 1a que tem o dobro do didmetro?

O triangulo de Sierpinsky é um fractal que se constroi da maneira que esta ilustrada na

figura:

Se a area do primeiro triangulo for 1, quais sdo as areas a branco nos outros triangulos?
E as areas a negro?

Se construisses a figura seguinte na sequéncia, qual seria a area a branco? E a negro?
Se o processo de construcdo destas figuras continuar indefinidamente, o que achas que

vai acontecer a area a branco? E a area a negro?

Estes problemas e actividades ilustram a diversidade de situacdes em que a
proporcionalidade geométrica se aplica. Além disso, como é o caso do triangulo de
Sierpinsky, mostram como comecar a ampliar esta nogéo, ligando-a com a teoria dos
fractais, e dando significado visual aos conceitos de sucessdao, limite e dimensédo nao
inteira.

Algumas destas actividades, por serem abertas ou por serem realisticas, séo

bons exemplos de propostas de trabalho para avaliacao.

103




ACTIVIDADES COMENTADAS

Problemas de lugares geométricos

com o recurso a referenciais

A utilizacdo de referenciais permite que se defina e estude uma figura
geomeétrica a partir de coordenadas, trabalhando, portanto, numerica ou algebricamente.
Porém, esta vantagem da geometria analitica tem um perigo, o de nos fazer esquecer as
figuras de partida e passar a trabalhar com nimeros ou expressfes desligados do seu
significado. Nos problemas de representacao discutimos vérias questdes ligadas a esco-
Iha de referencial, que aqui podemos retomar ligando-as a defini¢do de lugares geomé-
tricos através de condicdes.

O estudo de lugares geométricos foi ja iniciado no 8° ano do ponto de vista da
sua visualizacdo e representacdo. Agora vamos ampliar e desenvolver este conceito,
fazendo a ligacdo plano/espaco, trabalhando com distancias expressas em funcado de
coordenadas, e ligando-0 ao conceito de condicao.

Um dos cuidados a ter no estudo das figuras pelo método cartesiano é conseguir
trabalhar uma grande diversidade de figuras sem cair em cdlculos fastidiosos e
distractivos do essencial. Até porque o excesso de calculos nada vem acrescentar a
visualizacéo da figura e faz cair na mecanizagéo que pretendemos evitar.

Sobre estes aspectos o programa é bem explicito: “O professor deve incentivar o
aluno a fazer em todas as situagdes uma figura geométrica de modo a tirar proveito da
visualizacdo do problema e a desenvolver a sua capacidade de representacdo nao
deixando que o aluno se limite a resolucdo exclusiva de equacdes ou a utilizacdo de
férmulas. Além do mais o aluno deve descrever com algum detalhe o processo utilizado,
justificando adequadamente.” Matematica - Programas 10°, 11° e 12° (p.19), DES, 1997.

Estes problemas sdo também um Optimo pretexto para o aluno integrar outros
conhecimentos, nomeadamente no que respeita a constru¢des, posicdes relativas e rigor
de linguagem. Apesar de neste tipo de problemas estar implicito o raciocinio légico,
achamos desejavel que a sua formalizacao seja feita mais tarde, no 11° ano, quando os
alunos j& estiverem familiarizados com a utilizacdo do método cartesiano e integrado no
estudo de conjuntos definidos por condi¢cdes, como ai estd previsto. Vem a propdsito
notar que o programa prevé o Tema Geral - Légica e Raciocinio Matematico,
lateralmente ao corpo do programa, para que 0s seus itens sejam tratados ao longo dos

trés anos. “No corpo do programa séo feitas algumas sugestdes para as oportunidades
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da abordagem destes temas, mas cabe ao professor, consideradas a maturidade dos
alunos e as condi¢cBes das turmas, decidir quando e onde deve fazer a abordagem
proposta.” Matematica - Programas 10°, 11° e 12° (p.36), DES, 1997.

Coloca um quadrado [ABCD] num referencial e obtém equac¢fes das mediatrizes de
cada um dos lados e de cada uma das diagonais.
Para cada mediatriz indica a posicdo relativa aos eixos coordenados e a outros

elementos do quadrado.

Coloca o cubo da figura num referencial. A

Define por uma condicdo cada um dos planos mediadores das B i

arestas e das diagonais faciais. i

Para cada plano indica a posicao relativa aos planos coordenados ’,J—E— ~t=—="H
F G

e aos eixos do referencial.

Neste problema, o aluno é confrontado com situagBes analogas no plano e no
espaco e com equacbes do primeiro grau que definem rectas, no primeiro caso, ou
planos, no segundo.

Podera ser interessante aprofundar a razdo porque a mesma equacéo, X —y =0
por exemplo, representa uma recta no referencial do plano e um plano no referencial do
espaco. E como se arrastadssemos a recta, mantendo a relacdo entre a abcissa e a
ordenada de cada ponto e fazendo variar as cotas em R. Esta imagem permite
facilmente concluir qual é a relacdo entre a recta e o plano definidos pela equacéo, a
recta é a interseccdo desse plano com o plano xOy, e concluir também que esse plano é

paralelo ao eixo Oz.

Num referencial do plano a equacdo x* + y* = 1 define uma circunferéncia de centro na
origem e raio 1. Qual é a figura geométrica que esta equacao define num referencial do

espago?

Voltando a utilizar a imagem do “arrastamento”, como no comentério anterior,
uma circunferéncia vai descrever uma superficie cilindrica quando fazemos a cota variar
em R. Assim, X* + y* = 1 é a equacdo duma superficie cilindrica, ilimitada, em que o eixo

de revolugéo é o eixo Oz. Se quisermos definir um cilindro, basta limitar as cotas. Por
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exemplo, x> +y? =1 A 0 < z < 2, representa um cilindro com raio da base igual a 1 altura
igual a 2.

Esta discussdo pode ainda ser prolongada tentando interpretar as mesmas
equacdes quando se trocam as variaveis. Por exemplo, xX* + 22 = 1 e y* + z° = 1 s&o
também equacgbes de superficies cilindricas, mas em que o0s eixos de revolucao
passaram a ser Oy e Ox, respectivamente.

Este é mais um contributo para a ideia de que a equagéo de uma figura, seja ela
uma curva ou uma superficie, esta relacionada com o referencial escolhido mas é
sempre o mesmo tipo de equagdo ou, como dizia Descartes, “a curva resultara sempre

da mesma classe” (ver Problemas de representacao).

Considera, num referencial do espaco, uma esfera de centro na origem e raio r. Define o
conjunto dos pontos da superficie esférica que estao a distancia k do plano xOy.

Discute a influéncia da relacdo entre k e r neste conjunto de pontos.

O lugar geométrico dos pontos que estdo a uma distancia dada de um plano séo
dois planos paralelos a ele. Neste caso, os planos de equacdes z = k e z = -k. O que
vamos fazer é intersectar a superficie esférica por estes planos e obter as equacdes dos
cortes.

Se k > r, os planos néo intersectam a superficie esférica e o conjunto de pontos
€ vazio.

Se k =, os cortes sdo dois pontos:
(0,0,k) e (0,0, -k)
Se k <, os cortes sdo duas circunferéncias:
XC+y+z22=r Azl =k

A substituicdo do z por +k, na equacdo da superficie esférica, leva-nos a
equacdo de uma circunferéncia num referencial do plano, x> + y* = r* — k®. Neste caso,
nos planos z = k e z = -k, paralelos ao plano xOy.

Esta generalizacdo podera ser feita com os alunos, mas sé depois de estudar

varios casos concretos, com dados numeéricos.
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Problemas de geometria analitica

em que a visualizacdo evita calculos longos que nada acrescentam

Como temos vindo a referir e a exemplificar, a geometria analitica € um método
para resolver problemas de geometria. Como tal, deve ser trabalhado com os alunos
como uma ferramenta a acrescentar as que os alunos ja conhecem e a utilizar em
articulacao com elas.

Uma das ideias importantes desta articulacdo € o conceito de simetria, muito
ligado & visualizacéo, e as suas tradu¢des em termos de coordenadas e de equagdes.
Quando existem simetrias numa figura, nomeadamente relativas aos eixos ou aos
planos coordenados, entdo existem simetrias nas coordenadas dos pontos e
especificidades nas equagfes, e reciprocamente, como veremos nos exemplos
seguintes.

Outra ideia desta articulacdo, que € nova neste programa, € o0 conceito de
transformacéo afim e a sua tradugdo em termos de condi¢cdes, como veremos para a
elipse. Qualquer destes conceitos, simetria e transformacgdo afim, serdo também
trabalhados no estudo gréafico de familias de funcdes ao longo de todo o programa de

Matematica do Secundario.

Mostra que se o ponto A, de coordenadas (a, b), pertence a uma circunferéncia de cen-
tro na origem, o ponto de coordenadas (b, a) também pertence a essa circunferéncia.
Indica, pelas suas coordenadas outros trés pontos dessa circunferéncia que, com o
ponto A, sejam vértices de um rectangulo.

Indica as coordenadas de mais alguns pontos dessa circunferéncia. Com 0s pontos

todos que obtiveste, que outras figuras consegues obter?

Este problema deve comecar por ser um problema numérico, e s6 depois de
estudar uma situacgdo particular, partir para a generalizacao.

Podemos encarar esta situagdo como uma simples questao de célculo, visto que
a partir da equacéo da circunferéncia x* + y* = r*, e por mera manipulacéo algébrica, é
possivel obter todos os pontos pedidos. No entanto, a segunda parte do problema, em
gue se pretende que o aluno identifique as figuras definidas por esses pontos, ja se torna

extremamente complexa e desinteressante, se abordada dessa maneira.
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Porém, uma visualizacédo da situacdo e o recurso as simetrias da circunferéncia
relativamente aos eixos coordenados e as bissectrizes dos quadrantes, da-nos as coor-
denadas dos pontos pedidos e permite-nos identificar as figuras por eles definidas.

A bissectriz dos quadrantes impares € um eixo de sime-

Y A
, , tria da circunferéncia, o ponto de coordenadas (b, a) é
bissectriz dos
7= q. impares simétrico do ponto (a, b) relativamente a este eixo, logo
]
bi- : -- pertence a mesma circunferéncia. Outra maneira de
] I
b a " resolver esta questdo seria reforcar a ideia de lugar
geométrico, verificando que os dois pontos estdo a
mesma distancia da origem.
YA Y A Y A
(-bl a) (bs a) (b' a)
(-a, b) (a, b) (a, b)
-~ rX #x
(_a -b) }(a: 'b) }
(-b,-a) ~T (b, -a) T

Em cada um dos casos, as coordenadas dos vértices dos rectangulos foram
obtidas por simetrias relativamente aos eixos Ox e Oy, que sdo simultaneamente eixos
de simetria da circunferéncia e dos rectangulos. Ao sobrepormos os dois rectangulos
apercebemo-nos de outras figuras. Por exemplo:

Y A

=<V

— Um quadrado de vértices (a, b), (-b, a), (-a, -b) e (b, -a). A demonstracdo de que esta
figura € um quadrado pode ser feita de varias maneiras. Dependendo da maturidade dos
alunos, pode ser feita para um caso particular ou para o caso geral. Uma maneira
interessante de fazer esta demonstracao é recorrer ao facto de o quadrilatero ser um

rectdngulo com os lados todos iguais: € um rectdngulo porque as diagonais

bissectam-se no ponto (0, 0), centro da circunferéncia, e sdo iguais porque sao
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diametros de uma circunferéncia; € um quadrado porque os seus lados sao todos iguais,

a medida do lado é \/2a2 +2b7 .

Y A

e

=<V

(

— Um octdgono que cabe investigar se é regular. E interessante investigar qual deve ser
a razdo entre a e b para que isto aconteca. No entanto, esta verificacdo exige calculos
gue ndo sdo acessiveis a maioria dos nossos alunos do 10° ano, mas é um bom
problema para os professores.

Partindo das coordenadas do ponto A, por permutacdo e simetrias, obtivémos
oito pontos. No espaco, partindo de um ponto (a, b, ¢) e usando o mesmo tipo de
raciocinio, vamos obter 48 pontos. Por isso s6 uma parte desta discussao pode ser

passada para o espaco.

Mostra que se o ponto A, de coordenadas (a, b, c), pertence a uma superficie esférica de
centro na origem, os pontos de coordenadas (b, c, a) e (c, a, b) também pertencem a
essa superficie esférica.

Indica, pelas suas coordenadas outros trés pontos dessa superficie esférica que
pertengam ao primeiro octante.

Indica, pelas suas coordenadas outros pontos dessa superficie esférica que, com o
ponto A, sejam vértices de um paralelepipedo.

Indica as coordenadas de mais alguns pontos dessa superficie esférica. Entre os pontos
que escolheres, agrupa os que pertencem a um mesmo plano paralelo a um dos planos

coordenados.

No problema do plano, tinhamos dois rectangulos inscritos na circunferéncia; no
espaco, vamos ter seis paralelepipedos inscritos numa superficie esférica, todos eles

com um Vvértice em cada octante.
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Como baseamos toda esta discussdo na visualizagdo, a discussdo desta situa-
¢do poderd ter algum desenvolvimento com alunos que tenham mais facilidade em ver

no espago.

Se partirmos de uma circunferéncia com centro na origem de um referencial, e a

“esticarmos” na direc¢éo do eixo Ox, obtemos uma elipse.

h
r

¥
- -

Referencial Oxy Referencial OXY

A partir da equacao da circunferéncia da figura, obtém uma equacéao para a elipse.

A elipse é um lugar geométrico bastante acessivel de visualizar, basta pensar na
construcdo de uma elipse pelo método do jardineiro. No entanto, a dedugdo da sua
equacdo, baseada numa soma de distancias constante é extremamente pesada do
ponto de vista de célculo. O programa de Matematica, € bem explicito na forma de obter
equacbes para uma elipse, “facilmente, a partir da circunferéncia, por meio de uma
mudanca afim de uma das coordenadas”. Matematica - Programas 10°, 11° e 12° (p.19),
DES, 1997.

Este problema deve ser tratado numericamente, com casos particulares, e so
com alunos especialmente interessados, deduzir a equag¢do no caso geral, como aqui
vamos fazer.

Sabemos que a equacdo da circunferéncia é x* + y* = 1. A transformagcao afim
das abcissas dos pontos da circunferéncia traduz-se por

Y=y e X=kx

Resolvendo estas equa¢fes em ordem a x e y, obtemos

X
y=Y e X=y

Substituindo x e y na equacéo da circunferéncia, obtemos uma equacao para a
elipse:

(%)2+Y2=r2
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Esta equacao pode ser transformada noutras equivalentes:
X2
P +Y?’=r" ou X2+ KY? =1
Precisamos aqui de utilizar X e Y para podermos fazer a substituicdo sem haver

perigo de confusdo, mas se representarmos as duas figuras no mesmo referencial,
teremos

N

x? +y? = r* para a circunferéncia e x> + k’y? = r* para a elipse.
Uma elipse tanto pode ser feita pelo “alongamento” da circunferéncia cujo raio
coincide com o semi-eixo menor, como pelo “achatamento” da circunferéncia cujo raio

coincide com o semi-eixo maior.

A partir da equagdo de uma circunferéncia conveniente, 3
escreve uma equacéo para a elipse da figura.

Como ja vimos ha duas circunferéncias, com centro na origem, que permitem
obter a equacéo da elipse

111




ACTIVIDADES COMENTADAS

“Achatamento” da circunferéncia maior: “Alongamento” da circunferéncia menor:
- circunferéncia: XX +y?=9 - circunferéncia: X +yr=4
- transformacéo: - transformagcéo:
2 3
X= 3 X e Y=y X=x e Y =Y
3 2
x=5 X e y X=X e y=3Y
=Y - substitui¢ao:

- substituig&o: N (% Yy =4
3 2 2 _

GX)"+Y=9 9X% + 4Y% = 36
9x%+4Y?=36

Como estdvamos a espera, obtivémos a mesma equacao pelos dois processos.

Considera as duas elipses de equacdes

2x2+y2=3 e x2+2y2:3
Representa as duas elipses no mesmo referencial indicando as coordenadas dos pontos
de intersec¢do com 0s eixos.

Obtém as coordenadas dos pontos de intersecc¢ao das duas elipses.

A representacdo das elipses em referencial ndo obriga a um conhecimento
especial dos parametros que aparecem nas equacdes. Basta substituir, nas equacdes,
uma das coordenadas por 0, para obter a outra. Além disso, depois de representarmos
uma delas, a outra obtém-se por simetria relativamente a bissectriz dos quadrantes

impares, uma vez que as duas equacgdes so diferem na troca das coordenadas.

AY
¥ 2x*=3 y’=3
3 3
x=r\[§ y=+/3

V3 X
2

A determinacdo dos pontos de intersec¢do, sem recorrer a

visualizacdo e as simetrias das elipses, daria origem a

resolucdo de um sistema de duas equagdes do 2° grau a duas
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incognitas, mera manipulacdo algébrica, e que nem é do ambito deste programa.
Recorrendo as simetrias das elipses, facilmente se reconhece que estes pontos estédo
nas bissectrizes dos quadrantes, e por isso, fazendo x =y, obtém-se
2 +x°=3
x*=1
Xx=%1
Dois dos pontos pedidos sao (1, 1) e (-1, -1) e os outros dois sdo 0s simétricos

destes relativamente aos eixos coordenados (1, -1) e (-1, 1).

Considera a superficie esférica de centro na origem do referencial e raio 2.
Que figura se obtém se cortarmos a esfera por um plano?
Em cada caso, caracteriza o corte da superficie esférica pelo plano definido por:
x=0 y=1 z=3
Caracteriza, por equagfes, os planos tangentes a esfera que sao paralelos ao plano

xOy.

Cortando uma esfera por um plano, obtém-se um circulo ou um ponto. Os
circulos que se podem obter tém, no maximo, raio 2, sdo os circulos maximos.

Se cortarmos a superficie esférica pelo plano x = 0, obtemos uma circunferéncia
de raio 2, uma vez que o plano contém o centro da esfera. Como a equacgédo da
superficie esférica é x> + y* + z° = 4, a sua intersecgdo com o plano x = 0 é dada por

X +y' +72°=4Ax=0

Se substituirmos x por 0 na equacdo da superficie esférica, obtemos a equacédo da
circunferéncia do corte, no referencial do plano yOz:

y2+22:4.
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Se cortarmos a superficie esférica pelo plano y = 1, obtemos uma circunferéncia
de raio menor que 2, uma vez que o plano ndo contém o centro da esfera. Como a
equacdo da superficie esférica é x> + y* + z° = 4, a sua interseccdo com o planoy = 1
dada por

X +y+z28=4ay=1

AZ

Se substituirmos y por 1, obtemos a equacgdo dessa circunferéncia num referencial xOz
do planoy = 1:

X +2z°=3
Concluimos que a circunferéncia tem raio /3 .

O plano z = 3 nédo intersecta a superficie esférica porque a sua cota, 3, excede o
maior valor que as cotas dos pontos da superficie esférica podem ter, 2, que é o raio.
Alids, nenhum ponto da esfera tem nenhuma coordenada superior a 2.

Um plano paralelo ao plano xOy é um plano de equacao z = k, e é perpendicular
ao eixo das cotas. Para que um destes planos seja tangente a superficie esférica, basta
que o valor absoluto da sua cota seja igual ao raio. Ha por isso dois planos nesta

situagéo, sdo os planos definidos pelas equagbesz=2e z = -2,
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Problemas de demonstracéao

Este programa de Matematica exclui a abordagem axiomética da geometria
(pag. 18), porém a existéncia de uma axiomatica ndo é condicdo necessaria para que se
possam fazer demonstracdes. Como estéa referido no texto “Geometrias e sua Histéria”
desta brochura, a demonstracdo pode ser feita desde que sejam explicitamente enun-
ciadas e admitidas como verdadeiras as proposicdes utilizadas para as justificacdes.

Sobre a problematica da demonstracdo em geometria e o papel que ela pode ter
no ensino secundario, aconselhamos a leitura do liviro Ensino da geometria: temas
actuais, da autoria de Eduardo Veloso, a publicar brevemente pelo Instituto de Inovacgéo
Educacional.

Os problemas que vamos apresentar dao algumas ideias de como se pode
iniciar os alunos na demonstracdo, recorrendo a instrumentos mateméaticos diversi-
ficados (conhecimentos da geometria sintética, método cartesiano, vectores) e a tipos de
raciocinios diversos.

O recurso ao computador para actividades de investigacdo em Ambientes
Geomeétricos Dindmicos (AGD) tem vindo a revelar-se como um poderoso meio de
conduzir os alunos a fazer conjecturas e a sentir a necessidade da sua justificacéo.
Nesta perspectiva, o computador € um meio de experimentacdo que ndo demonstra mas
que conduz a necessidade de demonstrar. Para um aprofundamento desta problemética
deve ser consultado o artigo de Margarida Junqueira referido na bibliografia.

N&o é demais reforcar que uma demonstracdo nunca é a Unica possivel e que
por isso os alunos devem ser estimulados a formular as suas demonstracdes, cabendo

ao professor ajuda-los a melhorar a forma de as exprimir.

Prova que por corte de um cubo néo é possivel obter um pentagono regular.

Comecamos por admitir que é possivel obter pentagonos por corte num cubo, o
que ndo é facil de demonstrar, mas também ndo € necessario a este nivel, pela
evidéncia que os materiais manipulaveis nos permitem obter. Basta usar um cubo de
acrilico com liquido colorido e ver a superficie do liquido intersectar cinco faces do cubo.

O que se pretende aqui demonstrar € que ndo € possivel obter um pentagono

regular, para o que ndo basta fazer algumas observacfes e dizer que: “ndo é possivel
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obter nenhum pentagono regular porque ndo conseguimos colocar o liquido de maneira
averum”.

Como o plano de corte intersecta cinco faces do cubo, quatro delas séo
paralelas duas a duas. Por isso, qualquer pentagono tera sempre dois pares de lados

paralelos visto que um plano corta planos paralelos segundo rectas paralelas.

AB /I CD
BC//ED

Um pentagono regular ndo tem lados paralelos, logo ndo é possivel obter um

pentagono regular por corte de um cubo.

Unindo os pontos médios de lados consecutivos de um quadrilatero qualquer, obtém-se
um novo quadrilatero.

Que caracteristicas tem o quadrilatero obtido? \/@

Recorrendo a um Ambiente Geométrico Dinamico, a experiéncia vai conduzir a
conjectura de que este quadrilatero é sempre um paralelogramo. Sem recorrer a esse
auxiliar pode propor-se logo ao aluno que demonstre esta proposicdo, 0 que nunca tera
o mesmo efeito do que se for o aluno a descobrir e enunciar as caracteristicas desse
guadrilatero.

Para fazer esta demonstracédo ha pelo menos dois processos bastante simples e
acessiveis a estes alunos: utilizando vectores, sem referencial, ou recorrendo a decom-

posicdo em tridngulos.

Demonstracao vectorial:

Partindo do pressuposto que dois pontos definem um segmento de recta e que
este define dois vectores simétricos, podemos considerar os vectores definidos pelos
lados dos quadrilateros. Aceitamos também como validas as propriedades da adicdo de

vectores e do produto de um namero real por um vector.

116




ACTIVIDADES COMENTADAS

— —> — —
N =MB = QD + DP
=1 =133 +A1pc

) 2AD+2DC
=1 =1 (AD +DO)
=13 =13
1A 1 AC

Concluimos que os segmentos orientados [MN] e [QP] representam o0 mesmo
vector, logo séo paralelos e com 0 mesmo comprimento. O mesmo se poderia concluir
para os segmentos orientados [MQ] e [NP]. Um quadrilatero com os lados paralelos dois

a dois € um paralelogramo.

Demonstracdo por decomposi¢do em triangulos:

Aceitamos como pressuposto que num triangulo o segmento de recta que une
os pontos médios de dois lados é paralelo ao terceiro lado e que duas rectas paralelas a
uma terceira sdo paralelas entre si.

A No triangulo [ABD], [MQ] é o segmento definido pelos

H pontos médios dos lados [AB] e [AD], logo é paralelo ao lado
B D [BD.

No triangulo [BCD], [NP] é o segmento definido pelos

N P
pontos médios dos lados [BC] e [CD], logo é paralelo ao lado

[BD].

Como [MQ] e [NP] séo paralelos ao mesmo segmento, [BD], sdo paralelos entre si. Do

C

mesmo modo se demonstra que [MN] é paralelo a [QP]. Um quadrilatero com os lados

paralelos dois a dois € um paralelogramo.

Esta situacdo pode levar-nos a colocar mais algumas questdes sobre as

relagdes entre os dois quadrilateros.
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No quadrilatero [ABCD] os pontos médios dos lados sdo M, N, P e Q.

Qual é a razao entre a area do paralelogramo [MNPQ] e a area do quadrilatero [ABCD]?

B

Provar que ha uma relagdo entre os elementos de duas figuras, que é
independente de particularidades das figuras, também é uma demonstracéo.

Neste caso, a exploracdo em computador conduz os alunos a conjectura de que
a area do paralelogramo [MNPQ] é metade da area do quadrilatero [ABCD], mas nao
serve para demonstrar o caso geral.

Esta demonstragdo pode fazer-se recorrendo a decomposigcédo em triangulos e a

razéo entre as areas dos tridangulos semelhantes.

[

O triangulo [AMQ)] é semelhante ao triangulo [ABD], a razdo de semelhanca é 5
~ . 1 n . A
logo a razao entre as areas é ik O tridngulo [CPN] é semelhante ao triangulo [CDB], a

. 1 - ; .1
razdo de semelhanca é 5 logo a razdo entre as areas é 7

1 1
area [AMQ] + area [CPN] = 7 area [ABD] + 7 area [CDB]

1
2 area [ABCD]

Do mesmo modo se prova que

area [BNM] + &rea [DQP] = % area [ABCD]

Conclui-se assim que a soma das areas dos quatro tridngulos é metade da area
do quadrilatero [ABCD], e portanto a area do paralelogramo [MNPQ] também é metade

da area deste quadrilatero.
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A que condi¢des tem que obedecer o quadrilatero [ABCD] para que o paralelogramo que
se obtém unindo os pontos médios dos seus lados seja:

- um rectangulo;

- um losango;

- um quadrado. J@

E interessante notar que a partir de uma situacdo se foram fazendo conjecturas
de natureza diferente que conduzem a demonstracBes com caracteristicas também

diferentes.

O baricentro de um triangulo [ABC] é o ponto de encontro das suas medianas. O

> > >
baricentro G define com os vértices do tridngulo trés vectores GA, GB e GC, tais que
> > > >
GA+GB+GC=0

Mostra que num triangulo o baricentro divide cada mediana em dois segmentos tais que

o comprimento de um é o dobro do comprimento do outro.

Vamos fazer esta demonstragéo recorrendo a definicdo vectorial de baricentro,
as propriedades da adicdo de vectores e ao facto de as diagonais de um paralelogramo

se bissectarem.
A

M >

oy}

D

Assim, podemos concluir que os pontos A, G, M e D séo colineares e que 0s
segmentos [GA] e [GD] tém o mesmo comprimento.

Por outro lado, [GD] e [GC] s&do diagonais de um paralelogramo e, por isso,
bissectam-se.
Assim, podemos concluir que GT\/I = % éD. Entéo (?M = %_GD = %_GA.
Isto significa que o baricentro divide uma mediana em dois segmentos cujos

comprimentos estéo entre si na razdo de 1 para 2.
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Problemas que conduzem ao estudo de funcdes

Uma das potencialidades das figuras geométricas é o estabelecimento de
relacdes entre elementos da figura ou entre figuras. Estas relagcbes podem ser estuda-
das de forma dinamica, recorrendo ao software ou aos materiais ja mencionados, e em
paralelo com uma abordagem gréfica e analitica.

Por outro lado, muitos conceitos sobre funcdes podem ser introduzidos a partir
de representacdes geométricas. As vantagens sao varias:

— avisualizacéo do problema;

— a visualizagdo e interpretacdo de elementos criticos (dominio, contradominio,
zeros, maximos, minimos) e de situacgées limite;

— a utilizacdo de conhecimentos anteriores e a articulacdo de ideias de natureza
diferente;

— a abertura para o estudo computacional.

Com o apoio das novas tecnologias, calculadoras gréficas e software, que
vieram revolucionar a légica de trabalho com fungdes, podemos estudar com a mesma
facilidade uma funcao linear, como uma quadratica ou outra polinomial, bem como
funcdes irracionais, trigopnométricas, etc. Por isso ndo ha razdes para ndo estudar todo o
tipo de fun¢des que recorrem maioritariamente a relagcfes entre dados de uma figura, ou
a relacBes entre figuras no plano e no espaco. Muitas destas relacdes baseiam-se em
medidas, nomeadamente perimetro, area e volume.

A lista de problemas e investigacbes em geometria que conduzem ao estudo de
funcbes é vastissima. Vamos dar uma lista de alguns problemas, sem comentar,
remetendo para a leitura da brochura sobre Func¢des. A nossa perspectiva de exploracdo
destes problemas € inicia-los sempre recorrendo a visualizacdo e aos conhecimentos de
geometria inerentes, e sO passar ao estudo grafico e analitico posteriormente.

Alguns destes problemas levam ao estabelecimento de férmulas que podem ser
obtidas fora do ambito das fungBes e serem retomadas mais tarde para introduzir ou
consolidar conceitos como variavel, fungéo, etc.

Vamos propor algumas actividades que ndo comentaremos, deixando ao critério

do professor a sua exploracéo no tema Geometria e no tema Funcdes.
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Pequenas investigacdes sobre poligonos:

* NUmero de diagonais em funcdo do nimero de lados.

» Soma dos angulos internos em fungéo do nimero de lados.

» Medida do angulo interno de um poligono regular em funcédo do ndmero de lados.
» Medida do angulo externo de um poligono regular em funcéo do ndmero de lados.
* Perimetro de um poligono regular em fungéo do lado.

* Relacdo entre as duas dimensdes de rectangulos equivalentes.

« Area do quadrado em funcéo da diagonal.

« Area de rectangulos isoperimétricos em fung&o de um dos lados. J@

Qual é o rectangulo de maior area que se pode inscrever num tridngulo rectangulo

- dadas as medidas dos dois catetos.

- dadas as medidas de um cateto e de um angulo agudo.

B

Dado um quadrado de lado k, considera-se um ponto P, que se desloca ao longo de um

dos lados e que vai gerando quadrados inscritos no quadrado dado.

v

P=> P P P

Entre que valores pode variar o deslocamento?

Observando as figuras, e sem fazer calculos, faz um esbogo de um gréfico que traduza a
variagcdo da area em funcdo do deslocamento de P.

Define analiticamente a fungdo e confirma o gréafico que esbocaste.

Quando é que a area é minima? Quando é que é maxima? Qual é o contradominio?

Ha deslocamentos diferentes que déem origem a quadrados com areas iguais? J@

Estudar a variagcao da area de um rectangulo inscrito num circulo, em funcédo da altura.

B
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De um rectédngulo com medidas a e b vamos cortar quatro quadrados nos cantos, para

obter a planificagdo de uma caixa aberta em forma de paralelepipedo.

° ——

(]

a

Entre que valores pode variar o lado do quadrado cortado?
Define analiticamente o volume da caixa como funcdo do lado do quadrado cortado.

Qual é a medida do lado do quadrado cortado para que o volume da caixa seja maximo?

Um cubo de acrilico transparente esta assente sobre uma
aresta, num plano horizontal, de modo que a diagonal

facial representada fique vertical. Quando o enchemos de

liquido, o perimetro das seccdes definidas pela superficie
de liquido vai variando.

Entre que valores pode variar a altura de liquido?

Que poligonos sao essas secgbes? Para quanto tende o perimetro quando a altura de
liquido tende para zero? Entre que valores pode variar o perimetro?

Como é o gréfico do perimetro em funcdo da altura de liquido?

Define analiticamente a variacdo do perimetro da sec¢do em funcdo da altura de liquido

e faz um estudo completo da funcao. J@

Estudar a variacdo da area de um rectangulo inscrito num tridngulo isosceles de base b
e altura h, em funcéo da altura do rectangulo.
Estudar a variacdo do volume de um cilindro inscrito num cone com base de raio r e

altura h, em funcéo da altura do cilindro.
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Bibliografia comentada

Livros
e Abbot, Edwin A.. Flatland - O pais plano. Gradiva. Lisboa, 1993.

Uma aventura, com muito humor, sobre a visualizacdo e 0s espacos de outra dimenséao.

e Coxford, Arthur F. Jr. & al.. Geometria a partir de multiplas perspectivas, traducéo
portuguesa da Addenda Series 9 - 12 do NCTM. APM. Lisboa, 1993.

Uma extensa lista de actividades comentadas em que a geometria é tratada sob
multiplas perspectivas, reflectindo as novas metodologias que apoiam 0s novos objec-
tivos curriculares.

e Cundy, H.M. e Rollett, A.P.. Mathematical Models. Tarquin Publications. Great Britain,
1989.

Um livro muito completo sobre a utilizacdo de modelos no ensino da geometria. No que
respeita aos poliedros apresenta um registo muito exaustivo e ilustrado de
caracteristicas de varias familias de poliedros (platénicos, arquimedianos, estrelados).

e Lindquist, Mary Montgomery ed. Learning and Teaching Geometry, K-12., 1987
Yearbook. NCTM. Reston, 1987.

Como todos os yearbooks do NCTM apresenta artigos tedricos e muitas sugestdes de
actividades e problemas para trabalhar com os alunos.

e Maletsky, Evan M., Peitgen, Heinz & al.. Fractals for the Classroom, Volumes 1 e 2.
Springer -Verlag/NCTM. New York, 1992.

Um conjunto extenso de propostas de trabalho que ajudam a compreender a Teoria dos

Fractais, e como alguns dos seus conceitos podem ser trabalhados de forma acessivel
com alunos do Ensino Secundario.

e Serra, Michael. Discovering Geometry. Key Curriculum Press. Berkeley, California,
1997.

Uma abordagem indutiva da geometria no plano e no espacgo, que integra propostas

para trabalhar com software dindmico e apresenta muitas situacdes de exploracdo de
conexdes.

e Soler, Gregoria Guillen e Galvéz, Angel Salar. Poliedros. Editorial Sintesis. Madrid,
1990.

Tudo, ou quase tudo, sobre poliedros.
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e Veloso, Eduardo. Ensino da Geometria: Temas Actuais” (titulo provisorio). A publicar
por IIE. Lisboa, 1997.

Um livro que trata de forma muito completa e estimulante os temas mais actuais e
decisivos para o futuro do ensino da geometria. Desde a perspectiva histérica, aos
aspectos de ordem didactica, passando por actividades exemplares, este livro responde
a muitas, se ndo todas, as questdes que se podem colocar sobre 0 ensino da geometria
no secundario.

Artigos

e Junqueira, Margarida. Conjecturas, provas, Geometria e computadores: como
interligar? Actas Profmat 95, APM, 1995.

e Silveira, Branca e Maia, Jorge. A utilizacdo das macros do Cabri-Géometre. Actas
Profmat 93, APM, 1993.

Revistas

Educacdo e Matematica, revista da Associacao de Professores de Matematica.

Esta revista tem vindo a divulgar, desde o seu primeiro nimero, muitos artigos sobre o
ensino da geometria. Assim, apresentamos uma lista dos ndmeros desta revista com
artigos sobre este tema.

N° 4
e Fractais na Escola Secundaria, Daniela Gori Giorgi
e A curva do Dragao, Maria Jodo Peres Costa
Uma iniciacé@o ao conceito de fractal.
e A Geometria dos Cristais, Francis Michel
Ideias interessantes sobre caracteristicas de alguns poliedros.
N° 6
e Para um refor¢co do ensino da Geometria, A. J. Franco de Oliveira
e Um exemplo de Didactica da Geometria, José Manuel Matos
Uma perspectiva bastante completa sobre a Teoria de van Hiele.
e Tridngulos dourados, Henrique Guimaraes e Paulo Abrantes
A resolucao de um problema pode levar-nos a outras ideias mateméticas.
e A Bola - volume e area de uma esfera, José Joao Henriques
e Seccionando sdlidos de plasticina, William M. Carrol
Algumas ideias sobre cortes em so6lidos geométricos.
e Constru¢des com cubos
Materiais para a aula de Matematica.
N° 10
e As mais belas rectas do mundo, Fernando Bensabat
Alguns desafios interessantes no final do artigo.
¢ Vicissitudes de uma investigacdo bem sucedida, Cristina Loureiro
Um problema de geometria com varias resolu¢gées numeéricas.
Ne 11
¢ Uma corda a volta da Terra, José Paulo Viana
Um problema com uma solugéo inesperada.
Ne 12
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e Vamos resolver problemas da vida real, Graca Mota e Pedro Pimentel
A geometria também é Util para resolver problemas do dia-a-dia.
N° 13
e Geometria do espaco e materiais no 7° ano, Leonor Cunha Leal e Eduardo Veloso
Ideias interessantes na exploragdo da relagao espago/plano.
Ne 17
e Funcdes periddicas na folha de calculo, Susana Carreira
Uma resolugdo do problema da ampulheta que é um problema de
proporcionalidade geométrica.
N° 19/20
e As folhas de papel e as semelhangas, Jodo Janeiro
Materiais para a aula de Matematica.
e O numero de ouro e as suas propriedades: uma actividade com alunos, Gracinda
Lima Gaspar
Ne 21
e Raciocinio visual, Parente pobre do raciocinio matematico?, Manuel Saraiva
Algumas ideias fundamentais sobre o papel do raciocinio visual.
e Sobre um problema de Geometria, J. S. Cabral
Discussédo de um problema das Olimpiadas de matematica.
N° 24
e Paradoxos geométricos, a sucessdo de Fibonacci e o que mais se vera, Paulo
Oliveira
N° 25
e Simetrias axiais, Teresa Colaco
Materiais para a aula de Matemética.
N° 26 (NUmero dedicado a Geometria)
e Perseguindo poligonos, simetrias e nimeros, Helena Paradinha
¢ Eixos de simetria em poligonos irregulares, Helena Paradinha
Materiais para a aula de Matematica.
Visualizacdo espacial: algumas actividades, José Manuel Matos e M2 de Fatima
Gordo
A Geometria torna-se Algebra, José Orlando de Freitas
Tudo o que ha num cubo, Eduardo Veloso
Um monte de ideias para explorar com os alunos.
Um ndmero no triangulo, José Paulo Viana
O problema do trimestre.

Ne 27
e Que concepgOes epistemoldgicas da demonstragdo? Para que aprendizagens? (1),
Evelyne Barbin
No entanto muitos alunos consideram que a demonstragcdo marca o inicio do seu
insucesso na disciplina.
e Um minimo no triangulo, José Paulo Viana
O problema do trimestre.
N° 28
¢ Que concepcgdes epistemoldgicas da demonstracdo? Para que aprendizagens? (l1),
Evelyne Barbin
N° 29
e Sobre o problema dos castelos, José Paulo Viana
O problema do trimestre.
N° 30
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e Geometria no 10° ano: o fracasso que era previsivel ..., Eduardo Veloso
N° 32
¢ Renovacado do ensino da Geometria: contributos ..., Alexandra Pinheiro e Eduardo
Veloso
Potencialidades de alguns problemas de geometria e as opc¢des da sua
utilizacéo.
e Dividir um rectangulo ao meio ... Rita Bastos e Cristina Loureiro
Materiais para a aula de Matematica.
N° 33
¢ Quadratura do circulo: uma solugao ndo ortodoxa ..., Eduardo Veloso
N° 34
¢ Novas tecnologias na aula de matematica, Joao Pedro Ponte
Entre outros, o Cabri faz parte dos desafios irrecusaveis a actividade educativa,
palavras do autor do artigo.
e O “qué”, o “porqué” e o0 “como” em Matematica, John Mason
Um artigo onde também se fala da utilizac@o do Cabri no ensino da geometria.
e Ponto de Fermat de um triangulo
Actividade prevista para ser utilizada com o Cabri. Adaptada de Worksheet 3 do
artigo An alternative introduction to proof in dynamic geometry, de Michael de
Villiers, in Micromath, vol 11.
N° 35
e O professor tem sempre razdo, nunca se engana e raramente tem duvidas?, Ana
Vieira
Respostas dos alunos a algumas actividades e reflexdes da professora.
¢ Investigacdes com espelhos, Projecto Matematica para todos
Materiais para a aula de Matematica.
Ne 37
e A minha experiéncia com o Cabri, Vidal Minga
Sobre a utilizacdo do computador para trabalhar geometria.
N° 38
¢ Incentivando a visualizacdo espacial através das propriedades geométricas de
tetraedros duais, Ana Maria Kaleff e Dulce Monteiro Rei
Artigo ja referido no texto com ideias para construir materiais.
N° 41
e Descartes, gedbmetra acidental, A. J. Franco de Oliveira
e Descartes,que actualidade? Ana Pascoa, Lurdes Geada e Rosa Barbosa
e A curva de Koch:..., Maria Guilhermina Nogueira
Materiais para a aula de Matematica.
N° 42
e A proposito do Teorema de Pitagoras, Angela Coimbra
¢ As nota¢gBes em Geometria, Eduardo Veloso

Boletim da SPM, revista da Sociedade Portuguesa de Matematica.

Embora ndo sendo uma revista especialmente dedicada ao ensino, esta revista tem
divulgado muitos artigos sobre o ensino da geometria. Assim, apresentamos uma lista
dos nimeros desta revista com artigos sobre este tema.

N° 15, Janeiro/Fevereiro de 1990
e A elipse de um ponto de vista elementar, Ana Isabel Rosendo

N° 29, Setembro 1994
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e El Retorno de la Geometria, Claudi Alsina
Razdes para desenvolver o ensino da geometria.

N° 30, Dezembro 1994

e Trés exemplos de aplica¢cdes da Geometria, Rémi Langevin
AplicagBes interessantes, embora ndo estejam ao alcance dos alunos do s
secundario.

N° 32, Agosto 1995

e Modelos de geometrias planas, A. M. d’Azevedo Breda

N° 34, Maio 1996

e Nuameros e Figuras, Nuno C. Freire

N° 35, Outubro 1996

e O plano mediador de um segmento no programa de 10° ano de escolaridade, Antonio

Pereira Rosa.
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