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INTRODUGAO FUNCOES 12° ANO

INTRODUCAO

Esta é a terceira de uma série de brochuras dedicadas ao tema "Func¢des" com as quais
se pretendeu contribuir para uma leitura das novas orientagcbes do programa de

Matematica do ensino secundario.

Segundo o texto do programa no 12° sao estudados de forma mais rigorosa conceitos ja
utilizados de forma intuitiva: limite, continuidade e derivada. Por todos estes assuntos ja
terem sido abordados nos 10° e 11° anos, é desejavel que a leitura desta brochura seja

feita ligando-a as anteriores.

A fundamentacao tedrica apresentada constitui um complemento de informagédo para os

professores relativo aos conceitos em estudo.

A semelhanca das brochuras anteriores, propde-se um conjunto de tarefas passiveis de

serem utilizadas directamente com os alunos.

Atendendo ao facto de no 12° ano se manterem as orientagcdes metodoldgicas dos anos
anteriores: andlise de situacBes da vida real, relevancia do raciocinio dedutivo e da
comunicacao, formas de trabalho e de avaliagdo diversificadas, utilizagcdo obrigatéria da
calculadora, utilizacdo do computador, etc., optou-se este ano por ndo separar as
actividades relativas a avaliacdo e recursos. Muitas das actividades podem ser utilizadas
na avaliacdo e algumas delas constituem propostas de projectos a apresentar aos
alunos. A titulo de exemplo indicam-se: “Régua de célculo” (pag. 69), “Os sismos na
Internet” (pag. 137), “Matematica e musica” (pag. 140), “O compasso de Descartes e a

curva logaritmica” (pag. 146).
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Com vantagem, algumas das actividades sdo resolvidas com recurso a tecnologia ja
apresentada nas brochuras anteriores. Refere-se neste caso a utilizacdo de sensores
(Arrefecimento do café, Matematica e mausica), Internet (Sismos na Internet) e
Geometer's Sketchpad (O compasso de Descartes e a curva logaritmica). O programa
Modellus pode ser utilizado na resolugéo de diversas actividades nomeadamente as que
envolvem o estudo de familias de fungbes, por exemplo “O arrefecimento do café” (pag.

102), “Remédios para dormir” (pag. 105) e “Gripe asiatica” (pag. 108 )

O estudo das funcBes deve continuar a ser feito a partir de abordagens graficas e
numéricas, relacionando de forma sistematica os aspectos graficos, numéricos e
analiticos. Este estudo deve ter por base contextos de resolucdo de problemas e de

aplicacdes da Matematica.

O processo de modelagdo matematica € um dos itens do tema geral do programa que foi
abordado em pormenor na brochura do 10° ano e retomado na do 11°. No 12° ano os
alunos dispéem de novas ferramentas (o célculo diferencial) e de novas func¢bes
(exponencial e logaritmica) que podem usar na modelacdo. Com as fun¢des exponencial
e logaritmica podem ser abordados uma vasta gama de problemas com aplicacdo
pratica. Os exemplos apresentados estdo longe de esgotar todos os exemplos
interessantes e elementares.

A demonstragéo é outro dos itens do tema geral “Légica e raciocinio matematico” pelo
gue se teve a preocupacdo de, para além das demonstracdes que fazem parte do
programa, apresentar outras (pag. 37 e 119) que eventualmente podem ser propostas

aos alunos.
A brochura apresenta a seguinte estrutura:
e Fundamentagéo tedrica

e Actividades para a sala de aula

Fundamentacao Tedrica

O Calculo Diferencial, é tratado com maior detalhe, sendo feito um estudo que
ultrapassa o &mbito do programa. Mais uma vez se salienta que este texto se destina aos

professores, facultando uma informacéo alargada sobre os temas a abordar.
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Actividades para a sala de aula

Propbe-se um conjunto diversificado de actividades que podem ser utilizadas de acordo
com as opcbes e as preferéncias do professor. Continuam-se a apresentar alguns
comentarios que pretendem ser sugestfes de abordagem metodoldgica ou propostas de
resolucdo. N&o se sentiu a necessidade de comentar com tanto pormenor cada uma
delas atendendo a que as orientagbes metodolégicas ndo sofreram alteracdes

relativamente aos anos anteriores.

Continua-se a disponibilizar um conjunto de ficheiros com algumas das actividades
propostas. Esses ficheiros serdo colocados na pagina do Acompanhamento de

Matematica cujo endereco se encontra no final desta brochura.
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FUNDAMENTAGCAO TEORICA

O presente texto destina-se a constituir um complemento de informacdo para os
professores sobre temas constantes do actual programa do 12° ano de Matematica. Na
sua elaboracdo prestou-se especial atencdo a formalizagcdo dos conceitos de limite,
continuidade e derivada, parte integrante do programa de 12° ano. O conhecimento
intuitivo destes conceitos data de anos anteriores e ja foi abordado nas brochuras

“Funcgbes” para os 10° e 11° anos.
Relativamente ao conceito de limite de uma fungdo num ponto a optou-se por referir e
comentar duas definicdes: a definicdo utilizada em alguns manuais do ensino superior,

em que para definir limite de uma fungéo quando X tende para a se considera que X pode
assumir o valor a, e a definicdo utilizada nos livros de texto do ensino secundario, em que

se consideram para X apenas os valores diferentes de a. A escolha de uma ou outra

definicdo tem varias implicagcbes que sao ilustradas com exemplos. A partir da “Nota
final” (pag. 17) passou-se a usar unicamente a definicdo escolhida pelos manuais

escolares e a utilizar o simbolo “lim” que, até entao, tinha sido evitado.

A inclusdo destas reflexdes sobre o conceito de limite destina-se a alertar para a
situagdo, frequente em matematica, de se obterem desenvolvimentos diferentes com

defini¢cdes cujas diferencas podem passar despercebidas aos leitores menos atentos.

Nos “Complementos sobre derivagao” sao feitas as demonstragdes consideradas
obrigatérias no dmbito deste programa (regras de derivacdo da soma e do produto) e
ainda as que sdo expressamente sugeridas no programa como facultativas. Algumas
destas demonstracdes podem ser apresentadas a alunos que se mostrem mais
motivados para estas questdes.

Apresenta-se ainda informacdo complementar sobre temas relacionados com a

derivacéo.

11
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Os novos programa prevéem, como um tema transversal, o estudo do processo de
modelagcdo matematica referindo nomeadamente que “deve ser discutido com os alunos
0 processo de modelacdo matematica e a sua importancia no mundo actual. Este tema
devera ser abordado o mais tardar a propdsito dos problemas de optimizacdo no 12°
ano”. O processo de modelacdo matematica foi tratado genericamente na brochura
“Funcgbes” para o 10° ano. Em “Alguns modelos matematicos” pretende-se apresentar um
suporte teérico que permita aos professores tratar na sala de aula alguns exemplos,
dando-se especial énfase ao estudo das funcdes exponenciais e logaritmicas num

contexto de aplicacdes variadas.

Limite e continuidade

As abordagens intuitivas dos conceitos de limite e continuidade foram oportunamente
comentadas nas brochuras sobre “Fungdes” para os 10° € 11° anos.

O texto seguinte inclui algumas reflexdes sobre a formalizacdo destes conceitos, além do
tratamento de tépicos com eles relacionados e que sao referidos no programa do 12°

ano.

1. Nogdes de limite

O programa do 12° ano indica que se deve adoptar a nogéo de limite de uma funcéo f
num ponto a segundo Heine, mas néo refere se sdo de considerar apenas sucessées de
pontos do dominio de f diferentes de a ou se sdo também de considerar as sucessdes

com termos iguais a a. Este facto conduz a dois conceitos diferentes de limite segundo

Heine, 0 que origina por vezes solugfes contraditérias em exercicios simples relativos a

existéncia de limite, como se procura evidenciar neste paragrafo.

Seja f uma funcéo definida num subconjunto X de IR e @ um ponto aderente a X (isto €,

ndo exterior a X).

12
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Diz-se que b € IR é limite de f no ponto a € IR ou quando X tende para a se, para

cada numero & > 0, existe um numero € >0 tal que se tem |f(x) —b| < d, para todos

os X € X tais que [x—al <e¢.

Esta formalizag&o deixa de ter sentido quando a e (ou) b s&o infinitos.

Atendendo a nogdo de vizinhanga de um ponto, Vg(a) :]a—s,a+a[ se aelR,

1 1
V8(+oo)= XeIR:X>g ,Vg(—oo)= x €lR: X<—g escreve-se entao:

Defini¢cdo 1 (Cauchy)

Diz-se que b é limite de f no ponto a ou quando X tende para a se, para cada niamero

8>0, existe um numero £€>0 tal que se tem f(X) eVS(b), sempre que

X e X NV(a).

Tem-se a seguinte definicdo equivalente:

Defini¢ao 1’ (Heine)

Diz-se que b é limite de f no ponto a ou quando X tende para a se, para qualquer
sucesséao (Xn) de elementos de X tal que Xp—a ((Xn)converge para a), se tem
f (Xn) —b (f (Xn) converge para b).

No grafico seguinte ilustra-se um caso em que no existe o limite da fungdo f no ponto a,

A

de acordo com a defini¢cao 1 (definicéo 1°).

f(a) \

13
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Se a é ponto de acumulacio de X tem sentido a seguinte definic&o:

Definicao 2 (Cauchy, por valores diferentes)

Diz-se que b é limite de f no ponto a ou quando X tende para a se, para cada niamero
5>0, existe um nimero £>0 tal que se tem f(X) eVS(b) , sempre que

x e(X \{a})nV,(a).

Esta definicdo é equivalente a seguinte:

Definigdo 2’ (Heine, por valores diferentes)

Diz-se que b é limite de f no ponto a ou quando X tende para a se, para qualquer

sucessao (Xn) de elementos de X, distintos de a, tal que X, —>a, setem f (Xn) —b.

De acordo com esta definicdo, a funcdo do exemplo anterior tem limite b no ponto a,

sendo b diferente de f(a).

Observacoes:

1. Para ndo sobrecarregar o texto, a designacédo “definicdo 1” abrange as versdes

equivalentes e analogamente para a designagao “definicéo 2”.

2. No caso em que o ponto a ndo pertence a X tem-se X \{a} = X e as definicbes 1 e

2 (limite por valores diferentes) coincidem. Recorde-se que um ponto aderente que ndo
pertence a um conjunto é necessariamente um ponto de acumulagdo desse conjunto.

3. Embora a definicdo 1 (definicdo 1’) se aplique em todos os casos em que a definicao 2
€ aplicavel, uma vez que todos os pontos de acumulagdo de um conjunto sdo pontos
aderentes a esse conjunto, ela ndo € mais geral que a definicdo 2. Sdo definicdes
diferentes, conforme se ilustra no exemplo anterior: o ponto considerado é um ponto de
acumulacao, ndo existe limite de acordo com a definicdo 1 e existe limite de acordo com

a definico 2 (limite por valores diferentes).

4. De acordo com a definigdo 1( definicdo 1°), se existe o limite de f num ponto a € X,

14
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esse limite é iguala f(a).

5. De acordo com a definicdo 2 nédo faz sentido falar em limite de uma fungéo num ponto

que seja ponto isolado.

6. De acordo com a definicdo 1, o limite da fungdo num ponto isolado a € X é igual a

f(a).

7. Observe-se que no caso em que a é infinito as definigdes 1’ e 2’ (limite por valores

diferentes) coincidem. Assim, no caso das sucessbes (que sao funcbes de variavel
natural) ndo h4 lugar a dois conceitos de limite, uma vez que se trata do caso a = 400, 0

que legitima a expressao “sucessao que tende para ...” .

A definicdo 1 permite demonstrar uma proposi¢ao relativa ao limite da fun¢cdo composta.
Esta proposicdo deixa de ser verdadeira se se optar pela definicdo 2 (limite por valores
diferentes). Mais precisamente, usando o conceito de limite da definicdo 1, demonstra-se

que:

Proposi¢ao: (Limite da fungdo composta com a defini¢cdo 1)

Sejam @ : T IR— IR talque ¢(T)= X e f: X = IR.

Se (p(t) tem limite X; quando { tende para to (ndo exterior a T) e f(X) tem limite b

guando X tende para X,, entdo a funcdo composta (f 0(p)(t) tem limite b quando

0°

t tende para t; .

Sera que o resultado se mantém verdadeiro no caso de se considerarem limites usando
o conceito de limite da definicao 2 (definicdo 2’) (limite por valores diferentes)?

A resposta é nao.

Com efeito, sejam ¢ e f definidas em IR por

15
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0 se t=#1 1 se x#0 0 se t=#1

o(t) = e f(x)= . tem-se (focp)(t):
1 se t=1 0 se x=0 1 se t=1

De acordo com a definicdo 2 (limite por valores diferentes), tem-se que o limite da

fungdo ¢ quando t —1 é Xg =0, o limite de f quando X —0 ¢ b=1 e o limite da

fungdo composta f o quando t — 1 ¢ igual a zero, sendo portanto diferente de b.

Caso se opte pela definicdo 2 (limite por valores diferentes) para se garantir que a fungéo
composta (f ocp)(t) tem limite b quando {tende para '[O, € necessaria uma hipétese

adicional, tendo-se a seguinte proposi¢ao:

Proposi¢ao: (Limite da fungdo composta com a defini¢cdo 2)

Sejam ¢ : T IR— IR talque ¢(T)= X e f: X = IR.

Se (p(t) tem limite X, quando t tende para to, f(x) tem limite b quando X tende
para X, e f(xo) =D, entdo a funcéo composta (f 0(p)(t) tem limite b quando t tende

para {; .

Existem outras versGes deste teorema com hipéteses ligeiramente diferentes (ver

bibliografia).

Para os limites segundo as definigbes 1 e 2 sado validas as seguintes propriedades, que
se podem demonstrar facilmente utilizando as propriedades das sucessfes convergentes

(isto &, com limite finito):

Sejam f e g fungdes definidas em subconjuntos X e Y de IR tais que XY = e a
um ponto de acumulagdo de X NY. Se f tem limite A€ IR no ponto a e g tem
limite B € IR no ponto a, tem-se:

() Existe o limite de f +g no ponto @, iguala A+ B.

(i) Existe o limite de f g no ponto @, iguala AB.

16
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(i) Se B=#0,afungdo f /g tem limite no ponto a, iguala A/B.

Estas propriedades mantém-se verdadeiras quando A e (ou) B s&o infinitos,

exceptuando-se os casos de indeterminag&o : 00 — o0, 0/ 0,00/ 00,0.00.

Exemplo

~ - b %/_ _ B oa
As funcdes definidas em IR por f(X) = x (2 + X) e g(x) =3x—x° tém limite igual
a zero no ponto zero, o que conduz a uma indeterminacéo do tipo 0/0 para o quociente

f /g, definido em IR\{ 0, i\/i_S}
f(x) x4(2+§/;) B x4(2+§/;) B x3(2+§/;)

C — — —
ome g(x) 3x —x3 x(3—x2) 3—x?

, 0 quociente f /g tem limite

Zero no ponto a.

Nota final

Autores de textos de Analise usam as definicbes 1 e 1’ (por exemplo J. S. Guerreiro,
Curso de Andlise Matemética; J. Dixmier, Cours de Mathématiques du Premier Cycle; M.
Figueira, Fundamentos de Analise Infinitesimal) outros usam as definicbes 2 e 2’ (por
exemplo Apostol, Calculo, volume I; Smirnov, A Course of Higher Mathematics, volume |;
Vicente Gongalves, Curso de Algebra Superior). Jaime Campos Ferreira adoptou as
definicdes 1 e 1" em 1985 quando redigiu o texto “Introducdo a Analise Matematica”
contrariamente ao que tinha feito em “Licdes de Analise Real” , 1973-1974, IST, onde
tinha adaptado as definicbes 2 e 2’ (limite por valores diferentes). A definicdo
correntemente utilizada nos manuais do ensino secundario é, desde a década de 40, a
definicdo 2’. Da andlise dos novos manuais disponiveis para 0 12° ano, verifica-se que é
a definigdo 2’ que continua a ser utilizada. Por isso, nesta brochura sera adoptada a

definicao 2’

2. Limites laterais

17
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Definicdo: Chama-se limite de f & esquerda no ponto a (ou quando X tende para a por

valores menores que a), e escreve-se  lim f (X) , ao limite no ponto a da restricdo de
X—a~

fao conjunto X5 ={x € X:x <a/.
Chama-se limite de f a direita no ponto a (ou quando X tende para a por valores

maiores que a), e escreve-se lim f(X), ao limite no ponto a da restricdo de f ao
+
Xx—a

conjunto X; ={x e X:x>a}.

Os limites de f a direita e & esquerda do ponto a sdo usualmente referidos como
limites laterais no ponto a.

Utilizando sucessdes tem-se entdo:

G lim f(x) = A se para qualquer sucess&o (Xn) de pontos de X menores que a, tal
X—a~

que (Xn) tende para a a sucessao ( f (Xn )) tende para A.

@) lim f(x)=B se para qualquer sucess&o (Xn)de pontos de X maiores que a,
x—a’*

convergente para a a sucessao ( f (Xn )) converge para B.

Observacéo
Atendendo a que X; U Xg =X \{a}, se existem limites laterais iguais no ponto a,

existe limite no ponto @ com o mesmo valor. Reciprocamente se existe limite no ponto a

s

existem os limites laterais com o mesmo valor.

Exemplos:
) I DA—.
1. Retome-se o exemplo anterior. Existem

neste caso os limites laterais de f no

ponto &, ambos iguais a b pelo que existe

limite da fun¢&o no ponto a.

18
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2. Tem-se neste caso que o limite a
esquerda de @ é b e que o limite a direita \

. - - )
de a é C. Nao existe limite da funcéo no f(a)

ponto a. c \

O

(1
3. A funcéo definida em IR\{0} por f(x)= Sln(;j ndo tem limites laterais no ponto

1
a=0. Com efeito, tomando em IR™ as sucessées X, = o © Yn = temse
T

E+2nTC

que X, >0 e y, >0, mas f(xn)=0—>0 e f(yn)=1—)1, pelo que nao existe

limite & direita no ponto a = 0. Para verificar que néo existe limite & esquerda no ponto

1 1
a = 0 basta tomar as sucessdes U = e eVy=—"—" "
T

E+2nn

3. Infinitésimos e infinitamente grandes

Conforme se refere em “Notas historicas” no capitulo sobre “Limites de sucessbes” do
Compéndio de Algebra (6°ano) de J. S. Silva e J.D., Silva Paulo, ja desde a antiguidade
que 0s matematicos tentaram conceber toda a grandeza continua positiva como soma de
uma infinidade de grandezas infinitamente pequenas. Adoptando uma unidade de
comprimento, estas grandezas deveriam ser comprimentos, por um lado positivos, mas
por outro lado menores que qualquer submdltiplo da unidade. Tratava-se pois de entes
contraditorios, cuja existéncia era impossivel pelo principio da ndo contradicao. Admitindo
a existéncia destas grandezas infinitamente pequenas ou infinitésimos, os percursores do
Célculo Infinitesimal (com destaque para Cavalieri (1598-1647) ), ndo s6 chegaram a
determinacéo de areas e volumes, como também conseguiram resolver varios problemas

de mecanica. A utilizacdo dos infinitamente pequenos constituia nesta fase um método
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empirico. Ainda em finais do século XVIII Lagrange escrevia a propdsito da matematica:
“esta ciéncia é um formigueiro de contradicdes e se, apesar disso, conduziu a grandes
resultados, é porque a infinita cleméncia de Deus dispbs as coisas de modo que os erros
se compensassem uns aos outros”. Trinta anos depois, Cauchy, ao tratar
sistematicamente os infinitésimos como variaveis tendentes para zero e dando uma
definicdo légica rigorosa da nocgdo de limite, conseguiu construir a anélise matematica
sobre uma base racional.

A ideia de infinito foi durante muito tempo extremamente perturbadora, sendo
considerada incompreensivel pelos classicos gregos, 0 que constituiu um entrave ao
progresso cientifico. O significado etimolégico de “infinito” é “ndo acabado”. O que
repugnou a mentalidade grega foi a ideia de “infinito actual’, isto €, um infinito que se
encontra realizado. Consideravam inconcebivel a existéncia de um ndmero infinito de
instantes num intervalo de tempo, de uma infinidade de pontos num segmento de recta,
etc. Ja a ideia de “infinitamente grande” como uma variavel que cresce para além de todo
o limite, ndo causou grande desconforto a mentalidade grega. Estava em jogo outro tipo
de infinito - o infinito potencial - isto &, que ndo est4 ainda completamente realizado. Sé
no século XIX, com Hilbert (1862-1943), se concluiu n&o levar a nenhuma contradi¢do o

facto de admitir como existente a totalidade dos niimeros reais.

Abordam-se em seguida os conceitos de infinitésimo e de infinitamente grande num
ponto, com destague para a comparacgéo de infinitésimos e de infinitamente grandes, isto
€, para a comparacao da “velocidade” com que se aproximam de zero ou de infinito. A
comparacdo de infinitésimos e de infinitamente grandes reveste-se de grande

importancia, ndo s6 em questdes de andlise, mas também na computacao.

Definicao de infinitésimo e de infinitamente grande num ponto:

Uma fungdo f diz-se um infinitésimo no ponto a, que é ponto de acumulacdo do seu
dominio (ou um infinitésimo com X- @), se o limite de f quando X tende para a é nulo.
Uma fungéo g diz-se um infinitamente grande no ponto a (aderente ao seu dominio) se o

1

limite de g quando X tende para a € +oo ou, de forma equivalente, se — é um

infinitésimo no ponto a.

Exemplo:
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1. As fungdes definidas em IR por f(x)= X(2 +:\)’/;) e g(x)=3x- x3 sdo
infinitésimos no ponto zero. Para o quociente f / g tem-se

Iimm: IimM: IimM:E;ﬁO.
x—00(X) x50 3x—x3 x50 X(3—X2) 3

Diz-se neste caso que f € um infinitésimo simultaneo com @ no ponto a.

Definicao:

Uma funcdo f diz-se um infinitamente grande se  lim f(x) = +oo.
X—>—+00

Exemplos:

1. As funcbes definidas em IR por f(Xx)=2Xx e g(X)=Xx+3 sao infinitamente

. f(x
grandes. Como lim (—) =2 #0, diz-se que f e g sdo infinitamente grandes da
x—>-+o0 G(X)

mesma ordem.

1

2. Uma fungéo polinomial P(x) =agx" +a;x" ™" +...+a,_1x+a, com ag =0 é

um infinitamente grande da mesma ordem que a funcdo polinomial Q(X) = aOXn. Com

efeito,
-1
o P(x) . apx"+ax" "+ 4a , a a a
lim ——== lim =2 L - N im |1 — o 12+...+ =1
X—>+00 Q(X) X—> 00 apX X—>+00 apX agx apX
Resulta imediatamente que
lim agx" +ax"11. +a,
x—+20 bpx™ + by x™ L4 +by,
lim agx" box™ agx" +ax" 1+ +a, lim apx"
x—>+0bgx™ box™ + by x™ L4 +bp, apx" x—>+0 pyx™
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Por exemplo, as fungdes definidas em IR por f(x)=2x+1 e g(x) = 3x+x° sdo

o g0 X3 X8 _
infintamente grandes e lim ——= lim ———= lim — =+o. Diz-se
x—+m F(X) x>t 2X+1  x5he0 2X

neste caso que g é um infinitamente grande de ordem superior a f. Exprime-se

usualmente este facto dizendo que { cresce mais depressa que f, sendo esta a

linguagem a utilizar com os alunos.

4. Continuidade

Seja f uma funcéo definida num subconjunto X de IR e a um ponto pertencente a X.

Na brochura “Fungdes” para o 10° ano enunciou-se (pag. 35) o conceito que deriva da

concepcao de continuidade de Weierstrass (1874):

A funcéo f é continua num ponto a pertencente a X se para qualquer & > 0 existe € >0

tal que paratodo o X € X tal que |[X —a| < & se tenha |f(X)— f(a)| <9.

Esta formulacdo do conceito de continuidade abrange todos os elementos de X, quer

sejam ou n&o pontos isolados. Com efeito, se a € ponto isolado, tomando & >0 de
forma que ]a— 8,a+8[ﬂ X = {a} , paratodo o X € X tal que |x—a| < g, tem-se que

|£(x)— f(a) =|f(a) - F(a) =0<5.

O conceito de funcdo continua no ponto a que seja ponto de acumulacdo pode ser

formulado da seguinte forma:

A funcéo f é continua num ponto a pertencente a X se existe o limite no ponto a e é igual

a f(a).

Proposicéao:
A funcéo f é continua num ponto a interior ao seu dominio se existem os limites laterais

nesse ponto e séo iguais a f(a) .
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Exemplo:

A funcéo definida em IR por

x2 se x#0
f(x)=
1 se x=0
n&o é continua no ponto a = 0. Com efeito, tem-se  lim f(x)= lim f(x) =0 mas

Xx—0" x—0*

f(0) =1.

A proposi¢éo anterior € muito usada nos manuais escolares para definir continuidade em
pontos interiores ao dominio de uma funcéo e estd em sintonia com a definicdo de limite

utilizada, que s6 tem sentido em pontos de acumulagéo.

O que se deve entéo entender por continuidade ou néo continuidade de uma fung&o nos

pontos isolados do seu dominio?

A este propésito Armando Machado, Paulo Abrantes, Raul Fernando Carvalho referem
em M 12 Matematica 12° ano (1985) que:

“Uma questao que ficou em suspenso foi a de definir o que se deve entender por uma
fungcé@o ser ou ndo continua num ponto do dominio que ndo seja ponto de acumulacéo,
isto €, num ponto isolado do dominio. Embora nesse caso néo faca sentido falar de limite
da funcdo no ponto, vamos dizer por definicdo que qualquer aplicacdo é continua em
todos os pontos isolados do seu dominio. Consegue-se assim que, quer o ponto

a € X seja ou ndo ponto de acumulagéo, a continuidade da aplicagdo f: X — IR no

ponto @ seja equivalente ao facto de, qualquer que seja a sucessdo X, de pontos de X
distintos de a que verifique X, — a, se ter f (Xn)—> f(a).
... a continuidade de f no ponto a vai implicar que f(Xn) — f(a) qualquer que seja a

sucessd@o X, de elementos do dominio que convirja para @, quer os termos da sucessado
sejam ou nédo todos distintos de a.

Pode-se, portanto, enunciar o seguinte resultado:
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(Condicéo de Heine para a continuidade)

Sejam X < IR e f:X — IR uma aplicacdo. Tem-se entdo que f é continua no ponto

aeX se, e sO se, qualquer que seja a sucessdo X, de pontos de X verificando

X, —>a, se tem f(xn)—> f(a).”

A funco f diz-se continuaem A < X quando é continua em todos os pontos de A.

5. Teorema de Bolzano e aplicaces numéricas

Afirmar que uma funcgéo f, continua num intervalo [a,b], assume todos os valores entre

f(a) e f(b) € geometricamente evidente. Este facto foi usado por Euler e Gauss sem

hesitacBes e sO Bolzano (1817) entendeu que era necessério estabelecer maior rigor
tanto na Algebra como na Anélise.

Conforme se referiu na brochura “Funcgbes” para o 11° ano (ver pag.16), na

demonstracdo do Teorema de Bolzano, tdo importante como a continuidade da funcéo é

o facto de IR ser um conjunto completo (isto &, qualquer sucessdo de Cauchy em IR tem
limite em IR). Por exemplo, a funcéo definida em Q (n&o completo) por f(x) = x2 — 2,
é continua em [1, 2] NQ,étalque f()=-1<0e f(2)=2>0, e ndo tem qualquer

zero em [1, 2] NQ.

Teorema de Bolzano:

Sejam a,b € IR tais que a <b. Se f é uma funcéo continua no intervalo [a,b], entéo f
assume todos os valores entre f(a) e f(b), isto é, qualquer que seja

Le[f(a), f(b)], existec e[a,b] talque f(c)=1L.

Como consequéncia imediata deste teorema decorre um resultado de grande interesse
pratico que permite justificar a existéncia de zeros de fung¢des continuas em intervalos e

localizar esses zeros em intervalos do dominio da func¢éo:
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Corolario do Teorema de Bolzano: Sejam a,b € IR tais que a <b. Se f é uma funcéo

continua no intervalo[a,b] e f(a)x f(b) <0, isto é sef(a) e f(b) tém sinais

contrérios, a fungao f tem um zero em Ja,b|.

Exemplo:

1. Justifiqgue-se a existéncia de uma Unica solucdo para a equacdo e—X=InXx. A
IR* f(x)=e—x—Inx ¢ continua em IR". Como

funcdo definida em por

f()=e—1>0e f(e)=e—e—1<0, decorre do corolario anterior que a funcao f

tem um zero no intervalo ]1, e[. Como a funcéo f é estritamente decrescente em IR™,

esse zero é Unico.

2. Considere-se a equacao X+e* =2. Para determinar as suas raizes poderia ser

usada a funcdo da maquina para a determinacdo dos zeros da funcdo definida em IR

por f(X) =X +e* —2. Podia-se também observar gue se trata de uma funcao continua
eque T(0)=-1<0e f(1)=1718282 >0, concluindo-se, pelo Teorema de Bolzano,

que existe uma solucdo desta equacdo entre 0 e 1. Normalmente a partir daqui o
processo de resolucdo seria grafico. Contudo, usando o teorema de Bolzano e fazendo
uma abordagem sistematica do problema obtém-se o algoritmo apresentado na brochura
de fung¢des do 11.° ano (método de bisseccdo, p. 17). Apresenta-se em seguida uma

tabela obtida com o Excel e que exemplifica a aplicacdo do algoritmo a este problema:

Passo a b f(a) f (b) @@+ by2 |f(@a+b)2)| b-a
0 0 1 -1] 1,718282 0,5 0,148721 1
1 0 0,5 -1 0,148721 0,25 -0,46597 0,5
2 0,25 0,5 -0,46597| 0,148721 0,375| —0,17001 0,25
3 0,375 0,5| -0,17001| 0,148721| 0,4375| —0,01367 0,125
4 0,4375 0,5| -0,01367| 0,148721| 0,46875| 0,066745| 0,0625
5 0,4375| 0,46875| —0,01367| 0,066745| 0,453125| 0,026346| 0,03125
6 0,4375| 0,453125| —0,01367| 0,026346| 0,445313| 0,00629| 0,015625
7 0,4375| 0,445313| —0,01367| 0,00629| 0,441406| -0,0037| 0,007813
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Note-se que a raiz vai ficando enquadrada em intervalos [a, b] cada vez mais pequenos.
No fim do passo 7 é possivel dizer que quer 0,4375 quer 0,445313 s&o aproximacdes da
solucdo com um erro inferior a 0,007813 e portanto inferior a 0,01. Indo um pouco mais

longe e calculando o ponto médio deste intervalo, que é 0,441406, pode-se dizer que

. L N L 0,007813
este valor é uma aproximacdo da solugdo com um erro inferior a — =

0,0039065.

Conforme se viu, na brochura do 11.° ano, apés o passo N pode-se garantir que a
< : . 1 :
solugdo se encontra num intervalo de diametro 2—n|b—a|. Pode colocar-se aqui a

questao de saber quantos passos serdo necessarios para assegurar que o didmetro do
intervalo obtido seja inferior a uma dada toler&ncia €. Depois de introduzidos os
logaritmos esta questéo poderéa entdo ser resolvida:
Inb—-a)—-Ine

In2 '

Neste caso, para chegar a um intervalo com diametro inferior a 10 seria necessario

i|b—a|<g<:>—n|n2+|n(b—a)<Ing<:>n>
2n

chegar até ao passo

. In(1—0) —In(107%)
In2

n=10

=9,965784285.

Usa-se “In” para designar os logaritmos naturais (de Napier ou de Neper). Contudo note-
se que aqui ndo é relevante qual a base utilizada, desde que ela seja maior que 1 e que
se trabalhe sempre com a mesma base.

Apresentam-se em seguida algumas consequéncias “quase” imediatas do teorema de

Bolzano e que sdo susceptiveis de constituir exercicios com caracteristicas

demonstrativas:

A. Uma funcéo polinomial de grau impar tem como contradominio o conjunto IR .

Com efeito, seja f(x) = aOXn +a1Xn_l+...an_1X +ap, com ag # 0 e nimpar. Se
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. . n al an
ag >0 tem-se lim f(x)= lim apx"|1+ ——+.+— —|=+we
X—>-+00 X—>+00 dpX apX
lim f(x)= lim f(-x)= lim (~agx" +a;x"~...+a,)
X—>—00 X—> 400 X —> 400
: a a a '
= lim (—aox”) 1- Ly 22—...— =
X—>+00 29X  anX anx"
0 0

Dado um par de nimeros reais M e M com m< M, como lim f(x)=—o, existe
X—>—0

aclR7tal que f(a)<m e como lim f(x)=+w, existe belR"tal que
X—>+00

f(b) > M. Como f é uma funcdo continua em [a,b] (pois f é continua em IR ) ela
assume todos os valores entre f(a) e f(b) e, consequentemente, assume todos 0s
valores do intervalo [m, M]. Sendo m e M quaisquer, resulta que f assume todos os

valores de IR, isto é, o seu contradominio é IR.

Se ap <0 o raciocinio é analogo, tendo-se nesse caso lim f(x)=—oo e
X—>+00

lim f(x)=+o0.
X—»—00

Sendo o contradominio de f o conjunto IR, pode-se concluir que uma fung&o polinomial

de grau impar tem pelo menos uma raiz real.

B. Se f é uma fungdo continua em [a,b] tal que f(a)<ae f(b)>b, afuncao f

tem pelo menos um ponto fixo em ]a,b[ , isto &, existe C e]a,b[ talque f(c)=c.

Com efeito, tome-se a funcao (p(x) = f(X) — X: trata-se de uma fun¢é@o continua em
[a,b] tal que @(a)= f(a)—a<0 e ¢(b) = f(b)—b> 0. Pelo corolario do teorema
de Bolzano, a funcdo ¢ tem um zero em ]a,b[, isto é, existe C e]a,b[ tal que

o(c)=f(c)—c=0eassim f(c)=c.

27



FUNDAMENTAGAO TEORICA FUNGOES 12° ANO

C. Se f e g sdo fungbes continuas em [a,b] tais que f(a)=g(b), f(b)=gla) e
f(a) # g(a) , 0s graficos das duas funcgBes intersectam-se num ponto cuja

abcissa pertence ao intervalo ]a,b[. Com efeito, considere-se a funcéo

(X)—g(x): trata-se de uma fungdo continua em [a,b] tal que

y(a)=f(a)-gla)=f(a)-f(b) e wlb)="f(b)-glb)=Tf(b)-f(a). como

f(a)—f(b) e f(b)—f(a) tem sinais contrarios, pelo corolario do teorema de

<

—_
X

=
I
—h

Bolzano, existe Ce]a,b[ tal que w(c)=0, isto é, existe Ce]a,b[ tal que

f(c) = g(c) . Os graficos de f e g intersectam-se assim no ponto (C, f(C)) = (C, g(c)).
Mais alguns exemplos:
Considerem-se as seguintes representacbes gréficas de funcgdes, constituidas por

segmentos de recta, semi-rectas e por pontos, e analise-se a existéncia de limite e de

continuidade nos pontos assinalados:

‘

S
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Em 1 existem limites laterais diferentes no ponto a, pelo que néo existe o limite da funcao

no ponto a. Trata-se, portanto, de uma funcao descontinua no ponto a.

Em 2 existe o limite da fungdo no ponto @, mas esse limite € diferente do valor da fungdo

no ponto a. A funcéo é pois descontinua no ponto a.

As funcbes representadas em 3, 4,e 5 sdo continuas no seu dominio.

Em 3 néo existe o limite da fun¢do no ponto a.

Em 4 existe o limite da funcdo nos pontos a e b, coincidindo com o valor da fungéo
nesses pontos. Observe-se que o limite no ponta a é um limite & esquerda e o limite no

ponto b é um limite & direita.

Em 5 existe o limite da funcdo nos pontos a e C, coincidindo com o valor da funcéo

nesses pontos. Observe-se que o ponto b é um ponto isolado, pelo que n&o tem sentido

falar em limite nesse ponto (de acordo com a definicdo adoptada nesta brochura).

Complementos sobre derivagédo

Na brochura de fung¢des para o 11° ano ja se definiu formalmente derivada de uma
funcdo num ponto (pag. 30). No contexto do 12° ano o conhecimento mais aprofundado
do conceito de limite permite a demonstracdo de regras de derivacdo que tém grande

aplicagédo pratica.

Sendo o conceito de derivada definido através de um limite e tendo em conta as
reflexdes feitas sobre os conceitos de limite, o leitor interroga-se certamente sobre qual é
a nocao de limite a que se faz referéncia na brochura de fun¢des para o 11° ano. Na

verdade o que esta em jogo quando se tratam as derivadas € o calculo de um limite de
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- f(x) - f(xo) o
uma razédo incremental T quando X tende para Xg, que € um limite por
— A0

valores diferentes, isto €, trata-se do limite num ponto que ndo pertence ao dominio da
razdo incremental. Nessa circunstancia, e conforme foi amplamente discutido quando se

compararam os conceitos de limite, ndo ha que fazer qualquer distingao.

1. Regras de derivacéao

Recorde-se que:

Seja fuma funcao definida num intervalo aberto 1 < IR e Xg €1

Diz-se que f é derivavel ou diferenciavel em Xq se existe e é finito o limite da raz&o

_ f(x) - f(xo) .
incremental T quando X tende para Xg. Ao valor desse limite chama-se
— A0

derivada de f no ponto X e nota-se por f ’(XO) :

()= tim f(x)—f(xo): - f(xo+h)—f(x0).

X—Xg X—Xo h—0 h

A funcéo f é diferenciavel em | quando é diferenciavel em todos os pontos de | . Tem
entdo sentido definir em | a funcéo derivada, que se nota por f’, como sendo a fungéo

que associa a cada ponto de | o valor da derivada nesse ponto.

Conforme foi referido, a titulo de informacgéo, na brochura “Func¢bes” para o 11° ano (ver

pag. 43), se f é diferenciavel em Xp, entéo f é continua em Xp (nédo sendo a reciproca

verdadeira). No contexto do programa de 12° ano esse facto pode ser comprovado
facilmente. Pretende-se afinal verificar que, sendo f diferenciavel em Xg, se tem
lim f(x) = f(xo)-

X—>Xgp

Como
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f(x)— f(xo):w(x-xo), (X # Xp).

e f '(XO) = xl—l>n>]<0 X—Xg € IR, resulta que xl—l>n>]<0( f(x)- f(XO)) =0 como

se pretendia.

Apresentam-se em seguida as regras elementares de derivacao (derivada da soma, do
produto, do cociente; da poténcia de expoente natural) com as respectivas justificacdes,
gue decorrem das propriedades dos limites. Analisa-se com especial énfase a derivagao

da funcao composta e da fungéo inversa, e estudam-se consequéncias destas regras.

Sejam f e g duas funcées definidas e derivaveis num intervalo aberto | < IR .

A. Derivada da soma

!

A fungdo f + g é derivavel em | e tem-se (f +g) =f'+q’.

Com efeito,
(f +g)’(x)=rjil>no(f +g)(x+hr:—(f +g)(x)
_ i R = 00 + g(x+h) = g(x)
h—0 h
) hlino( f<x+hr)1_ o, g(x+hr)1_ g(x)] = f/(x)+9'(x)

B. Derivada do produto

A funcéo f g &€ derivavel em | e tem-se (f g) =f'g+fg’.

Com efeito,
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: _ (fg)(x+h)=(f g)(x) f(x +h)g(x+h) - f(x)g(x)

(f9) (= hIEPo h ) h“—r>no h
_ lim f(x+h)g(x+h)—f(x+h)g(x)+ f(x+h)g(x)— f(x)g(x)
h—0 h
= hIi_r)no( f(x+h) glx+ hg -9(x) +9(x) flx+ hg ~ (X)j = f(x)g'(x)+g(x) f'(x)

A regra de derivacdo do produto generaliza-se, por inducdo, para um produto finito de
fungdes. Mais precisamente tem-se

! ’

(Frfpefy) = fifprf+ frfy o frfyfore fy

!

Em particular, para a poténcia de expoente natural resulta que (f n) =nf n_lf !

Resulta imediatamente da regra de derivacdo do produto que:

!
se k € IR afuncéo kf ¢é diferenciavel em | e tem-se (kf) = kf ', tendo em conta que

a derivada de uma constante é identicamente nula.
C. Derivada do guociente

Se f ndo se anula e é diferenciavel em | a funcdo — é diferenciavel em | e tem-se

f

Com efeito,

Hl(x):"m (f RSP f(x+hr)] f(x)

f h—0 h h—0

h—0 hf(X)f(X+h) _h_)O

— lim f(x)—f(x+h) Iim(— f(x+h)— f(x) 1 j:_ f1(x)
(
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De 2 e 3 resulta que

Se a fungdo g ndo se anula em |, a funcdo f /g ¢é derivavel em | e tem-se
(fj frg—fg’
g 92 '

D. Derivacéo da funcéo inversa

Seja f uma funcéo injectiva e continua no intervalo aberto |, e com derivada néo

nula num ponto Xg €| . Entdo a fungdo inversa f 1 ¢ diferenciavel em Yo = f(XO)

e tem-se (f _1)'(y0) =7 ,(1)(0).

Demonstracgéo:
Tem-se
' o f(x)—f(x _ - _
f (X0)= lim Az lim Mz lim , atendendo a que f é
X—>Xg X—=Xp x—=Xxg X—Xg  x—xo X~ X0

Y—=Yo

injectiva e portanto sendo X = X, podemos concluir que Y = Y,.

Como f écontinuaem X e f -1 é continua em Y, (porque a funcéo inversa de uma
funcdo injectiva e continua num intervalo | ainda é continua), tem-se que
X=X, = y=T(x)> f(x)=Y,, eassim
' . . 1
f (xg)= lim = lim

y=>Yo X7X0  yoye £Y(y) = F7Y(yo)
y=Yo Y—Yo

4y T y)-f M y,) 1
Sendo f ' IR\{0! existe|f * = | 0/ IR.
endo f (o) € IR\{0} eX|ste( )(yo) lim =" f'(XO)E

Mais geralmente, tem-se que:
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. x XA -1 . . -
Se a derivada de f n&o se anulaem |, a fungdo inversa f ~~ é diferenciavel em f (I)

e tem-se (f _1) (y) = ;, vy € f(1) ou, formaimente,

£t 72(y))
e

Exemplo:

Determine-se a derivada de f (X) = \/; em ]O, + oo[ .

Tem-se f _1(y) = y2 eassim, f'(x)=————= E =0l

Mais geralmente, se g(X) = Vx ,nelN \{1}, em ]0,+oo[, tem-se g_l(y) =y"e

E. Derivacao da funcdo composta:

Sejam | e J intervalos abertos de IR, ¢@:J —> IR e f:l > IR fungdes tais
quep(J) < 1.

Se ¢ é diferenciavel em ty €J e f é diferenciavel em Xg = (p(to), a fungéo composta

!’

f o é diferenciavel em ty e tem-se (f ocp) (t0)= f ’(XO)(p'(tO).

Demonstragéo:

Tem-se
f(X)_ f(xo) X=X

(Foo)t)=(foolte) _ i '

t_to tﬁto X_XO t_to

(fo0) to)= fim

= lim
t—>t0 X_XO t_to
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convencionando-se que para os valores de t para os quais X = X, a razdo incremental

FO) - (%)

toma o valor f * (Xo).

Como ¢ ¢é continua em 1ty (porque é derivavel em 1), tem-se que

t—>t, = X:qo(t)—ﬂp(to): Xg € assim

(f °<P),(to): f(x0)'(to) = T (elto))e'(to).

Mais geralmente, tem-se que:

Se ¢ é diferenciavel em J e f é diferenciavel em |, a funcdo composta f o €

diferenciavel em J e tem-se (f oq)) (t)= f'((p(t))(p’(t), VvVt €J ou, formalmente,

(Fog) =(fo0)e".
Exemplo :
Determine-se a derivada da func&o definida em IR por f(x) = 3\/ x2 -1,

A funcéo f é o resultado da composicdo das fungdes definidas em IR por (p(x) -x%_1

e y(u) = Ju , sendo f(x)= (\u 0(p)(x). Tem-se entdo f'(x) = w'((p(x))(p’(x) em

1
que (p’(x) =2X e \p'(u) = ——— eassim, f'(X)= ————=(2x).

2. Derivadas de ordem superior a primeira

Seja f uma funcéo definida e diferenciavel num intervalo aberto | < IR. Tem sentido
definir em | a fungdo derivada de f. Suponha-se que esta nova funcdo f’' é
diferenciavel em Xg €l , isto é, existe e é finito o limite quando X — Xy da razéo

| ()= f(x)
incremental de f' no ponto Xgp, lim
X—Xg X—=Xp

. Diz-se entdo que f é duas
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vezes diferencidvel em X( e nota-se a sua segunda derivada no ponto Xq por f "(XO)

ou f (2)(X0). Tem-se pois

fr(x)—f'(xg
f(xg)= lim (xo)
X—Xg X—=Xp
Por convengao, toma-se a derivada de ordem zero de f como sendo a propria fungéo.

7

Assim, para existir derivada de ordem N no ponto X, que se nota por f(n)(xo) e

f (n-1)

necessério que a fungéo derivada de ordem n-1,

(n-1)

esteja definida num intervalo

aberto em | (basta que f

f (n—l)(x) —f (n—l)(xo)

limite de , escrevendo-se entao
X— XO

esteja definida numa vizinhanga de Xg), € que exista o

(- _ ¢(n-1)
£0)(xo) = lim - 0= 1 o)

X—Xg X—Xo
A funcéo f diz-se n vezes diferenciavel no intervalo | se estéo definidas em | as fungées
frof”,...,f (n-1) ese f (n-1) é diferenciavel em |I.
Diz-se que a fungéo f € infinitamente diferenciavel no intervalo | se, paratodoo n € IN,

f é n vezes diferenciavel no intervalo |.

Exemplo:

3X

Verifique-se que a funcdo definida em IR por f(X) =e~" é infinitamente diferenciavel

em IR e calcule-se a expresséo da sua derivada de ordem n.

!

Sendo (ex) = e (ver p.... ) e aplicando a regra de derivacdo da funcdo composta,
tem-se
f(x) =33 Entao, f7(x) =323, f(x)=3%, .., M(x)=3"e>

Esta expresséo da derivada de ordem N devera ser confirmada por indugao.
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3. Paridade e derivada

Seja f uma funcéo diferenciavel num intervalo aberto | centrado na origem. Tem-se que:
() Sef éuma funcao par (isto é, se f(—x)= f(x), VX €l ) asuaderivada f'éuma
funcdo impar (isto é, f'(—x)=—f'(x),vx €l).

(i) Se f é uma funcdo impar, a sua derivada f'é uma funcéo par.

’

Com efeito, se f(—X)= f(x) tem-se (f(— X)) = f'(x) e, pela regra de derivacio

!

da funcdo composta, (f(— X)) = f'(—=x)(-1). Entao, f'(—x)(=1) = f'(x), isto &,
f'(—x) =—f'(x), o que demonstra (i).
A verificacdo de (ii) € analoga.

A demontracgéo de (i) e (ii) pode ser feita directamente a partir da definicdo de derivada.

Para verificar (i) utilizando a nog&o de derivada tem-se, atendendo a que f é impar,

f(x+h)— f(x) — f(=(x+h))+ f(-x) im f(—(x+h))— f(-x)

F(x}=lim h = lim h o0 “h
i f((—x)+(:E>)— (=g

pelo que f' é par.

Exemplo:

A funcdo definida em IR porf(x):X2 € uma funcdo par. A funcgéo

derivada, f '(X) = 2x, é uma fungéo impar

[FEN
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Aplicacdes das derivadas ao estudo do sentido da concavidade e

dos pontos de inflexdo de uma funcéo

No paragrafo “Extremos e Concavidades” da brochura “Fun¢des” para o 10° ano fez-se
uma breve analise do conceito de sentido da concavidade e dos pontos de inflexdo do
gréafico de uma funcao ou, mais simplesmente, do sentido da concavidade e dos pontos
de inflexdo de uma funcao (ver pag. 45).

A definicdo que foi dada tem uma base intuitiva, que se apoia na observagéo da forma

geométrica do grafico da funcdo e na sua posigdo relativamente a tangente em qualquer

um dos seus pontos: a funcao tem a concavidade voltada para cima (baixo) em ]a,b[ se

0 seu grafico se encontrar para cima (baixo) do grafico de qualquer tangente em qualquer

um dos seus pontos. Do significado geométrico da derivada decorre que: se os declives
das tangentes crescem guando X cresce em ]a,b[ , 0 gréafico tem a concavidade voltada
para cima, se os declives decrescem, o grafico tem a concavidade voltada para baixo.

O estudo do sentido da concavidade de uma funcéo insere-se no contexto mais geral do
estudo das fungbes convexas, que constituem a base de um importante dominio da

Analise Matematica dos nossos dias, a Analise Convexa.

Sendo o conceito de fungdo convexa muito simples, pareceu adequado introduzir neste
paragrafo uma referéncia muito sucinta a estas fungfes e enquadrar o estudo do sentido
da concavidade de uma funcdo num contexto mais geral. Pretende-se com esta opgéo

disponibilizar aos professores informagdo complementar ao programa.

1. Conjuntos convexos e fun¢gdes convexas

A nocéo de sentido de concavidade de um fungéo f real definida num intervalo | esta

associada a “forma” do conjunto de pontos do plano A; = {(X, y): xel, f(x)< y} i

Diz-se que um subconjunto do plano € um conjunto convexo se ele contém o segmento

de recta definido por quaisquer dois dos seus pontos.
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~
s

Dos quatro conjuntos representados na figura apenas os dois primeiros sdo convexos

Sejal umintervalode IR e f: 1 > IR.
A funcéo f é convexa em | se o conjunto

Af de pontos do plano caracterizado por

A, ={(x,y):XeI,f(X)Sy}

€ um conjunto convexo.

Exemplos:
A funcéo cujo gréfico se apresenta na figura (1) € uma funcdo convexa ndo derivavel e a

funcao cujo gréfico se apresenta na figura (2) € uma funcéo convexa derivavel

N

v
v

(1) )

Recordando que o grafico de uma fungdo g esta abaixo (estritamente abaixo) do gréafico
de uma fungio h num intervalo I se g(x) <h(x) (g(x) <h(x)) para qualquer xem I, a

definicdo anterior pode ser formulada nos seguintes termos:
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Seja | um intervalo de IR e f:l — IR. A funcéo f é convexa em | (estritamente

convexa em | ) se, para quaisquer pontos a e b pertencentes a | tais que a<b, todo o
ponto (X, f(X)) com X e]a,b[ estd abaixo (estritamente abaixo) do segmento de

extremos (a, f(a)) e (b, f(b)).

A funcéo representada no gréafico seguinte

é estritamente convexa em [d ,e] e convexa no intervalo [b, d] .

Observe-se que no gréafico de uma fungéo estritamente convexa ndo existem trés pontos

colineares.

2. FuncgBes convexas derivaveis

Tem-se a seguinte condi¢do necessaria e suficiente para que uma funcdo derivavel num

intervalo seja uma funcdo convexa:

Seja f uma funcdo derivavel num intervalo aberto |. A funcdo f é convexaem |l see

s6 se f” é crescente em |.

A demonstracdo do resultado enunciado recorre apenas a argumentos geométricos e a

raciocinios muito simples, envolvendo o conceito de derivada.
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Suponha-se que f é convexa em | e sejam a,b e tais que a<b.

Considerem-se 0s pontos A(a, f(a)), B(b, f(b)) ,
X(X, f (X)) e P um ponto sobre o segmento

[AB] com abcissa X.

Tem-se: a X b
declive [AX] < declive [AP] = declive [PB] < declive [ XB],

isto é,

fx)=fa) _fb)-fla) flx)-flb)

X—a b-a ~ x-b
Como f é derivavel em a e em b, passando ao limite quando X —>a" e X—>b™, conclui-

se que

eassim, f'(a)< f'(b).

Reciprocamente, suponha-se que f~ é crescente em | , tomem-se dois pontos a,b €1
tais que a<b e verifique-se que o grafico de f em [a,b] se encontra abaixo do

segmento de extremos A(a, f (a)) eB (b, f (b))

r(x) =mx+p

Seja entdo r(x) =MX+pP a equacdo do
segmento [AB] e prove-se que, para todo o X

em [a,b],se tem g(x) =r(x)— f(x)>0.

Como ( é derivavel em [a,b] e gla)=g(b)=0,

existe C € a,b[tal que g’(c)=0 (pelo teorema g(x) =r(x) - f(x)
de Rolle).
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Como, por hipotese, f* é crescente em | e g’(X)=m— f'(x), tem-se que g’ é
decrescente em |.
Assim:

X e[a,c]:> g'(x)>g'(c) =0=>g é crescente em [a,c] =g(x)>g(a)=0
x €[c,b] = g'(x) < g'(c) =0=> g & decrescente em [c,b] = g(x) > g(b) =0

Entao g(x) >0, Vx e[a,b]. Logo f(X) < r(x) vx e[a,b].

Tendo em conta a relagéo entre o crescimento de uma funcéo e o sinal da sua derivada,
resulta imediatamente do teorema anterior a caracterizacdo das fungbes convexas a

custa do sinal da segunda derivada, caso esta exista:

Seja f uma funcéo duas vezes derivavel num intervalo aberto |. A funcéo f é convexa

em lseesése f"(x)>0,vxel.

Para as funcBes derivaveis tem-se a seguinte definicdo equivalente de funcdo convexa:

Seja f uma funcéo derivavel num intervalo aberto |. A funcéo f é convexaem | se o

gréfico de f se encontra acima do gréafico de qualquer tangente, em qualquer dos

seus pontos.

Para justificar a coeréncia desta definicdo basta verificar que ela é equivalente a
condicdo demonstrada no inicio deste paragrafo, relativa ao crescimento do declive da

tangente nos sucessivos pontos do grafico:

Seja entdo f uma funcéo derivavel num intervalo aberto | e suponha-se que ela verifica a
definicdo anterior. Tomem-se dois pontos a e b em | tais que a <b e sejam t; e ty as
tangentes ao grafico de f em a e b, respectivamente: tem-se
t.(x)=f(a)+ f'(a)(x—a) e t,(x) = f(b)+ f'(b)(x—b). Como o grafico de f esta

acima do gréafico de qualquer tangente em qualquer ponto tem-se, em particular,
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@ f(a)>ty(a)= f(b)+ f'(b)(a-b)
(iy f(b)>ty(b)=f(a)+f'(a)lb-a).

De (i) resulta que < f'(b) e de (i) resulta que

assim, f'(a)< f'(b).

Reciprocamente, suponha-se agora que a derivada é crescente em | e verifique-se que

se C é um ponto qualquer em | e t; é a equacéo da tangente ao gréafico de f em C, entéo,
f(x) >t:(x) = f(c)+ f'(c)(x—c),vx el,

isto é, estude-se a diferenca f(X) —tc(X) com X #C;

f(x)—t.(x) = f(x)—(f( ) x)— f(c)—f'(c)(x—c)
= f (d)(x C)—f "(c)(x—c)

com d entre X e C (pelo teorema de Lagrange).

Assim, atendendo aque X >C ouX <C, tem-se :
x>c=d>c= f'(d)> f'(c) = f(x)-t.(x)>0;

x<c=>d<c= f'(d) < f'(c)= f(x) -t (x)>0.

Entdo, f(x)>t.(x),vx el.

3. Sentido da concavidade do gréafico de uma fungao

Do anteriormente exposto resulta que as fun¢des com a concavidade voltada para
cima em |, conforme se definiu na brochura “Fung¢des” para o 10° ano, sdo as funcdes
convexas derivaveis em | e as fungdes com a concavidade voltada par baixo em |

s&o as simétricas das funcdes convexas derivaveis em |.
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Para as funcGes duas vezes derivaveis em | tem-se ent&o:
Seja f uma funcéo duas vezes derivavel num intervalo aberto |. O gréfico de f tem
a concavidade voltada para cimaem | sees6se f”(x)>0,Vx el .0 gréafico de f

tem a concavidade voltada para baixo em | sees6se f”(x) <0, Vx el.

4. Ponto de inflexdo

Seja | intervalo aberto, @ um ponto de |, e f uma funcdo continua em | e derivavel em

I\{a}.

O conceito geometricamente mais intuitivo de ponto de inflexdo de uma funcéo é o

seguinte:
Definicao 1:
A funcdo tem um ponto de inflexdo para X=a se existe € >0 tal que o gréafico da

funcd@o tem a concavidade voltada para cima(voltada para baixo)em ]a —-g, a[e voltada

para baixo (voltada para cima) em]a, a+8[, isto é, se o sentido da concavidade

muda quando se passa de ]a—s, a[ para ]a, a+eg [

Nas figuras seguintes ilustram-se pontos de inflexdo, de acordo com a definicdo anterior:

(a,h(a))

/ (@.9(2))

(1) (2) (3)

No caso (2) tem-se g’(a) =+ e no caso (3) ndo existe h'(a)
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A funcdo ¢ representada no grafico seguinte é derivavel no seu dominio e todos os

pontos (X, f(X)) com X e[a,b] s&o pontos de inflex&o.

/A

a B

Vamo-nos ocupar apenas do caso em que a funcdo admite derivada finita no ponto a,

como no exemplo (1).

A figura sugere que a existéncia de inflexdo num ponto esta relacionada com o facto de o

grafico da fungao “atravessar” a tangente nesse ponto.
Ponha-se entéo a seguinte defini¢cdo:
Definicao 2:

Seja | um intervalo aberto de R, ael, f: |1 — R uma funcéo continua e derivavel

em|.

A funcdo tem um ponto de inflexdo em (a, f(a)) se em ]a—s,a[ o gréfico de f esta
acima (abaixo) da tangente em (a, f(a)) e em ]a,a+8[ o gréfico de f esta abaixo

(acima) da tangente em (a, f(a)).

Sera que as duas definicdes sao equivalentes?

Considere-se a funcéo definida em R por
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1
x%}a{;}+é}sex¢0

0 se x=0

"II"H

Trata-se de uma funcdo duas vezes derivavel em R, sendo f'’e f " dadas,

respectivamente, por

1 1
5ﬂ(%%§)+%—x3w{;%ex¢o

0 se x=0
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1 1 1
20x3(sen(—j + 2) —8x2 cos(—j - xsen(—) se x=0
X X X

0 se x=0

fr(x)=

Observe-se o gréfico da segunda derivada no intervalo [- 0,1; 0,1]

+r

Ndo se pode dizer que f'”seja positva ou negativa em algum intervalo
]—8 ,O[ ou ]0,8[, isto €, ndo se pode dizer que exista uma mudanca de sentido da

concavidade em (0,0). Assim, de acordo com a definigdo 1, ndo existe inflexdo em

(0,0).

No entanto, a equacado da tangente ao grafico de f no ponto (0,0) e t(X) =0. Tem-se

f(x)>t(x) para x>0 e f(x)<t(x) para x <0. Entdo, de acordo com a defini¢io

2, (0,0) € um ponto de inflex&o.
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Funcéo exponencial

O actual programa do ensino secundario prevé uma enumeracéo de resultados relativos

a fungdo exponencial, nomeadamente das propriedades da funcéo exponencial de base
“e” em que “€” é definido (no 11° ano) como o limite da sucessdo de termo geral

n

U, =|1+—| . O programa do 12° ano sugere que se refira que o nimero “€” é o Unico
n

!

namero real tal que (ex) =e%, ficando os alunos informados que o nimero “e” pode

ser definido por varios processos.

Ao incluir neste texto véarias abordagens da funcéo exponencial pretende-se disponibilizar

informacao que em alguns casos vai muito para além do programa em vigor.

1. O namero “e”

No 11° ano o numero “€” aparece aos alunos como o limite da sucesséo de termo geral

l n
u, = (1+ H . O estudo da convergéncia desta sucessao ultrapassa o ambito do actual

programa. Tenha-se presente que 0s conceitos de sucessdo monétona e de sucessao
limitada fazem parte do actual programa do 11° ano, pelo que se podera intuir o teorema

das sucessbes monotonas.
Para a existéncia deste limite é essencial a propriedade de o conjunto IR ser completo, ja
gue sendo (un) uma sucessdo mondtona e limitada em Q, ndo tem neste conjunto
limite.

n
A convergéncia (existéncia de limite finito) da sucesséo de termo geral U, = (l+ Ej ,

decorre do teorema das sucessdes monétonas. Trata-se, com efeito, de uma sucessao

mondtona (crescente) e limitada (o0 conjunto dos seus termos esta contido no intervalo

[2,3]) sendo, portanto, convergente.

Para verificar que a sucessdo € mondétona crescente, atenda-se a que, pela férmula do

binbmio de Newton,
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1\" n nin-1) n(n-1)(n-2) n(n-1)...(n-(n-1))
(“E) =t T T e n"n! )

e assim
n
S R Y N O P PSS P P I P
n n)2! n n)3 n n n )n!
Tomem-se ndmeros naturais N e M tais que N <M. Tem-se
1\" 1 2\1 1 2 n-1) 1
1+— =1+1+|1-—)|1-— |5+ . H1-—— )| 1-— ||l | = +...
m m m/ 3! m m m / n!
-2
H1I-—— 1. | 1l-—— =
m m m m!

1\" 1\"
decorrendo entdo que (1+ H) < (1+ Ej .

Para verificar que a sucesséo € limitada:
e Conclui-se imediatamente de (*) que, para todo o numero natural N maior que 1 se

1 n
tem (l+—j >2.
n

e Atendendo a que, 1— N <1 para n>1, conclui-se que

n
(1+1j §1+1+1+...+£(**)
n 2! n!

Como, para todo o nimero natural n, se tem n!> 2"t (como se vé por inducéo), de

(* *) resulta que
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1
n 1-— 1
1 1 1 1 1 n
(1+_j SA+14 -+ ot =14 2 :1+2[1——j31+2:3
n 2 2272 2 1 2"
2

e assim o conjunto dos termos da sucessao esta contido no intervalo [2, 3] .

n
Conclui-se assim gque a sucesséo de termo geral U, = (1+ H) € convergente e que 0

seu limite € um niimero maior que dois e menor ou igual a trés. A partir destas certezas é
legitimo utilizar a calculadora para estimar o valor de “€” com um certo nimero de casas
decimais exactas.

1
Considere-se a sucessédo de termo geral vV, =1+ 1+5+ +— Do estudo anterior,
facilmente se conclui tratar-se de uma sucessao monétona crescente e limitada, logo

convergente, tal que U, <V, (por(* *)) e, consequentemente, limu, <limv, .

Mas, para todo o natural p maior ou igual a 2 , tem-se

(1+1)”=1+1 1—i +(1‘3(1‘3"'(1‘nnl) )

Passando ao limite (em N) obtém-se, para todo o P nas condi¢cdes anteriores,

1 1 . )
limu, >21+1+—~+..4+—=Vv, eassim limu, >limy
21 p! P n "

Entao

e—Iim(l ijn Ilm(l 1+ 1) 1414 = Z—
= ) = TRt oty + 2
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A tabela seguinte evidencia que a convergéncia da sucessdo de termo geral

1 1 "
1+1+5+ +— € mais rapida do que a da sucessdo de termo geral (l+ H) , uma

vez que com a sucessdo de termo geral 1+ 1+§+ +— Ja se obtém com N =6 um

valor aproximado de “€” com trés casas decimais exactas.

n (1+£)n 1+1+i+ +l
n 2! n!

1 2,000 2,0

2 2,250 2,5

3 2,370 2,66

4 2,441 2,708

5 2,488 2,7166

6 2,522 2,71805

7 2,546 2,718253

8 2,566 2,7182787

9 2,581 2,71828152

10 2,594 2,718281801

n
A convergéncia da sucessdo de termo geral (1+ H) ¢ muito lenta. Para n=210000
obtemos 2,7181415927 quando o limite é 2,718281828, o que da apenas 4 casas

decimais exactas.

No ambito do actual programa do Ensino Secundario surgem diversos limites que
sugerem uma abordagem numérica. Contudo, a utilizagcdo de uma calculadora de

precisdo finita tem algumas limitacdes que importa ter presentes. Embora do ponto de
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vista matematico uma sucessao tome valores tdo préximos do seu limite quanto se
queira, desde que se tome um termo de ordem suficientemente elevada, do ponto de
vista da calculadora isto nem sempre é observavel: a partir de certa altura o resultado da
calculadora nédo corresponde ao termo da sucessao.

Um caso tipico é o céalculo do nimero € através do limite da sucesséo de termo geral

n
(1+ Hj . Fazendo alguns calculos com a Tl 83 para diferentes valores de n,

aumentando muito o valor de N podem-se obter resultados “estranhos”. Com N = 10%

obtém-se 2,760577856 e com N =10" obtém-se exactamente 1; o mesmo acontece
para valores de N maiores do que 10*. Parece entdo que, em vez de se aproximarem
de € os termos da sucessédo se aproximam de 1. O que se passa aqui € efeito apenas
da preciséo finita com que a maquina representa os nimeros. Quando N é muito grande,
o valor de 1+% deixa de ser rigorosamente representado pelos 14 digitos que a Tl 83
usa para representar os nimeros. Se N for maior do que 10" a maquina passa mesmo
a obter um valor numérico de l+% como sendo 1. Para se ter uma ideia do que se

passa, podem-se observar os graficos das seguintes funcdes:

A Flokz Flot:
w01+l 01800
o 5 Rt
wMWe=logiakhsie™(1
A=Y
W=
~Hy=Nl
W=

A funcao Y, da, quer para os valores inteiros, quer para o0s reais, 0 valor obtido aplicando

10%
a férmula da sucessdo a 10X, isto é, (1+ Oxj .
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I IO

amln=g

Amax=2H

Ascl=1

Ymip=. 2 -~
Ymax=5

Y=cl=1

ares=]

Pode-se ver que para valores de X entre 2 e 12 se obtém um valor préximo de €, mas

apos uma zona de oscilagéo o valor obtido é sempre 1.

Para se ter uma ideia mais precisa da aproximacédo a € pode-se estudar o logaritmo

10*
decimal do mdédulo da diferen¢a entre (1+ ) e o nimero €; isto é o que se obtém

10

10*
com a fungdo Y :Iog|(1+ j —e|:
i 10*

I IO
amln=H
amax=2H
Ascl=1
Ymin=-1A
Ymax=1
Y= l=1
mres=]

Para valores de X até aproximadamente 6,5 a aproximagdo ao numero € melhora, mas a

partir dai comeca a piorar. Contudo, apesar de ndo ser seguro que com valores de X

superiores se obtenham melhores aproximacdes de €, acontece que se podem obter

Optimas aproximagdes. Na Tl 83 obtém-se, por exemplo

Cl+1l<C1@™1200701
a1z

2. rlE2a1328
Ariz—=™0 12
-1.3e-12
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2. A funcéo exponencial de base a > 0: defini¢éo construtiva

A abordagem da funcéo exponencial de base a >0, e a subsequente abordagem da

funcdo exponencial, é feita na maioria dos manuais destinados ao ensino pré-

universitario recorrendo ao processo classico de extensdo do significado de a* com X
numero racional e a > 0. Mais precisamente, define-se a* como sendo o limite comum
de todas as sucessdes a’em que (qn) € qualquer sucessdo de numeros racionais

convergente para X. Pelo seu processo construtivo esta abordagem torna-se natural mas

as propriedades da funcéo exponencial ndo sédo perceptiveis.

Descreve-se em seguida este processo de abordagem, assinalando todos os passos
necessérios a uma formulagdo rigorosa. Observe-se que sdo apenas evocados
resultados elementares sobre sucessoes.

Pée-se, por definicdo, a* =lima%*, para qualquer sucesséo (qn) de racionais

convergente para X.

Para justificar a coeréncia desta definigdo, seria necessario:

e provar que se limg, = X entfo existe lima®
e provar que este limite é independente da sucesséo de racionais que converge para X
e provar que se mantém validas as propriedades de a® com q racional

1
(a">0, a%=—

20 a’" =a%", qerracionais)

Depois de definido o que se entende por a” sendo a >0 e X um nimero real qualquer,

tem sentido definir fungdo exponencial de base a > 0.

Chama-se funcg&o exponencial de base a > 0 a func&o definida em IR por f(x)=a*.
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1
a>1 O<a<1:>g>1

De entre as funcbes exponenciais tem especial interesse a de base “€”, designada
apenas por funcdo exponencial, f(X):eX, gue verifica a equacdo diferencial

f’(X) = f(x). A demonstracdo desta propriedade da funcdo exponencial € neste

quadro bastante trabalhosa. Descrevem-se em seguida os passos da demonstragao:

n
. X
A. Comece-se por justificar que * = IIm(1+ H) , VX elR.

Para ndo alongar muito a demonstracdo, admitam-se 0s seguintes resultados sobre

sucessoes:

e Se(a,) é uma sucesséo de nimeros reais positivos que converge para a >0 e (b,)
2 ~ . . ~ ~ b,
é uma sucessdo de numeros reais que converge para b, entdo a sucessdo a,”

b
converge para a .

e Se(a,) é uma sucessdo de nimeros reais que tende para + o ou — 0, entéo

. 1)
e= I|m(1+—)
an
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Seja entdo X um namero real diferente de zero. Se (qn) € uma sucessdo de numeros

n
racionais diferentes de zero que tende para X, tem-se que (—j € uma sucessao de

n

nameros reais que tende para +o0 ou — 0,

Atendendo aos resultados evocados sobre sucessfes tem-se que, para todo o x diferente
de zero,

On
n

: %) 1 : 1 "
lim1+—| =lim{1+—| =|lim|1+— =e
n n n

a, a,

n

. 0)" . X
Como e’ =1= I|m(1+ H) , tem-se finalmente e* = I|m(1+ Hj ,VXeR

. e -1
B. Prove-se que lim =1
x—0" X
Seja 0< X< 2. Tem-se
" > n(n— "n(n-1)...(n—-(n-1
1+x£(1+5j :1+x+X—n(n—21)+...+X—( ) ( ( ))
2! n n! n"

2 n _
=1+ x+X—[l—1j+...+x—(1—lj(l—gj...(l—n—lj
2 n n! n n n
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n 2 n n

X X X X
1+ 2| <T+ X+t <14 X+ X+

n 2! n! 2n-t

n
X
n-1 1_(] n
=1+X 1+x+...+(§j :1+x—2X:1+i 1—(% 1+ﬂ

Entdo, se 0<x< 2,

2X 2X e* -1 2
l+x<ef<l+ —ox<ef-1< 1< <
2—X 2—X X 2—X
ooet-1
e lim =1
x—0* X
L 1
e'-1 e*-1 = T o et-11 _
Como lim = lim = lim = lim — =1, tem-se finalmente
x—0"~ X x—>0" — X x—0" X x—0" X
e —
lim =1
x—0 X

!

C. Prove-se que (ex) = e* para todo o nimero real X.

Para qualquer X € IR

i e —e* y e*(e"-1) ’ e"-1
im——— =lim——>=¢*lim =e
h—0 h h—0 h h>0 h

e assim
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(e¥) =e*, Vx elR.

!

Como (ex) —e’> 0, V x eR, a funcdo exponencial f(X) —=eX ¢ estritamente

crescente em IR.

Para a abordagem numérica de lim
x—0

, atendendo a que ele ndo é mais do que a

razdo incremental da funcdo exponencial no ponto 0, aplica-se o que vem na brochura de

fungdes do 11.° ano a proposito de derivagdo numérica (ver pag. 48).

Verifique-se que a funcdo exponencial cresce mais depressa que qualquer funcdo do

X

(S
tpo @(x)=x%,vqeN ,istoé, lim — =+, VqeN.
X—>+00 Xq

Da expressédo do Binomio de Newton resulta que

(Hﬂ” Clixs n(n - )X2 . n(n-1)(n-2) X3+m+n(n—1)...(n—(n—1))Xn

n221 n33l n"n!

para qualguer nimero natural q tem-se

(1—{—1)'1 :1+X+.“+qu+l n"'(n_(n_l)) n
n

nq+l(q+1)! ot o X
n...(0-0) g1, qez[N-(0-(@+D)  n.(n-(0-D) o (g
:1+x+...+nq 1(q+ )qu 1,44 2{ Q+2(q+2)! +..+ o X (a+2)
1) n=(=2) _(aqs
= q+1(X)+Xq+2[n q(Jrz(quJ;)-)erJrn (nnnr(]r!] ))x (a 2)]

em que Pq+1(x) € um polinémio em X de grau ¢ +1.
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n
. X e
Tomando X >0 e sendo e* = I|m(1+ H) , tem-se —q>

assim,

X

. e
lim — =+, VQeN
X—>+ooXq

X

. L. .. .a
Depois do estudo de varios exemplos os alunos s&o informados do  lim ) (com a>1
X—>+0 X

e p>0). Para a abordagem numérica destes limites, para além das limitagdes de

capacidade de representacdo da maquina, podem surgir davidas. Dizer que um limite é
+o00 significa que a funcdo acaba por se tornar tdo grande quanto se queira, desde que
se escolham valores de X suficientemente grandes. Contudo estes valores de X podem
até ser maiores do que aquilo que a maquina consegue representar. No caso

considerado isso pode acontecer se P for grande e a for préximo de 1. Sugere-se, por

X
exemplo, o estudo dos valores de ’To quando X cresce. Para se perceber claramente
X

que este quociente tende para +o0 é necessario estudar valores de X acima de 500, de
preferéncia no intervalo [1,1000]. Uma discussdo mais detalhada deste tipo de limites
pode ser encontrada no livro Principios de Analise Matematica Aplicada, de J. C. Silva ou

no artigo Understanding exponential growth with technology, do mesmo autor.

Nota:

Usando um processo analogo ao de 1 (pag. 48-50), verifica-se que
_ x\" X2 x"
liml+—| =liml+x+—+.+—1|,VXxelR.
n 2! n!

n
X

Resulta entdo que eX = Z—| ,VXelR.
n>0" "
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Um processo de definir fungcdo exponencial, e do qual decorrem facilmente as
propriedades fundamentais desta funcdo, consiste em defini-la como soma da série

n

X
z—l , que se verifica ser convergente, qualquer que seja o nimero real X.
n>0

1
O numero “€” pode entdo ser definido como soma da série Z—l (ver pag. 50).
n>0 't

2. Verificou-se anteriormente que a funcdo exponencial tem func&o derivada que coincide

com ela em IR. Um outro processo de definir a fungéo exponencial é como a solugdo do
y=y

problema de Cauchy { . Este processo sera retomado na secc¢do desta brochura

y(0) =1

dedicada a alguns modelos mateméticos.
Funcdao logaritmica

Os estudos de astronomia e navegag¢éo no século XVI conduziram a que um grande
numero de matematicos se dedicasse ao desenvolvimento da trigonometria. Uma das
questdes envolvidas dizia respeito a efectuar produtos de senos. Este problema foi

resolvido pelo “método de prosthaphaeresis” que corresponde a férmula
) . 1
sinasinb = E(cos(a —b) —cos(a +h)).

Esta férmula permite reduzir um problema de multiplicacdo a uma simples questdo de
somas, diferengas e divisdo por 2. E provavel que esta férmula motivasse Napier e outros
mateméaticos a desenvolverem processos de simplificacdo dos calculos, sendo possivel
que ela tenha influenciado o trabalho de Napier, jA que os primeiros logaritmos séo
logaritmos de senos.

Também constitui um factor do desenvolvimento dos logaritmos, o estudo exaustivo no

século XV das propriedades das séries aritméticas e geométricas.

Com efeito, observando os termos de uma série aritmética de razdo 1 e primeiro termo

igual a 0 e uma série geométrica de razao 2 e primeiro termo igual a 1, verifica-se que

60



FUNDAMENTAGAO TEORICA FUNGOES 12° ANO

os termos da série aritmética constituem os logaritmos na base 2 dos termos da série
geomeétrica.
nimeros 1 2 4 8 16 32 64
logaritmos 0 1 2 3 4 5 6

Esta tabela aparece num trabalho de Michael Stiefell em 1544 (6 anos antes do
nascimento de Napier). Stiefell observa que a um produto de termos na série geométrica

(4 x8=32) corresponde uma soma de termos na série aritmética (2 +3=25). Assim,

para simplificar o calculo de um produto de niUmeros bastara escrevé-los como poténcias

da mesma base.

A invencdo dos logaritmos é atribuida a John Napier (Neper, Napeir, Napair, Nepeir,

Naper, Napare, Naipper), bardo escocés, nascido junto a Edimburgo em 1550.

A forma como Napier chegou a ideia de logaritmo nao foi algébrica mas através da
geometria. Considerou dois segmentos de recta AX e BY e dois pontos P e Q a

moverem-se sobre eles, conforme se ilustra na figura :

B e . o Y

Supde-se que o ponto P se move ao longo de AX com velocidade constante, enquanto o
ponto Q, que parte com a mesma velocidade que P, altera constantemente a sua
velocidade de forma que, em cada instante, ela seja proporcional a distancia QY. O
logaritmo do nimero que traduz a distancia de A a P sera dado pelo nimero que traduz a

distancia do correspondente ponto Q a B.

Esta concepgdo geométrica dos logaritmos esta ligada ao facto de os senos aparecerem
na época de Napier como comprimento de linhas e ndo associados as medidas dos

catetos de triangulos rectangulos.

N&o se sabe ao certo quanto tempo Napier trabalhou a ideia de logaritmo antes da
publicagdo em 1614 de um volume incluindo texto e tabelas intitulado “Mirifici

Logarithmorum Canonis Descriptio” (Descrigdo da Admiravel Tabela de Logaritmos).

61



FUNDAMENTAGAO TEORICA FUNGOES 12° ANO

O famoso matematico inglés Henry Briggs (1561-1631) tomou rapidamente
conhecimento da obra de Napier e comecou de imediato a trabalhar uma verséo
modificada das tabelas. A sugestdo de Briggs consistia em modificar a base dos
logaritmos, de forma a tornar mais facil o seu uso. Este facto ja tinha sido observado por
Napier, que concordou com a sugestdo de Briggs de adoptar a base 10. Briggs néo
acabou recalcular todos os logaritmos de Napier. Publicou em 1624 umas tabelas que
continham os logaritmos de 1 a 20.000 e de 90.000 a 100.000, calculados com 14 casas

decimais.

Os logaritmos na base 10, s&do denominados “logaritmos de Briggs” e irdo ser

representados por “log”.

Observe-se que a variacdo de uma casa decimal num nimero se traduz na adicdo

algébrica de uma unidade ao seu logaritmo na base 10:
log170 = logl0+ logl7 =1+ log17; logl,7 =—1+logl7

llustra-se em seguida o método utilizado por Briggs para o calculo de log2 (1624).

1

Calcule-se 4 ...N10 =102

1
Pondo C= ZH ,tem-se 10° =1,00000000000000012781914932003235=1+a

1

554
Calcule-se \/...\/_222 ' tem-se

2¢ =1,00000000000000003847739796558310 = 1+b

O valor procurado é X tal que 10% = 2.

b
Entdo, 1+b=2° =(lOC)X =(1+a)* zl+ax:>x=a e assim,

log 2 =~ 0,3010299956638812
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1. A funcao logaritmica como inversa da funcao exponencial

Sendo a fungdo exponencial de base a >0 mondtona em IR com contradominio IR",

tem sentido definir em IR" a sua funcédo inversa, que se designa por funcéo logaritmo de

base a. Tem-se assim y=10g; X < x=a’. Da definicdo do logaritmo como

funcdo inversa da fungdo exponencial, decorrem imediatamente as seguintes

propriedades:
. log a(ax) =X
. aIoga X _

. Ioga(xy) =log, Xx+1og, Y

Graficamente, se a >0,

loga x
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Se a=e escreve-se log, =In, sendo a funcéo f(X)= In X designada apenas por

“fungéo logaritmica”.

X
Deve-se a Euler a “Regra de ouro” para a mudanga de base: Ioga X= b 3 que é

)
log
fundamental para a utilizag@o da calculadora, atendendo a que a calculadora s6 fornece

os logaritmos na base 10 e na base e.

Para demonstrar esta regra, basta tomar os logaritmos de base b de ambos os membros

y | , , logp, x
de x =a’. Com efeito, obtém-se logy, x = Iogb(a ) = ylogy a e assim y = log, a
b
;o logp, x
Como X =a’ éequivalente a ¥ =109, X, resulta que log, X = logya
b

2. Definicao do logaritmo como area

A determinacéo de areas foi, em conjunto com a determinacéo de volumes, uma questéo
que mereceu o0 interesse dos matematicos desde a antiguidade grega. Duas grandes
descobertas de Arquimedes (283 AC - 212 AC) foram o célculo da &rea do circulo e da
area limitada por uma parabola. No século XVII, Bonaventura Cavalieri, Roberval e

Fermat estudaram a determinagdo de 4reas limitadas por curvas Y= X%,

sendo a qualquer.

Fermat demonstrou que a &rea abaixo da curva Yy = X% entre os limites X=0 e X =B

é:

Ba+l

A=
a+l

Este resultado nZo € aplicavel no caso em que o =-1. Este facto conduziu a

descoberta seguinte, feita por Gregory of St.Vincent em 1647 e Alfons Anton de Sarasa

em 1649: a 4rea abaixo da hipérbole y = ; € um logaritmo. Mais precisamente, para
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cada X >1 mostraram que a area abaixo da hipérbole y = ; entre os pontos de abcissa

1 e X é um logaritmo.

r IN r (com 5 casas decimais) 3 1
Area abaixo da hipérboley= — entrex=1ex=r.
X
15 0,40547 L
FECde= YOEYEELL
2 0,69315 \\
FFCx)dx=.69F14718
2,5 0,91629 '\

SRCdx= 01e2007 s

r

SPCodx=1

3 1,09861

r

SiCadx=1i08B6123

1
A identificag@o do logaritmo de base € com areas abaixo da hipérbole Yy = ; permite
interpretar geometricamente o nimero € : Este numero é tal que a area abaixo da

1
hipérbole y = ; entrele € éigualal.
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y =1/x

[/

Os logaritmos na base “€” sdo usualmente chamados logaritmos de Napier (ou de

Neper), ou logaritmos naturais (por serem aqueles que s&o mais “naturais” para
desenvolvimentos teoricos, ou logaritmos hiperbdlicos (por estarem associados a areas

sob uma hipérbole).

3. Arégua de célculo

Edmund Gunter (1581-1628), professor de Astronomia e Matematica no Gresham
College em Londres, onde Briggs também leccionava. Gunter dedicava-se especialmente
a problemas de trigonometria e de navegacgéao, para os quais as tabelas de logaritmos de
Briggs constituiam apenas uma ajuda marginal. Chegou rapidamente a concluséo de que
podia automatizar a soma dos logaritmos de dois nimeros, gravando uma escala de
logaritmos num bocado de madeira e usando um compasso de bicos para juntar os dois
valores. Esta processo, ndo soO eliminava o processo mental de adi¢cdo, como evitava o
trabalho e a demora ocasionada pela procura dos logaritmos nas tabelas. A madeira de
Gunter ficou conhecida como “Linha de Numeros de Gunter” e o seu uso espalhou-se
rapidamente por Inglaterra. Foi popularizada no continente europeu por Edmund

Wingate.

As transformacdes que a Linha de Numeros de Gunter veio a sofrer sdo da
responsabilidade de um clérigo inglés, William Oughtred (1574-1660) que, curiosamente,
manifestava desprezo pela vertente computacional da matemética. O facto de Oughtred

ser aquilo a que se pode chamar um matematico puro, ndo o impediu de se familiarizar
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com os instrumentos matematicos entdo disponiveis. Ao tomar contacto com a Linha de
Numeros de Gunter, rapidamente se deu conta da vantagem da utilizacdo de duas
escalas gravadas sobre duas madeiras distintas correndo uma sobre a outra, em vez da
utilizacado do compasso de bicos. Também observou que, em vez das réguas de madeira
gravadas, se podia optar por dois discos concéntricos, um deles ligeiramente menor,
sendo as escalas gravadas nas suas bordas. Estes processos permitiam melhorar a
utilizacdo pratica da Linha de Numeros de Gunter e poderiam ter sido objecto de
exploracdo por parte de Oughtred. Este achou, no entanto, que o0 assunto nao merecia o
seu empenho, limitando-se a transmitir a suas ideias a Richard Delamain, um dos seus
alunos. Delemain publicou em 1630 a descricdo de uma régua de célculo circular. Nao se
sabe ao certo se se tratou de uma invenc¢do independente, ou apenas do aproveitamento
das observages de Oughtred relativas a vantagem de utilizacdo de dois discos

concéntricos gravados nas bordas.

A primeira régua de calculo com uma lingueta corredica parece ter sido utilizada por
R.Bissake em 1654 e em 1779, J. Watt aumentou o rigor nas graduacfes das escalas

para as utilizar nos calculos envolvidos nos projectos de maquinas a vapor.

A dificuldade de fabrico destes instrumentos, nomeadamente a forma deficiente como as
escalas eram gravadas e a consequente existéncia de erros nos calculos, tornaram a

utilizacdo da régua de calculo muito limitada até meados do século XIX.

Em 1850 um jovem oficial francés chamado Amedee Mannheim, contornou as maiores
dificuldades de utilizacdo da régua de célculo, introduzindo um cursor mével ligando as
escalas e que passou a fazer parte integrante da régua de calculo. Este oficial foi mais
tarde professor de Matemética em Paris, o que contribuiu para a divulgacdo da régua de
célculo. Este instrumento passou a ser usado para cdlculos rapidos na Europa, mas s6
foi adoptado na América do Norte em 1888. Apesar de ja serem fabricadas localmente
(desde 1895), estes instrumentos s se vulgarizaram na América do Norte no principio do

século XX, com a sua introducéo nas escolas de engenharia nos Estados Unidos.

E de referir a invencdo, ainda no século XIX, pelo astronomo portugués almirante
Campos Rodrigues, de um tipo especial de régua de célculo adequada a célculos

astronémicos.

Uma vez implantadas no mercado, as réguas de calculo foram rapidamente
aperfeicoadas, com a introdugdo de 18 a 20 escalas diferentes, e foram concebidas

vers@es para quimicos e engenheiros de todas as especialidades. Sdo geralmente de
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marfim ou de material duro e sdo brancas para permitir uma melhor visibilidade das
escalas. Existem réguas de calculo em formato de bolso e com formatos maiores, o que
permite uma maior precisdo. Embora menos comuns, também foram comercializadas

modelos actualizados de réguas circulares, algumas de formato bastante reduzido.
A régua de calculo tornou-se um simbolo do avancgo tecnoldgico no século XX.

Até a década de 70 a régua de calculo de bolso fazia parte da indumentaria diaria dos
engenheiros, qualquer que fosse a sua especialidade. A sua utilizag@o foi bruscamente
interrompida pela inundacdo dos mercados com calculadoras electrénicas de bolso, que
ofereciam uma maior precis@o associada a facilidade de utilizagdo.

Como funcionam basicamente as réguas de céalculo modernas e qual a fiabilidade

dos calculos obtidos?

As réguas de calculo sdo constituidas por uma régua dupla em que as duas partes sédo
separadas por uma fenda longitudinal em que corre uma terceira régua, funcionando
como lingueta mével. Estas réguas sdo graduadas nos bordos e, por vezes, no meio e
sobre elas desloca-se um cursor com tragos verticais destinados a alinhar as leituras. Na
lingueta (C) e numa das réguas fixas (D) estdo gravadas escalas logaritmicas e os
comprimentos a partir da origem ndo séo correspondentes aos ndmeros inscritos mas
aos seus logaritmos (na base 10). O funcionamento da régua de célculo para efectuar
produtos e cocientes baseia-se na soma e diferengca comprimentos de segmentos,
através da deslocacao da lingueta. Por exemplo, para efectuar o produto 2 x 3 alinha-se
o traco inicial da lingueta C com o 2 da régua fixa D e procura-se o tra¢co da régua fixa
alinhado com o 3 da lingueta; |é-se na escala da régua fixa (D) o numero 6. Se se
pretender dividir 8 por 4, alinha-se o 8 da escala D com o 4 da escala C e procura-se o
traco de D alinhado com o nimero 1 na escala C.; Ié-se na escala D o nimero 2.

Para célculos envolvendo nos resultados mais de dois algarismos as réguas de calculo
s6 permitem a obtencdo de valores aproximados, sendo o terceiro algarismo calculado
por estimativa. Apesar desta limitacdo, a utilidade da régua de célculo foi indiscutivel pela
sua facilidade de manejo e pela rapidez das operacdes. Observe-se que nas operacfes
com réguas de calculo ndo sdo tomadas em conta as virgulas, que sédo colocadas

mentalmente.
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C visor

ERISTO - HYELAROLGE

v

lingueta movel

v

réguas fixas

Uma simulagdo em Java da régua de célculo pode ser encontrada em
http://www.syssrc.com/museum/mechcalc/javaslide/index.html.

Se for possivel dispor de uma impressora com resolu¢édo de 600 dpi pode construir-se
uma régua de calculo circular seguindo as instrugbes que se encontram em
http://icarus.physics.montana.edu/math/csr.html.

Actividade / Projecto

Projectar e construir uma régua de célculo de dimensdes médias (acima de 20 cm).

Comentarios : Pode partir-se de um estudo matematico dos logaritmos, elaborando
depois o projecto para ser construido em madeira, por exemplo. Note-se que 0 objectivo
é apenas atingir a funcionalidade no calculo, pelo que ndo é obrigatério reproduzir os

modelos de régua ja existentes.
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Alguns modelos matematicos

1. Calculo de juros compostos

Suponha-se um capital P depositado numa instituicdo bancaria a uma taxa de juro r que

se supde composta anualmente. Que capital se tera ao fim de t anos ?
Ao fim do primeiro ano o capital sera Ay = P+TrP

Ao fim do segundo ano o capital sera

Ay = AL +TA = P+rP+r(P+rP) = P(L+r)(1+r1) = P(1+r)?

Ao fim de t anos o capital serda Ay = P(1+ I’)t

Suponha-se agora que o capital P & taxa de juro r é composto m vezes ao ano. Ao fim

de t anos, o juro foi composto Mt vezes, recebendo-se r /m de juros. O capital ao fim de t

r mt
anos sera A; = P(1+ E)

Assim, se o juro for composto continuadamente (no sentido em que 0s juros se podem
compor ao minuto, ao segundo, ao milésimo de segundo, etc.), ao fim de t anos o capital
sera

P\t P\ t
A= lim P(1+—j P lim (1+—j = pe't
m m

M—> -+ M—>-+o0

Exemplo:

e Determinar o valor A de um capital P = 1000 c. investido a uma taxa de juro de 8%

durante um periodo de 3 anos, com o0s juros compostos trimestralmente.
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O juro foi composto 4 vezes num ano (M = 4).
Pretende-se o valor do capital ao fim de 3 anos (t = 3).

Ataxaé r =0,08.

O valor do capital ao fimde 3anos é A= 1000(1+ ’T)

e O mesmo problema, supondo que o juro é composto
a) diariamente

b) ao minuto

¢) ao segundo

d) continuadamente.

No caso d), isto é, com o juro composto continuadamente, o valor do capital ao fim de 3

anos é A=1000 e0,08><3 .

2. A funcédo exponencial como solu¢do de um problema geométrico

Foi sob a forma de um problema geométrico que a funcdo exponencial surgiu pela
primeira vez. F. Debaune (1601-1652) colocou a Descartes o seguinte problema

geomeétrico:

Determinar uma
curva y(x) de

forma que para cada
ponto P a distancia
entre os pontos V e P
T onde a vertical e a

tangente cortam o

eixo dos X é T V.

constante igual a a.

Apesar dos esforcos

de Descartes e de

Fermat, este problema permaneceu sem solucéo durante quase 50 anos.
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Em 1684 Leibniz propds uma solu¢do, com base em argumentos geométricos. Concluiu

tratar-se de uma curva y(x) em que a um pequeno acréscimo h de X devera

h

A~ y
corresponder para Yy um acréscimo de ? .

y . : : « o «
O valor z representa na realidade o diferencial de y e ndo o acréscimo Ay da funcéo,

quando a variavel independente sofre um acréscimo h. Recorde-se a prop6sito a forma

como a derivada era concebida por Leibniz (FungBes 11° ano pag. 29)

Considere-se o caso particular em que a =1 e o grafico da curva procurada passa pelo
ponto (0, 1).

Para h suficientemente pequeno tem-se
y(x+h)—y(x) =hy(x) < y(x+h)=y(x)(1+h)

h) —y(h
logo lim y(x+ ) y( )
h—0 h h—0 N
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eacurva Yy = y( X) é gréfico de uma funcéo derivavel, devendo satisfazer as condi¢ces

y'=y
y(0) =1

Partindo de y(0) =1 e substituindo a equacgo diferencial por Y(X +h) = y(x) + hy(x),
obtém-se a sucessao de valores:

h—y(h)~1+h

2h— y(2h) = y(h) + hy(h) ~ (1+h)(1+h) = (1+h)?

3h — y(3n) ~ y(2h) + hy(2h) = (1+h)3

Considere-se agora um numero real positivo X e suponha-se que se quer ter uma boa

aproximagédo de y(X) . Dividindo o intervalo [O, X] em N partes iguais e avangando em

passos h = N tem-se entdo
y n n

n
. X
Fazendo N cada vez maior tem-se que y( X) = IIm(1+ H) .
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. 1\"
Em particular, y(1) = I|m(1+ ﬁ) .

A solucéo proposta por Leibniz ndo é mais que a solucéo aproximada do problema

{y'zy
y(0) =1

pelo método de Euler, método numérico que consiste em substituir a curva pela poligonal

de vértices(0,1+ h), (h,(1+ h)2), (2h,(1+ h)s), ...,(nh,(1+ h)m),...

Para resolver o problema, comece-se por recordar a ideia de Euler (1768) que surgiu da
impossibilidade de se obterem solugbes de certas equacgbes diferenciais por métodos

analiticos.

Suponha-se que se pretende determinar uma aproximacgdo para a solucdo de uma

equagao diferencial y' = f(X, y) tal que y(XO) =Y-
Tome-se h >0 e substitua-se a solucdo para X e[XO, X, + h] pela recta
r(x) =Y, +(x— xo)f (xo,yo)

Se X, =X,+hey = ro(xl), obtém-se Yy, =Y, + hf (xo,yo).

Substitua-se a solugédo para X e[Xl, X, + h] pelarecta I,(x) =y, + (X -X )f (Xl, yl)
Se Xx,=X+hey,= rl(xz), obtém-se y, =Y, +hf (xl, yl).
Repetindo este processo obtém-se pares de valores (Xn , yn) em que X, =X, + h e

Yo =Ya t hf (Xn—l! yn—l)'

O poligono de Euler obtém-se justapondo os segmentos de rectas de extremos
(XO, yo),...,(xn , yn),... . A medida que h tende para zero, o poligono aproxima-se cada

vez mais da solucgéo.
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A
hf(Xs,y3)
Y3 v
hf(Xz,yz)
Y2 ‘ v
hf(Xl,yl)
z; hf(X0,Yo)
Xo X1 X2 X3

No caso concreto que se estd a estudar tem-se f(x,y): Y, X, =0 e y, =1,

obtendo-se para a poligonal de Euler a sucesséao de vértices
(01+h), (h@+h?), (20,@2+h)*), ....(nh,2+0)™).....

Para h = § obtém-se
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(01) 178 1

A resolucdo apresentada do problema de Debaune seguiu os passos de Leibniz. E,

!

elo método
_1 P

y(0)

conforme se referiu, a solucdo do problema de Cauchy { (

aproximado do poligono de Euler.
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Um dos processos de definicdo da funcdo exponencial € como solugéo deste problema,
isto é, define-se funcdo exponencial como sendo a Unica funcéo cuja funcéo derivada
coincide com ela prépria e cujo grafico passa pelo ponto (0, 1). Embora este processo
conduza rapidamente a resultados importantes, seria preciso demonstrar primeiro que
um problema de Cauchy como o apresentado tem sempre solugdo Unica, 0 que ndo se
faz por métodos elementares.

Se o problema de Debaune tivesse sido colocado depois de construida a funcéo

exponencial e estudadas as suas propriedades, como € que ele poderia ser resolvido?

Pretende-se determinar uma curva y(x) que passe pelo ponto (O,l)de forma que para

cada ponto P a distancia entre os pontos V e T onde a vertical e a tangente cortam o eixo

dos X é constante igual a 1
Num ponto qualquer (X(J ) y(xo )) a equacao da tangente é
y-— y(XO) = y'(X0 )(X - Xo)- A abcissa X; do ponto onde esta recta intersecta o eixo

Ox (y(xl) = O) € dada por X; = Xoy'(;(?()x_)y(xo) . Tendo a recta vertical que passa
0

pelo ponto (XO . y(xo )) aequacgdo X = X, , pretende-se que ‘Xo - Xl‘ =1,isto &,

%o (%)= ¥(%)|_,

o y (XO) ‘

Entéo, ‘y(xo)‘ = ‘y’(xo )‘ , para qualquer ponto (XO \ y(xo ))

O problema tem duas solugdes: a curva devera passar pelo ponto (0,1) e ser tal que
y'=y,istoé, y= e”, ou a curva devera passar pelo ponto (O,l) e ser tal que

—X

y'=-y,istoé, y=¢e
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Pbe-se agora a questdo de saber se estas solugfes sdo Unicas. Mais precisamente,

!

X

justificar se 'y = e’ é a unica solucao do problema de Cauchy { ( esey=¢e

y(0) =1

[

y =-y
€ a Unica solucéo do problema de Cauchy .
{W®=1

!

Considere-se o problema de Cauchy { ( . Para se demonstrar que Yy = eX ¢a

y(0) =1
Unica solugdo deste problema é necessério ter em conta o seguinte bem conhecido

resultado, que resulta imediatamente do Teorema de Lagrange( ver Funcdes - 11.° ano,
pag. 54): Se uma fun¢do tem derivada nula em todos os pontos de um intervalo aberto de

IR entdo ela é constante nesse intervalo.

!

A unicidade de solucdo do problema { ( resulta imediatamente do seguinte

y(0) =1

teorema:

Teorema:

Dado um numero real C, seja f uma funcao real definida num intervalo aberto de IR e
diferenciavel nesse intervalo, tal que
f'(x)=cf(x); *
entdo f é daforma
f(x)=ke™ @)

onde K é uma constante real.

Demonstracéo:
E facil ver que as fungdes dadas em (**) verificam a igualdade (*). Verifique-se entdo que

toda a funcédo que satisfaga (*) tem que ser do tipo (**).

Suponha-se que f étal que f'(X) =cf(X) eseja p(x) =e " f(x).
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Tem-se @'(x) =—ce " f(x)+e ' (x) = —ce ™ f(x)+e ¥cf(x) =0 e

CX

o(x) =k com k constante real. Entdo k =e " f(x) e f(x)=ke®, isto ¢, toda a

CX

solugao de f'(X)=cf(X) édotipo f(x)=ke* com k constante real.

Nota:
Pode parecer contraditério ter-se comecado por referir a complexidade do estudo da

existéncia e unicidade de solucdo para problemas de Cauchy, associado ao facto de se

!

e depois tratar

definir a funcdo exponencial como solugéo do problema {ym) -1

!

especificamente o caso { ( Observe-se que a abordagem feita ndo envolve a

y(0) =1’
guestéo da existéncia de solucao, pois se admitiu que se conhecia uma funcéo, a funcao
exponencial, cuja funcdo derivada coincide com ela prépria. A definicdo da funcédo
y'=y

exponencial como sendo a solugdo Unica do problema de Cauchy {y(O) 1 nao é
elementar porque nesse caso seria necessario demonstrar, em abstracto, que este

problema tem solugé&o.

O interesse de considerar explicitamente o problema de Cauchy no contexto desta
brochura deriva do facto de, com frequéncia, o modelo matematico de uma dada
situacdo ser precisamente um problema de Cauchy, que envolve equagdes diferenciais e
condicdes iniciais.

Vale ainda a pena citar como problema cujo estudo envolve equacfes diferenciais e
condi¢des iniciais, embora ndo tratado nesta brochura, o movimento das particulas

materiais na Fisica Newtoniana.

3. Evolucéo de uma populacéo

Suponha-se uma populagdo de uma determinada espécie que vive, se reproduz e morre
numa determinada regido, sem que haja emigracdo ou imigracdo de individuos dessa

espécie. Em cada instante t designe-se por |(t) o ndmero de individuos dessa
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populacdo. Um primeiro aspecto que convém notar € que se vai representar por uma
funcéo real de variavel real um namero de individuos que é necessariamente inteiro. Isto
€ aceitavel porque se pretende apenas uma aproximagdo do nimero de individuos;
mesmo assim deve-se restringir a aplicacdo do modelo a populaces com muitos
individuos. Tendo também em mente que se trata de um grande nimero de individuos,
pode supor-se ainda que ha uma taxa de natalidade uniforme e uma taxa de mortalidade
também uniforme. Isto quer dizer que o ndmero de novos individuos nascidos por
unidade de tempo e o nimero de mortes por unidade de tempo sdo proporcionais ao
namero de individuos existentes. Considerando taxas instantaneas de variagdo e se
designando por N a taxa de nascimentos por unidade de tempo e por m a taxa de

mortes por unidade de tempo, obtém-se
' =nl®)—-mi{t)=(n-m)I(t).
Do anteriormente exposto resulta entdo que tem que ser
I(t) =ke™™t,
Como 1(0)=k, se for |, o nimero de individuos no instante O, a evolucdo da
populacdo seréa dada por

I(t) = 1,e™™t,

1'(t) = (n—m) 1(t)

que é a solucdo do problema de Cauchy { I(O) |
=10

Este modelo foi apresentado por Malthus em 1798, embora tivesse sido ja anteriormente

sugerido por Euler.

Podem-se agora analisar as previsdes deste modelo para a evolugcado de uma populacao.
Sugere-se que se considerem 0s casos N>M, N<M e N=mM. No caso da taxa de
mortalidade ser superior a taxa de natalidade o modelo prevé naturalmente o decréscimo
da populagdo para um valor que podera levar ao desaparecimento da espécie na regiao.
Se a taxa de natalidade for superior a taxa de mortalidade o modelo prevé que a
populacado cresca exponencialmente, o que sO se verifica na pratica, dentro de intervalos
de tempo limitados, em culturas microbianas. E facil ver que se esta lei fosse vélida para
uma qualquer espécie durante um tempo muito grande essa espécie acabaria por ocupar

todo o espaco disponivel a superficie da Terra.
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A aplicagdo do modelo de Malthus a populacdo humana da origem a grandes
controvérsias. Por um lado pode-se constatar que nos Ultimos séculos a populagéo
humana tem seguido uma lei de crescimento que parece exponencial. Por outro lado o
modelo supde uma taxa de natalidade uniforme e isso esta longe de se verificar na
populacdo humana. Tem-se verificado que é entre as populacdes mais pobres que a taxa
de natalidade é maior. Se é previsivel que a Terra ndo pode comportar um namero
infinito de seres humanos vivos, é um problema decidir o que se pode fazer para evitar
um crescimento insustentavel. A este propésito citamos a seguinte passagem do relatério
“O nosso futuro comum” elaborado em 1987 pela Comissao Mundial do Ambiente e do
Desenvolvimento:

“Os paises industrializados com preocupagbes sérias quanto a alta taxa de natalidade
noutras partes do mundo tém obrigacdes além do simples fornecimento de caixas com
material contraceptivo. O desenvolvimento econémico, através do seu impacto indirecto
nos factores socioculturais, baixa as taxas de nascimento. As politicas internacionais que
actuam sobre o desenvolvimento econémico tém assim interferéncia na possibilidade de
0s paises poderem fazer alterar a natalidade. O problema do crescimento populacional
deve pois integrar-se no problema mais lato do rapido crescimento socioeconémico dos

paises em vias de desenvolvimento.”

Esta é uma situacdo em que a aplicacdo dos modelos mateméticos a realidade e as
limitacbes dos modelos podem ter um impacto muito importante na sociedade. Uma
perspectiva sobre este assunto com vista a uma possivel utilizagdo na aula de
Matematica é referida por S. Carreira no artigo referido na bibliografia.

Para dar conta das situa¢cdes em que ha um limite maximo para a populacdo que pode
viver numa regido, Verhulst introduziu em 1836 um modelo que considera que a medida
que uma populacdo se aproxima de um certo valor maximo, a taxa de crescimento da
populacido (taxa de natalidade — taxa de mortalidade) se reduz. Em termos da fungéo |

este modelo exprime-se por

() =K I (1‘IM)

onde kK é uma constante positivae M é o nimero maximo de individuos suportado pela

regido. Este modelo chama-se modelo logistico. Note-se que, se a taxa de crescimento
da populacdo é da ordem de K quando %\/I ¢ pequeno; a medida que | se aproxima

de M essa taxa de crescimento vai-se aproximando de zero. No caso de a populag&o
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inicial exceder M individuos a taxa de crescimento torna-se negativa, o que leva a

populacao a reduzir-se.

Nao sera feita aqui a determinacédo detalhada das fungbes que verificam a igualdade

acima, mas é facil verificar que as funcées do tipo

() = 1(0) MeXt _ M
M+1(0)(e" -1) 1, M=1(0) i

1(0)

séo solucdes do modelo logistico. Pode agora ser interessante estudar qual a evolucéo

da populagéo quando 1(0) <M, 1(0)=M e I(0) > M. Deve-se notar que a fase
inicial de um crescimento logistico partindo de um 1(0) muito menor do que M, é muito

parecida com um crescimento exponencial.

Voltando agora a questdo da populacdo humana, pode-se pensar em aplicar este
modelo. Se a evolugcdo da populacdo humana for logistica, entdo o crescimento da
populacdo devera comecar a abrandar quando se aproximar do maximo suportado pela
regido em estudo. Pensando na Terra, colocam-se agora algumas questdes
interessantes:

e qual serd o maximo de populacdo que a Terra pode suportar?

e sera que esta capacidade maxima é constante ou ira variando com a evolugéo
cientifica e tecnolégica? (aqui hd que ponderar recursos renovaveis, recursos nao
renovaveis e producao de residuos)

e nota-se nos paises mais desenvolvidos uma clara tendéncia para a reducéo da taxa
de crescimento da populacdo; serd que nos aproximamos do equilibrio logistico
nessas regides?

A volta destes temas podem ser discutidas questdes sociais, ecolégicas e éticas
importantes. Um sinal do impacto da Matemética na nossa sociedade é que muitos dos
pareceres cientificos e decisdes politicas (em economia, ambiente, etc.) sdo baseados
em modelos matematicos (que, embora mais sofisticados do que estes, ndo deixam de

ser apenas modelos matematicos).

4. O arrefecimento do café

Considere-se agora uma situagéo diferente. A temperatura ambiente é de T, graus e é

servido um café que chega & mesa a uma temperatura de T, graus. Como vai variar a
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temperatura do café nos instantes seguintes? Um modelo possivel nesta situacéo é a
chamada lei de Newton do arrefecimento e que diz que a taxa de variagdo da
temperatura é proporcional a diferenca entre a temperatura do café e a temperatura
ambiente. Representando a temperatura do café no instante t pelo valor da funcéo real

T(t), alei de Newton exprime-se por
T'(t) = —k(T(t) - Ty)

sendo K uma constante positiva. Note-se que se a temperatura do café for superior a
temperatura ambiente a variagdo de temperatura sera negativa e que se a temperatura
do café for inferior a do ambiente o café tera tendéncia para aquecer (embora talvez néao
se tivesse pensado inicialmente neste segundo caso, o modelo exprime igualmente bem

as duas situacoes).

Para resolver a equagdo acima é mais simples considerar a diferenga entre a
temperatura do café e a temperatura ambiente. Faz-se entéo

DO)=T()-T,
e agora

D'(t) = —kD(t) .

D'(t) = —kD(t)

Chega-se assim ao problema de Cauchy D(O) T
=07 'a

cuja solucdo €

D(t) = D(0) ekt , pelo que se obtém finalmente, ap6s algumas contas,

T(t) = Ta + (TO _Ta)e_kt ,

Note-se para ja que este € um modelo bastante simplificado da realidade. Esta-se, por
exemplo, a atribuir um Unico valor de temperatura do café a todos os pontos do interior
da chavena, o que ndo é completamente realista. Podemos, em contrapartida, pensar
que se trata de uma temperatura meédia. Um teste a este modelo pode ser feito na sala
de aula, usando um sensor ligado a calculadora para medir a evolugdo da temperatura
numa chavena de café e ver se se ajusta bem a uma func¢éo do tipo indicado acima.

Podem usar-se as fun¢bes de ajustamento da calculadora para estimar um valor para o

parametro desconhecido K .
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5. Mdsica e logaritmos

O som consiste em vibracdes que se propagam no ar. Contudo, o ouvido humano e uma
grande parte dos microfones sao apenas sensiveis as variacbes de pressdo no ar.
Assim, 0 som escutado num determinado ponto pode ser descrito por uma funcéo real de
variavel real, representado a diferenca de pressdo em funcéo do tempo. Esta diferenca
de pressao é medida em relacdo a pressao de equilibrio, correspondente a néo

existéncia de som.

Uma descricdo tao geral como esta inclui todos os tipos de som, nomeadamente o ruido,
e é aproveitada pela radio e pelos aparelhos de reproducdo sonora mais simples, que
apenas transmitem a informacao relativa as variagbes de pressdo. Na recepcao o alto-
falante gera de novo variacdes de pressao iguais (tanto quanto possivel) as recebidas

pelo microfone.

Uma simplificacdo importante neste modelo é supor que a sobreposi¢cdo de dois sons
simultdneos é um som caracterizado pela soma das fun¢bes de variacdo de pressao
correspondentes a cada um dos sons sobrepostos. Esta simplificacdo é vélida se as
variagcbes de pressdo envolvidas ndo forem muito grandes (no caso de estampidos
provocados por explosdes, por exemplo, esta simplificacdo ndo seria valida) e é
importante porque permite decompor e compor sons em componentes de determinado

tipo.

Um aparelho como o CBL e um sensor de som permite obter valores numéricos das
variacdes de pressdo num microfone e guarda-los na calculadora. Também um
computador com uma placa de som permite gravar um som digitalizado (isto €, em
formato numérico; os ficheiros tipicos em Windows tém a extensdo wav). O som
digitalizado pode depois ser reproduzido pela placa de som ou pode ser analisado por um
programa adequado. Quer na calculadora quer no computador é possivel observar o
gréfico correspondente a varia¢do de pressao em fungéo do tempo. Para este texto usou-

se um software de analise e tratamento de som.

Actividade:

Usando o CBL e um sensor de som ou um computador com placa de som e software
adequado, regista os graficos correspondentes aos seguintes sons:

- bater palmas;

- voz humana a falar;

- som de uma s6 corda de guitarra;
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O segundo grafico foi obtido com uma voz masculina. a falar. Embora pareca haver um
padrdo que se repete periodicamente, os detalhes sdo diferentes em cada troco da

funcéo.

|

Este grafico foi obtido a partir do som de uma corda de guitarra. Note-se que, a parte um

ruido de pequena intensidade, esta-se perante um padrdo que se repete periodicamente.

Ao longo dos paragrafos seguintes pode-se constatar que este modelo para o fenémeno
sonoro permite estudar ja muitas das caracteristicas dos sons e, em particular, dos sons
musicais. No entanto, dado que o som é um fenébmeno que se desenrola no espaco, uma
funcao real de variavel real ndo é suficiente para o descrever. O modelo de uma funcao
para o som ndo da conta de algumas caracteristicas interessantes e importantes. Como
os ouvidos estdo em lados opostos da cabecga, cada ouvido recebe variagfes de pressdo
diferentes, consoante a fonte do som, e o cérebro tira partido desta caracteristica para
localizar a fonte do som. Se sO se reproduzir 0 som ouvido num ponto ndo € possivel
gerar a sensacdo que permite, por exemplo, perceber se um som vem da esquerda ou

da direita.
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Para reproduzir a sensacgéo espacial usa-se a estereofonia, que corresponde a usar duas

funcdes, uma para cada ouvido.

No que se segue consideraram-se apenas sons produzidos por instrumentos musicais
como pianos, guitarras, violinos, etc. Constata-se que estes sons sao descritos por
variagOes perioddicas da pressdo, pelo que se vao considerar algumas caracteristicas das

funcdes periddicas.

Uma funcéo h diz-se periddica se existe t >0 tal que

h(x+t)=h(x) ¥xxeD,ex+tebD,.

Se a funcdo h n&o for constante, ao menor positivo nas condi¢des anteriores chama-se

o periodo T e define-se a frequéncia f por

Quando se fizerem medigbes com o CBL ou com o computador serdo indicados o

periodo em segundos e a frequéncia em ciclos por segundo ou Hertz (Hz).

Os sons musicais sao geralmente classificados segundo trés caracteristicas: intensidade,

altura e timbre.

A intensidade € a caracteristica que permite distinguir sons fortes de sons fracos. Numa

aparelhagem sonora faz-se variar a intensidade rodando o botédo do volume.

A altura permite distinguir sons agudos de sons graves. Em geral a voz feminina é mais

alta (aguda) do que a voz masculina.

O timbre é a caracteristica que permite reconhecer a fonte que produz o som. Pode-se

assim distinguir uma guitarra de um piano, ainda que produzam a mesma nota.

As trés caracteristicas acima indicadas estdo relacionadas com as funcgdes que
descrevem o0s sons. A intensidade esta ligada a amplitude das variacfes de presséo,
sendo um som tanto mais intenso quanto maior for a variacdo da funcao que descreve o
som. A percepcao e medi¢cdo (em decibéis) da intensidade sonora pode dar origem a um

estudo interessante com a aplicagdo dos logaritmos.

A altura corresponde a frequéncia dessas variacdes de pressdo. O timbre esta ligado a

forma da funcéo que se repete periodicamente.
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Actividade:

Usando dois ou mais instrumentos musicais bem afinados e o CBL procura obter os
graficos e as frequéncias das variacbes de pressdo associadas, para as seguintes
situacdes:

a) no mesmo instrumento, com notas diferentes;

b) no mesmo instrumento, a mesma nota, mas com intensidades diferentes (se possivel);

€) a mesma nota em instrumentos diferentes;

Sao de considerar algumas questdes que se colocam na musica, no que diz respeito a
altura do som musical.

Um primeiro aspecto que se constata na musica € que, para caracterizar uma melodia,
sdo mais importantes as diferengas de altura dos sons do que as alturas absolutas, o que
permite reconhecer uma melodia quer ela seja tocada por um violino ou por um
trombone. Caracteriza-se assim musicalmente a no¢ao de intervalo entre dois sons como
sendo a diferengca entre as suas alturas. Embora esta nocdo se baseie apenas na
percepcdo dos musicos, ela tem sido usada desde h& milénios como base da teoria

musical.

Embora, dentro de certos limites, seja possivel gerar sons com quaisquer alturas (com a
voz ou com um violino, por exemplo) a verdade é que em geral os musicos optam por
escolher e usar um namero limitado de sons a que se chamam escala. Também aqui sdo
mais importantes os intervalos entre os sons da escala do que os sons em si. Ao longo
dos séculos mais recentes a mesma nota tem mesmo correspondido a valores

ligeiramente diferentes, o que se traduz em diferentes afinagdes dos instrumentos.

Uma escala musical simples é composta pelas sete notas: do, ré, mi, fa, sol, la e si.
Contudo os musicos usam ainda outros sons intermédios (d6 sustenido, ré sustenido, fa
sustenido, sol sustenido e la sustenido) que formam a escala cromatica: dé, doé
sustenido, ré, ré sustenido, mi, fa, f4 sustenido, sol, sol sustenido, |4, 14 sustenido, si;

as notas acima e abaixo deste conjunto tém os mesmos nomes mas diz-se que

pertencem a oitavas diferentes.

De seguida estudam-se algumas relacdes entre estes sons usando uma guitarra.
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A guitarra tem seis cordas que podem vibrar soltas ou
estando pressionadas contra trastos de metal de forma

a reduzir o comprimento livre da corda. Quando na
_
trastos

LLLLE

guitarra se avanca de um trasto para o seguinte o

comprimento reduz-se e 0 som sobe meio tom

cromatico. Tome-se como exemplo a 6.2 corda da

guitarra, a mais grave; se a (guitarra estiver -
correctamente afinada e esta corda estiver solta obtém- '
se um mi; apertando a corda no primeiro trasto obtém-
se um fa, de seguida um fa sustenido, e assim por
diante. cavalete

Actividade:

Material: uma guitarra e um CBL.

1. Numa guitarra mede as sucessivas distancias entre os trastos e o cavalete. Obténs
assim os comprimentos livres das cordas quando tocadas em cada uma das posic¢des.

2. Faz uma tabela com os sucessivos quocientes entre cada comprimento e o anterior.
Calcula agora os logaritmos dos comprimentos e faz um gréfico. Que tipo de fungéo
podera ser um modelo para estes dados (logaritmos dos comprimentos)? E para os
dados originais?

3. Usando o CBL recolhe os dados relativos ao som emitido pela 3.2 corda quando
premida em cada uma das posi¢6es indicadas e determina as frequéncias associadas.

4. Tenta relacionar as duas listas de valores. Sugestdo: calcula o produto da frequéncia
pelo comprimento livre da corda.

Fazendo esta experiéncia e obtiveram-se 0s seguintes valores aproximados:
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Posicao Comprim. util (C,) |Freq. medida (F,) |Cn1/Ch |IN(Cp) |Cox Fy | Fred/Fa
Corda solta | 64,6 189.2 0,944 4,17 |[12222 (1,088
1.°trasto 61,0 205.9 0,946 |4,11 (12560 (1,041
2.° trasto 57,7 214.3 0,943 |4,06 (12365 (1,077
3.0 trasto 54,4 230.8 0,943 |4 12 556 (1,057
4.° trasto 51,3 243.9 0,945 3,94 (12512 (1,079
5.° trasto 48,5 263.2 0,942 3,88 (12765 [1,027
6.° trasto 45,7 270.3 0,945 3,82 12353 [1,033
7.° trasto 43,2 279.1 0,944 3,77 12057 [1,075
8.0 trasto 40,8 300.0 0,946 3,71 |12 240 |1,083
9.° trasto 38,6 325.0 0,943 3,65 (12545 (1,041
10.°trasto |36,4 338.3 0,942 3,59 (12314 (1,082
11°trasto |34,3 365.9 0,945 3,54 |[12550 |1,066
12°trasto |32,4 390.2 0,944 3,48 (12642 [1,046
13.°trasto |30,6 408.2 0,944 3,42 (12491 (1,05
14.°trasto |28,9 428.6 0,945 3,36 12387 [1,056
15.°trasto |27,3 452.4 0,945 3,31 (12351 (1,08
16.°trasto |25,8 488.4 0,942 3,25 (12601 [1,048
17.°trasto |24,3 511.6 0,942 3,19 (12432 (1,07
18.°trasto |22,9 547.6 0,943 3,13 (12540 [1,044
19.°trasto |21,6 571.4 3,07 (12342

Em baixo representam-se os graficos dos comprimentos livres das cordas e dos

logaritmos dos comprimentos e as respectivas fungfes de regressao.
-
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comprimentos

Do estudo dos dados obtidos conclui-se que os produtos das frequéncias pelos
comprimentos das cordas sdo aproximadamente constantes. Tomando a média (12 441)
como referéncia, as variagdes sdo de poucos pontos percentuais. Verifica-se também
que comprimentos e frequéncias sdo aproximadamente termos de progressées
geomeétricas. Estes dados experimentais vém ao encontro das previsdes de modelos
mateméticos para a corda vibrante. Efectivamente, da anélise matematica de um modelo
da corda vibrante resulta que, para duas cordas com a mesma densidade e sujeitas a
mesma tensdo, mas com comprimentos diferentes, as frequéncias fundamentais de

vibragcéo das cordas sé@o inversamente proporcionais aos respectivos comprimentos.

Pode-se ver na actividade anterior que a cada nota esta associada uma dada frequéncia.
Na verdade convenciona-se internacionalmente que a cada nota corresponde uma dada

frequéncia, de acordo com a seguinte tabela (o simbolo # indica os sustenidos):

Nota Frequéncia Nota Frequéncia
Sol (2) 196,0 Fa (3) 349,2
Sol# (2) 207,7 Fa#(3) 370,0
L4 (2) 220,0 Sol (3) 392,0
La# (2) 233,1 Sol#(3) 415,3
Si(2) 246,9 La (3) 440,0
D6 (3) 261,6 La#(3) 466,2
DO#(3) 277,2 Si (3) 493,9
Ré (3) 293,7 D6 (4) 523,3
Ré#(3) 3111 Do# (4) 554,4
Mi (3) 329,6 Ré (4) 587,3

Os numeros entre paréntesis correspondem as oitavas de um piano e sdo usados para

distinguir sons com o mesmo nome mas de oitavas diferentes.
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Comparando esta tabela com a que foi obtida experimentalmente pode concluir-se que a
guitarra usada estava francamente desafinada.

Uma questdo que se coloca agora é: porqué esta escala e ndo outra? Tentar-se-a chegar

a uma resposta no que se segue.

Como se estdo a caracterizar as alturas dos sons em termos das suas frequéncias, um
intervalo de dois sons sera caracterizado como sendo a razdo das suas frequéncias.
Verifica-se na tabela anterior que todos os intervalos de duas notas sucessivas s&o
iguais. Contudo somando-se ou subtraindo-se razbes entre frequéncias ndo se obtém as
relagdes aditivas entre intervalos usadas pelo musicos. E aqui que irdo entrar os
logaritmos, como se vera mais adiante.

Desde ha muito que os musicos apreciam particularmente certos intervalos musicais.
Estes intervalos tém hoje o nome de intervalo de uma oitava, intervalo de quinta, intervalo
de quarta. Pitagoras (conhecido pelo teorema) usou mesmo um instrumento chamado
monocordio (com uma Unica corda) e chegou a uma conclusao que foi importante ndo sé
para a musica mas também para a sua filosofia: os intervalos musicais mais importantes
obtém-se em dois monocérdios semelhantes quando as relagbes entre 0s seus
comprimentos sdo frac¢Bes que envolvem os quatro primeiros inteiros (oitava = 2/1,

quinta=3/2, quarta=4/3).

Pitdgoras usou os intervalos fundamentais para construir a sua escala que incluia as
seguintes relagbes (razdes entre as frequéncias das notas e a frequéncia do do;
Pitdgoras tera utilizado as razBes entre os comprimentos das cordas, que séo inversas

destas):

D6 Ré Mi Fa Sol L& Si D6
1 9/8 81/64 4/3  3/2  27/16 243/128 2

O sistema de Pitagoras foi utilizado durante a Idade Média, até ao século XVI. Contudo
este sistema ndo era completamente satisfatorio, nem do ponto de vista teérico, nem do
ponto de vista pratico. Um dos grandes defeitos do sistema de Pitdgoras era que o
intervalo de terceira (D6-Mi) ndo soava muito bem. No século XVI, Zarlino propds uma
nova escala baseada no acorde perfeito maior (que ao do e ao sol acrescenta um mi com

uma frequéncia de 5/4 da do do6), alterando algumas notas:

Do Ré Mi Fa Sol L& Si D6
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1 9/8 5/4 4/3 32 53 15/8 2

Podem-se agora usar os logaritmos, ndo s6 para compreender melhor alguns dos
problemas que se punham mas também para acompanhar o processo de solugcdo que
ainda hoje esta em uso. Considerem-se em primeiro lugar os intervalos entre notas
sucessivas (raz0es das frequéncias e também razfes entre as razbes das duas tabelas

acima). Para a escala de Pitdgoras tem-se

D6-Ré Ré-Mi Mi-Fa Fa-Sol Sol-L4 L4-Si Si-D6
9/8 9/8 256/243 9/8 9/8 9/8 256/243

e para a escala de Zarlino

D6-Ré Ré-Mi Mi-Fa Fa-Sol Sol-L4 L&-Si Si-D6
9/8 10/9 16/15 9/8 10/9 9/8 16/15

Na escala de Pitagoras os intervalos de um tom sao todos iguais entre si e os de meio
tom sdo também iguais entre si. Na escala de Zarlino os intervalos de um tom ndo séo
todos iguais. Se um piano estivesse afinado pela escala de Zarlino e se se tentasse
elevar a altura de uma melodia passando o intervalo D6-Ré para Ré-Mi estar-se-ia a
tocar um intervalo ligeiramente diferente. Além disso ficam ainda algumas questdes cuja
resposta ndo é Obvia olhando apenas para as tabelas: em qualquer das duas escalas,
sera que juntando dois meios tons se obtém algo muito proximo de um tom, isto é, sera
que (256/243)2 ~ 9/8 ou que (16/15)2 ~ 9/8 ou 10/9? Calculando os logaritmos de cada

uma das razfes obtém-se uma resposta rapida. Na escala de Pitagoras

Do-Ré Ré-Mi Mi-Fa Fa-Sol Sol-L& L&-Si Si-D6
0,1178 0,1178 0,0521 0,1178 0,1178 0,1178 0,0521

e para a escala de Zarlino

Do-Ré Ré-Mi Mi-Fa Fa-Sol Sol-L& La-Si Si-D6
0,1178 0,1054 0,0645 0,1178 0,1054  0,1178 0,0645
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Pode-se ja observar que os meios tons de Zarlino sédo maiores do que os de Pitagoras e
que se dois meios tons de Pitdgoras ndo perfaziam um tom, dois meios tons de Zarlino

excediam sempre um tom.

Entre os séculos XVI e XVIII foram sendo propostas e utilizadas diversas escalas,
sobretudo com o objectivo de assegurar que os instrumentos que tinham (e ainda hoje
tém) uma afinacao fixa (6rgéos e cravos) pudessem ser utilizados em situacfes variadas,
conservando tanto quanto possivel os intervalos descobertos por Pitagoras, que sdo os

que parecem melhor ao ouvido.

Estas escalas foram-se aproximando de uma escala que jA era conhecida desde a
antiguidade mas que quase nunca passava de possibilidade tedrica: fazer os intervalos
de um tom (D6-Ré, Ré-Mi, Fa-Sol, Sol-L4, La-Si) todos iguais entre si e os de meio tom
(Mi-Fa e Si-D06) exactamente iguais a metade dos intervalos de um tom. Esta escala
chama-se de temperamento igual e tem a vantagem de permitir que se transponha uma
melodia (subindo ou descendo todas as notas) conservando rigorosamente os intervalos

relativos.

Veja-se como se pode caracterizar a escala de temperamento igual usando os

logaritmos. Designando por I a raz&o de frequéncias num intervalo de meio tom, num

. ~ p 2 . ~ s
intervalo de um tom a razdo sera de r“. Para preservar as oitavas com a razao igual a 2

obtém-se
PPxrixrxrixr’xrixr=2 < r=%2~1059463094.

A utilizacdo destas razdes da origem a escala apresentada na tabela com as frequéncias
das notas. Os meios tons e tons desta escala chamam-se cromaticos.

A escala de temperamento igual foi sendo adoptada ao longo de todo o século XIX e hoje
é sistematicamente usada, excepto quando se tenta ouvir a musica como ela era tocada
na época em que foi composta. Contudo estas reconstituicdes sdo em parte conjecturais.
Uma consequéncia curiosa da adop¢éo generalizada do temperamento igual € que notas
que noutras escalas eram distintas agora passaram a ser iguais. E o caso do Do
sustenido e do Ré bemol. Na escala actual correspondem exactamente ao mesmo som

enquanto ha dois séculos correspondiam a sons ligeiramente diferentes.

Podem-se ainda aproveitar os intervalos de meio tom cromatico para medir qualquer
intervalo, usando os logaritmos. Um intervalo com uma raz&o de frequéncias f,/f, tera

X meios tons se

94



FUNDAMENTAGAO TEORICA FUNGOES 12° ANO

f ¢ In(izj 1mn[:2j
|’X:—2<:;>)(:|ogr 2| = 1/ _ L ,dado quer =
f, f, Inr In(2)

112
2

Esta unidade chama-se prony e usa-se habitualmente o centésimo de prony designado
por cent. A oitava corresponde a uma razdo de frequéncias de 2 e tem 12 prony = 1200
cents. Para a escala de Zarlino ficariam ent&o os seguintes valores para os intervalos em

cents:

Do-Ré Ré-Mi Mi-Fa Fa-Sol Sol-La La-Si Si-D6
203,91 182,4 111,73 208,91 182,4 203,91 111,73

A escala de temperamento igual prescinde dos intervalos naturais para garantir a
facilidade de transposicdo das melodias e a facilidade de utilizacdo de uma escala de
sons mais alargada. Tomando ainda o cent como medida, pode-se ver que o intervalo de

quinta natural devia ter

12m(2)
100 ————% =701,955 cents

In(2)
e tem apenas 700. A situacgao pior € a do intervalo de terceira (D6-Mi) que para soar bem

deveria ter uma razéo de frequéncias de 5/4, isto €, de

12m(ij
100————= = 386,3138 cents

In(2)
e na escala de temperamento igual tem 400 cents. Contudo, na escala de Pitdgoras

estes intervalos tinham 407,82 cents, o que era ainda pior.

Exercicio: A que razdo de frequéncias corresponde um intervalo de 1 cent?

Termina-se esta secgdo com uma citagdo do livro “A Musica - Linguagem, Estrutura,
Instrumentos”, de Roland de Candé (p. 135):

A utilizacdo destas unidades logaritmicas permite comparar imediatamente os mais

complicados intervalos e simplifica os célculos, pois os intervalos sdo relagdes®, néo se

 Aqui o autor fala de relagdes no sentido de razdes ou quocientes.
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somam nem se subtraem, mas multiplicam-se ou dividem-se; enquanto as «alturas»
(grandezas subjectivas variando como o logaritmo dos intervalos) se prestam a adicéo e
a subtraccdo. Assim, permitindo substituir uma multiplicacdo por uma adicdo, uma
elevacado a poténcia por uma multiplicagdo, os logaritmos estdo também mais conformes

com 0 mecanismo da percepgéo auditiva.
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ACTIVIDADES PARA A SALA DE AULA

A semelhanga das brochuras sobre o mesmo tema para os 10° e 11° anos,
apresentamos um conjunto de tarefas a propor aos alunos, em trabalhos de grupo ou
individuais, na sala de aula ou fora dela.

Algumas das actividades sdo comentadas ou simplesmente indicadas solugbes
possiveis, pretendendo-se com isto transmitir de alguma forma a nossa leitura do

programa.

Na fundamentacdo teédrica sdo abordados um conjunto de modelos, retomados em
propostas para a sala de aula, nomeadamente “Arrefecimento do café”, “Evolugédo de
uma populagao”, “Muasica e logaritmos” e “O compasso de Descartes e a curva

logaritmica”.
Sao apresentadas actividades diversificadas cuja exploracdo ganha com a utilizacdo de

tecnologias (calculadora, sensores, computador, Internet).

Vérias das actividades constituem bons exemplos para a discussdo do processo de
modelacdo. Na maioria dos problemas de modelacdo ndo faz qualquer sentido a
exigéncia do célculo de valores exactos dada a situagdo real em estudo.

Algumas das tarefas apresentadas nas brochuras dos anos anteriores, nomeadamente
as que respeitam a problemas de optimizacdo, podem ser retomadas e estudadas agora

também com auxilio de derivadas.

Funcé&o exponencial e crescimento exponencial

As funcdes exponencial e logaritmica tém forte aplicacdo na vida real sendo possivel
encontrar muitos fendmenos fisicos representaveis pelos seus gréaficos. Sao fungbes

privilegiadas para tratar o processo de modelagdo matematica.
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EliM&Minacéo

Despeja uma embalagem de M&M’s para um prato de papel de modo que as
pastilhas nao fiqguem umas por cima das outras. Retira todos os M&M’s em que o M
esteja virado para cima (cuidado com as amarelas porque o M é dificil de ver).

Conta e regista o0 nimero das pastilhas removidas e o nUmero das que restam.
Elimina as pastilhas removidas e despeja as restantes para um copo.

Agita o copo, despeja estas M&M’s outra vez para o prato e retira novamente aquelas
em que o M aparece.

Regista o nimero das eliminadas e o nimero das que ficam.

Continua a repetir este processo até que todas as pastilhas sejam eliminadas.
Completa a tabela com as informagdes recolhidas:

Numero da Pastilhas Pastilhas
experiéncia removidas restantes
x) V)

1

2

3

4

5

* Na calculadora gréfica representa todos os pontos (X, y).

» Encontra uma fungéo que se adapte bem a estes dados.

* Embora néo exista a resposta correcta para o problema, algumas fungdes
séo melhores do que outras. Tenta encontrar a melhor possivel. Regista o tipo de
funcdo que escolheste, a expressédo analitica, o grafico e a nuvem de pontos.
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Comentério

Esta poderd ser uma actividade a propor aos alunos para introduzir o estudo do
crescimento exponencial. A coluna “pastilhas removidas” n&do é utilizada a n&o ser como
controlo de contagem.

Numa das experiéncias realizadas a embalagem tinha 131 M&M e os resultados foram
0s seguintes:

(o2}
~
oo

Ndmero da experiéncia (x) |1 2 3 4 5

»
N
o

Pastilhas restantes (y) 74 41 23 14 7

Os alunos poderéo encontrar experimentalmente as fungdes.

Se esta actividade for introduzida antes do estudo da fungéo
exponencial, pode ser feita uma discussao colectiva com o0s
alunos no sentido de recordar os tipos de funcgbes ja

estudadas e os gréaficos correspondentes. Esta altura sera grafico 1

aproveitada para informar que funcgdes do tipo y = AB*, com A

positivo e 0 < B < 1 apresentam graficos como o indicado
(gréfico 1).

Os alunos que fizeram esta experiéncia encontraram a funcéo

y= 131x0,57". Esta funcdo adapta-se bastante bem a nuvem .
gréfico 2

de pontos (grafico2).

De notar que se se procurar, com estes valores, a funcéo de regresséo exponencial, a
magquina dara erro devido ao facto do dltimo valor ser zero. Podera ser sugerido aos
alunos que desprezem o ultimo valor. Neste caso a funcdo de regressdo obtida é a
seguinte:

Depois de estudada a funcdo exponencial, poderemos voltar a discutir esta questao,
relacionando, por um lado, o valor zero com o limite no infinito da fung@o exponencial, por

outro lado analisando a adequagédo do modelo encontrado a situagédo em estudo.
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Funcé&o exponencial —uma investigagao

1. Faz o grafico das seguintes funcgdes:

ylz 2X y 2: 3X y3: 5

X

a) Observa e descreve 0 modo como o parametro alterado influenciou os
graficos.

b) Indica o dominio, contradominio, zeros e intervalos de monotonia de cada uma

das fungdes.

2. Para que valores de X é que 2*>3>5"7

E para que valores de X é que 2" <3 <57

3. Faz os gréficos das fungdes:

a) Observa e descreve 0 modo como o parametro alterado influenciou os
graficos.
b) Indica o dominio, contradominio, zeros e intervalos de monotonia de cada uma

das funcoes.

c) Para que valores de X é que 2%>3%55%9

d) Para que valores de X é que 2% <3X<5%9
4. Estuda agora as familias de funcdes:

fx)=a* e g(X)=ax

Qual é em cada um dos casos a influéncia do pardmetro a?

5. Faz variar, em IR, os pardmetros a, b e c e estuda a familia de fungées h:

h(x)= a?**°

Comentério
Desde o0 10° ano que os alunos, com auxilio da calculadora gréfica tém vindo a estudar
familias de funcdes, deverdo por isso nesta altura ser capazes de fazer o estudo

proposto e registar gréaficos e conclusées, nomeadamente no que respeita & monotonia, a
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forma relativa como variam as fungdes exponenciais em IR, ao facto do grafico de todas
as funcdes do tipo y = a™ intersectarem o eixo das ordenadas em (0,1) e finalmente o

efeito do parametro c.

Os alunos podem também, a partir da observacgéo dos graficos intuir acerca dos limites
no infinito.

Esta parece-nos ser uma investigacéo que pode ser pedida aos alunos como trabalho em
casa e posteriormente discutidas as conclusfes na aula.

Funcdo exponencial de base e

1. Esboga o grafico da fungéo definida em IR por f(X) = eX. A partir do gréafico anterior
esboca os gréaficos das seguintes funcdes, indicando para cada caso o dominio,

contradominio e zeros:

a) 95(x) =-f(-x) b) 9,0 = f(x-2)  ¢) g3(x)=]f(x)
@) 6, () = 219 & 0500 = ——
v FT R0
2. Representa graficamente as funcdes definidas em IR por:

9, (x)=¢eX e 9,0 =1 —X2-
Determina o conjunto solugdo de g,(X) =0, (X).

(Apresenta as solu¢des com aproximacao as centésimas).

Comentério
Uma vez que sdo conhecidos os comportamentos das func¢des g; e g, e analisando os

graficos ndo restam quaisquer duvidas de que as fungfes se intersectam em apenas dois

pontos. Com a calculadora podemos calcular as interseccdes: a primeira, paraX=0e a

segunda para X~0,71 (aproximacéo as centésimas).
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Os alunos podem calcular a interseccéo nas calculadoras que tém esta funcéo ou entédo
estudar a funcéo diferenca e procurar, na tabela, os seus zeros.

Flotl Flokz Flokz

N Ee™ g R

~Nz Bl -2

'z =Y

Ay =

M= “'-_‘:"_gﬁ_
“E= INEEF St \
M= 4=.7INEEE3H Y=.ME94)DIF -
WE=pi-12 ¥ Ye Yz

#=.71170213 =" 0Z6rE

[73=-5. 2500969 5

Arrefecimento do café

1. Quando nos entregam uma bica, o café vem muito quente e quem néo pde aglcar
precisa de esperar algum tempo para o beber.
A evolucao da temperatura T (em °C) em funcdo do tempo t (em minutos) é definida

pela expressdo T =20+ 60e 11

* Representa graficamente a fungéo T.

* A que temperatura nos é entregue o café?

* Quem gosta de o beber a 60° quanto tempo tem de esperar?

* O arrefecimento do café é mais acentuado nos primeiros dois minutos ou nos
dois minutos seguintes?

* Em que instante é que o arrefecimento &€ mais acentuado?

* Que acontece se deixarmos o café arrefecer muito tempo? Relaciona a concluséo
a que chegaste com a expresséao de T.

2. Estuda a familia de funcdes f(X) = ae™ +c.
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Comentério
Neste problema, em vez de se usar a expressao dada sera bastante mais interessante fazer

a experiéncia.

Para isso podem ser recolhidas as temperaturas utilizando um sensor de temperatura ou, na
falta deste, um termdémetro do laboratério de Fisica.

HMAIN KAD ALTO FUHC

Apbs a recolha os dados serao tratados com a calculadora.

Para estudar a taxa de arrefecimento nos primeiros minutos, os alunos terdo que calcular as

taxas de variagdo média no intervalos [0, 2] e [2, 4]. Se os intervalos considerados fossem,

por exemplo, [0, 10] e [10, 20] os alunos poderiam representar as rectas secantes ao grafico
e justificar quando é que o arrefecimento é mais acentuado comparando os declives. No
intervalo pedido esta comparacao é dificil.

z

Para se indicar o instante em que o arrefecimento é mais acentuado, os alunos podem
recorrer ao grafico da fungdo derivada e procurar o minimo desta fungdo no intervalo
considerado.

Mais tarde, depois do estudo das regras de derivagdo da funcdo exponencial, poder-se-a
voltar ao problema e resolvé-lo também analiticamente.

Este é um problema que possibilita a discussdo do processo de modelacdo matematica.
A proposito do modelo em causa deve ser lida a parte tedrica desta brochura, na pagina 82.

A actividade que se apresenta na pagina seguinte “ Mais fun¢des exponenciais” € uma ficha
de aplicacdo que se espera que o0s alunos resolvam recorrendo a calculadora, as

transformacgdes estudadas e as propriedades, agora conhecidas, da fungdo exponencial.
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Mais fun¢cBes exponenciais

1. Considera os gréficos das seguintes funcgdes:

1 X
_ X — X - (L
yl— a y2 a y3 (aj ,a=0

Qual dos gréficos é simétrico, em relacéo a origem do referencial, ao gréafico da

fungdo y=aX?

X
2. Que transformagdes sofre o grafico da fungdo Yy =2, para que se possa obter o

gréfico de cada uma das seguintes fungdes:

x+1

X X
y1=2—4 y2=2 +7 y3=3><(2) y4=—2

-X

3. Resolve as inequacdes:

)

4. Indica o contradominio, zeros e intervalos de monotonia de cada uma das

funcgbes:
x+1

X X 1
ay =2-4 b) y, =3x(2) )y, =-2+(3)

5. Resolve as seguintes equacdes:

2
a)2X=4 b)X =16
0,5% x+1 5 X
)8 =4 d) (—8)3 =2x| 42
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Remédios para dormir

Ha pessoas que por razdes de natureza fisica ou psiquica tém dificuldade em
adormecer. Os médicos dispdem duma vasta gama de medicamentos que podem
receitar nestes casos. Uma propriedade importante que se requer a estes
medicamentos é que o seu efeito desapareca antes da manha seguinte de forma
gue quem o toma possa retomar a sua actividade normal sem estar sonolento.
Imagina que o médico receitou a uma tua amiga um destes medicamentos. Depois
de tomar algumas pastilhas, o medicamento atingiu um nivel de 4mg/l no sangue.
Com que rapidez desaparecera o efeito do medicamento?

Para estudares a situacdo considera os dados da tabela, referentes a 4
medicamentos:

Nome Formula
Triazolam y = A0.84)
Nitrazepam y= A(O.97)X
Pentobombitone y= A(0,5)X
Methohexitone y = A(L.15)¥

A - dose inicial (mg/l); y - quantidade de medicamento no sangue (mg/l)
X - tempo em horas desde que o medicamento chegou ao sangue.

1.Qual a quantidade de Triazolam no sangue ao fim de 3 horas? E ao fim de 10
horas? Regista numa tabela a quantidade de Triazolam nas primeiras 10 horas.

2. Desenha um grafico que possa descrever o comportamento do Triazolam.

3.S6 trés destes medicamentos poderdo ser reais. Qual deles ndo é? O que
aconteceria se por engano tomasses esse produto?

4.Faz os graficos que te permitem analisar como evolui uma dose que provocou a
concentracdo de 4mg/l de cada um dos medicamentos.

5. Qual dos medicamentos te parece preferivel? Porqué

6. Analise agora com algum pormenor o efeito do Triazolam.

7.Ao fim de quanto tempo se reduz a metade a quantidade de medicamento no
sangue? A reducdo para metade depende do tamanho da dose inicial? Como?

8. Qual sera o efeito de tomar, hora a hora, uma dose de 4mg de Pentobombitone?

Faz uma representacao grafica que descreva as tuas conclusoes.
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Comentério
Este problema possibilita o estudo da funcdo exponencial (crescimento exponencial)
numa situacao concreta.

2. Para responder a esta questao os alunos poderdo fazer a representacao grafica das
funcdes e analisando o crescimento da concentracdo perceberdo, que o Methohexitone
nao pode ser real.

3. Excluido o Methohexitone poderdo observar os graficos, o crescimento das funcdes e
a partir dai discutir em funcao das hip6teses para o doente, qual a melhor solucao.

V=), By 8 i Wy

=5 R

E7 E.0aEY

FY| E.DBZE

E.ZEE

{mgiE

hi .8E7]

- Wz L8532
H=3.9361702 1=2.0137723 [H=d4

6. O tempo para que a dose se reduza a metade é de cerca de 4 horas. Atribuindo
varios valores a A os alunos observardo que o tempo

. . N V=Bl B4 Y
necessario para que a dose se reduza a metade nao

depende da concentracdo inicial. Se o problema for
resolvido ou retomado mais tarde, depois do estudo da

funcdo logaritmica, pode ser confirmado este valor
#=3.9361702  W=4.027EYNT

analiticamente,

m—— significa que t-t; = 10go g4 (0,5) ~ 4
Ax084% 2 T R

7. Para estudar o efeito da dose de pentobonbitone hora a hora, a exploracdo a fazer
depende da turma e do tempo disponivel. No entanto pretende-se, ho minimo, que os

alunos sejam capazes de mg/l

i £\
) AN

esbocar um gréafico do tipo

do que se indica para

descreverem a situacdo. Os

alunos podem observar que

O P N W M OO N
L

a concentracdo maxima

0 60 120

- 180 240
nunca ultrapassara 8mg/I. tempo em minutos

Se considerarem a sucessao
das quantidades (q,) ao fim de 1,2,3, n horas terdo
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01-4x0,5 ; (-4x(0,5%+0,5); 03-4x(0,5°+0,5°+0,5); .= 4x(0,5"+0,5"'+ .. +0,5).

Quando n tende para infinito g, tende para 4.
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A espera do carbono 14

14

rbono RN
- N ... a datagdo da necropole so sera
Y trés adultos luulx v-.«mm.. m

eripole visigdtica ou mogardbica descoberta na Granja dos Serrdes

\ espera do ca

uls 7 pe Sebastido - #

rpedogns & esclarecida com anélises aos

Dicssiia de Cultira o

Cimara de Sintra z

obdecple 0ss0s por carbono 14 — método
escaberto no tiltimo

KA de datac&o a partir de um isétopo

1Sermbes. Apesar
folia de espdiio
sepiliurase
novessidade
esperurpelos
ltndas das andlives .~
datagia irusésdo
bouo [ faasonsos,
apecialisias
renses acreditom
i perunte e
ol risgética

radioactivo de carbono que torna
possivel determinar a idade dos
materiais em analise, uma vez

gue o seu tempo de

desintegragéo é conhecido - ...

J

(jornal PUBLICO, de 8 Outubro de 1995)
O Publico noticiou a descoberta de uma necrépole, na Granja dos Serrées - Sintra, e 0

achado de seis sepulturas cujas datas, ainda desconhecidas, se podem situar desde o

séc. | A.C. até ao séc. VII D.C.

1. Tal como o artigo também refere uma técnica utilizada para descobrir a
antiguidade de um achado histérico consiste na analise de um objecto (osso,
madeira, ...), medindo a quantidade de carbono 14 que contém. Quando vivos os
animais e plantas tém uma quantidade constante de carbono 14, que vai
diminuindo com o tempo, ap6s a morte, por efeito da radioactividade. Por
guantidade de carbono 14 entende-se a velocidade de desintegracdo de atomos
de carbono 14 medida em desintegragcbes por minuto por grama de carbono
(dmg). A quantidade (q) de carbono 14 encontrada num objecto é dada pela
férmula g(t) =15,3x0,886', em que t representa o tempo em milhares de anos.

2. Admitindo que os corpos encontrados nos tumulos sdo do séc. | A.C., que
guantidade de carbono 14 devera ser encontrada?

3. Se o Instituto Nacional de Engenharia e Tecnologia Industrial tivesse divulgado
gue a quantidade de carbono 14 encontrada era de 11,3 dmg, qual era a idade das
sepulturas?

4. Imagina que és um investigador do INETI e te pediram um artigo em que
fundamentes teoricamente os resultados que divulgaste. Escreve o artigo, com o
méximo de 3 paginas A4.
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Comentério
Relativamente ao artigo podem ser dados aos alunos mais algumas sugestfes de
exploracdo nomeadamente que expliguem:

e como encontraram a datacéo das sepulturas;

e como varia a velocidade de desintegracdo do carbono 14, nomeadamente que
tempo demora a passar a metade a quantidade de carbono 14 de uma
determinada amostra ou como se relacionam as idades de duas sepulturas que
tem o dobro da quantidade de carbono 14 uma da outra.

Gripe asiatica

1. Na cidade de Ulam Bator surgiu uma epidemia de gripe asiatica. A evolugéo da

0,4t-0,01t>

doenca foi dada pela féormula P =¢€ onde P representa a % de pessoas

doentes e t o tempo em dias.

a) Qual era a percentagem da populagéo doente quando se comecou o estudo da
epidemia?

b) Quando foi o pior momento da epidemia? Qual era a percentagem de doentes?

c) A epidemia considera-se erradicada quando a percentagem de doentes for

inferior a 1%. Quando aconteceu isso?

d) No 15° dia, qual é a probabilidade do presidente da camara estar doente?

2. Fazendo variar os parametros estuda a familia de fungdes:

y:ax2+cx, a>0

Comentéario

Numa calculadora gréafica podemos obter o gréafico representado na pagina seguinte, no

ecra de visualizacao indicado.

O grafico d4-nos uma ideia da forma como foi evoluindo a epidemia ao longo do tempo.

W IHOC
108 amin=-1
amax=d4S
Ascl=16
Ymin=-1
Ymax=6H
VY=cl=1H
mres=]




ACTIVIDADES PARA A SALA DE AULA FUNCOES 12°
ANO

Determinando P(0) = 1 ficamos a saber que no inicio do estudo havia 1% da populacéo
que estava doente. Recorrendo ao grafico ou a uma tabela podemos saber que o pior
momento da crise foi atingido ao fim de 20 dias onde cerca de 54,5% da populacao

estava doente.

Tracando a recta de equacédo y = 1 e determinando a sua intersec¢do com a curva P ou
utilizando uma tabela ficamos a saber que ao fim de 40 dias a epidemia é considerada

erradicada.
Determinando P(15) ~ 42,5, determinamos a probabilidade do Presidente da Camara
estar doente ao 15° dia - cerca de 42,5%

Neste caso, pensamos que ndo tem sentido exigir aos alunos o valor exacto, logo néo é

necessario recorrer ao estudo da funcao derivada.
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! ‘ ug | FE:E EEH
ﬂ::'-lz:lrs-zctmn e x=4a Cy Eyg
Haxim

T H=Z0.OHZEST —W=E4.5716L - V=54, 39815868531

Utilizando a funcdo Utilizando a funcao TRACE

Depois de terem estudado a situagéo concreta, faz sentido que os alunos organizem o

estudo de uma familia de fun¢des que inclui a funcao trabalhada.:

y:ax2+cx, a>0
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Evolucéo da populacéo portuguesa

A tabela seguinte apresenta os dados relativos a populacao portuguesa residente no
continente, no periodo de 1854 a 1991, de acordo com 0S censos respectivos.

Anos 1854 1864 (1878 [1890 1900 (1911 (1920 [1930 [1940 [1950 (1960 [1970 (1981 (1991

Populacao
3,499 (3,927 4,303 4,713 /5,039 5,586 5,668 6,34 |7,219(7,921(8,2938,075(9,337(9,363

(milhdes)

1. Representa graficamente os dados e analisa a evolu¢édo da populacdo ao longo
deste periodo de tempo. A populacdo cresceu sempre da mesma forma?
Consegues identificar algum periodo em que se destaque um crescimento
diferente do esperado? Porque tera sido?

2. Como sabes as fungbes exponenciais sdo usadas frequentemente para descrever

a evolucdo de populagbes. Considera como modelos teéricos o modelo
exponencial: P(t) = Py . e™ em que Py é a populacdo no instante 0 ou seja em
1854, e o modelo logistico:

b
P(t) = ———= em que —— ¢ a populagéo no
® 1+ae™ 1+a ¢ +r

instante 0 e b a capacidade maxima do sistema ou
seja, neste caso, a populacdo méaxima admissivel

para o territorio do continente. Tenta encontrar L

___,_/BJ l+a

funcbes descrevam de forma aceitavel a evolugdo da populagdo no periodo de

"FH

valores para os parametros de modo que as

tempo considerado.
Qual é o ponto de intersec¢do das duas curvas?

4. Experimenta também os modelos de regressdo que a calculadora tem a tua
disposicéo.

5. Qual a populacdo portuguesa residente no continente, segundo cada um dos
modelos, no ano 2000? 2010? e 2100?

6. O que pensas dos modelos? Qual te parece mais adequado para fazer estas
previsdes?

7. Se tiveres curiosidade vai ao INE, tenta saber as previsdes deste instituto e

compara-as com as tuas.
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Comentério
A representacédo grafica dos dados permite responder as primeiras questdes colocadas.

A este propésito pode ser consultada a brochura do 11° ano na pag. 136.

Gréfico estatistico (nuvem de pontos) Gréfico estatistico (pontos unidos)
Para encontrar os modelos deve ter-se em conta 0 exposto na parte tedrica desta
brochura no ponto 3 do capitulo “Alguns modelos matematicos” (pag.79) , podendo

proceder-se assim:

Funcéo exponencial:
Por experimentacdo e tendo em conta os dados da tabela, os alunos podem encontrar

uma funcdo que se ajuste ao conjunto de pontos, por exemplo P(t) = 3,499xe®%%%*

Repare-se que 3,499 é a populagdo inicial e 0,008 esta relacionado com as taxas de
nascimento e mortes por unidade de tempo, sendo por isso um valor muito pequeno.
Depois de encontrarem uma fun¢éo, por tentativas, os alunos podem utilizar a regressao
da calculadora e comparar a fungdo encontrada por este processo com a que
descobriram antes. Na calculadora que utilizamos a funcdo encontrada foi P(t) =~
3,612x1,007%, ou seja P(t) ~ 3,612xe*%"

Y1=3.4898e*Ci. 008X

vs=3.iuai????zisan=1.u-u?

H=1F4.95957 V=10.300102 . ¥=141.95532 _t=10.351678 .| [
Fungéo encontrada por experimentagao Funcéo de regresséo

A observacgédo dos gréficos permite-nos concluir que qualquer das funcdes parece ajustar-
se bastante bem ao conjunto de pontos.

Entre varias fun¢des, uma forma de perceber qual a que se adapta melhor a um conjunto
de pontos, é fazer o estudo dos desvios. Para isso calculamos o valor absoluto da soma
das diferencas entre os valores reais e os valores estimados para cada uma das funcdes.

Esta soma é um indicador importante do ajuste das curvas aos pontos estatisticos.
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FUNGOES

No nosso caso temos em L4 os dados, em L5 os valores estimados pela funcéo

encontrada por tentativas e em L6 os valores estimados pela funcéo de regressao.

LY |LE L& ? sum{absiLs=LyJ3
=480 | =408 | ENSREE Sa EAEEZFSEG
G v il | jsuncaBECLeifa)
wiis | uGgad | wrLry Z. 3724 IBdEE
c.oz8 | cocee | CoB0E
CELBE | EEZGE | EELzE
sl | E82z7 | EHS:

LE=F. &1 1867 rr...

Observando as somas dos valores absolutos dos desvios verifica-se que neste caso, a

funcdo encontrada pela maquina é melhor em termos de ajuste a este conjunto de

pontos, podendo ndo ser melhor em termos de previséo.

Modelo Logistico:

Para encontrar o modelo logistico os alunos terdo que ter em conta o modelo e as

informacdes dadas e fixar a capacidade maxima do sistema para o periodo em que vao

fazer previsdes. Considerando, por exemplo, esta capacidade 12 milhdes, temos b =12 e

como = 3,499, a ~ 2,4295. O valor de k sera obtido por

1+a

experimentacdo. Uma serd entdo
12

P(t)= .

(®) 1+ 2,4295¢ %0

Com a calculadora podem encontrar para modelo logistico,
17.14488

funcdo possivel

P(t)= —0,01182 " LEEi-E"E.%EaE'“( =hch
1+3.99668e ™ a=3, 996681976
=, 08118177129
c=17. 14488218

Sera interessante analisar de

novo os desvios e comparar as

Fi=d2 L rE MER S 'l.'lil.'li.

A=60.% 1=6.4187516 -

Ye=ir AW4BEELPEYDES (3.

#=83.15 . . . I=E.OSIHOEY |

duas funcdes para além dos limites dos dados, observando nomeadamente que

parecendo qualquer das fungcBes adaptar-se muito bem, de
facto, como se observa no gréafico, em termos de previséo as
curvas vao-se afastar significativamente uma da outra.

Esta tarefa para além de possibilitar o estudo das fungGes

utilizadas como modelos, € um Optimo problema para

Yi=d2 L rE 2R 001

#=196 ... .. . [S10.6341F5 .

discutir com os alunos o processo de modelacdo. E um tema relativamente ao qual é

possivel encontrar com facilidade dados e noticias, que em geral interessa os alunos e

gue possibilita a comparagdo de varios modelos para uma mesma situagdo, o confronto
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com a realidade, o ajustar do modelo, a formulacao de previsGes e até a sua comparagao
com as publicadas pelos institutos de estatistica.

Relacionado com este assunto pode ser colocado aos alunos o problema apresentado a
seguir, dizendo agora respeito & populacdo mundial e possibilitando uma discusséo do
modelo proposto por comparacao das previsdes que os alunos fazem e as apresentadas
no grafico publicado no expresso.

Populagdo mundial em 2050

A populagdo mundial (em milhares de milhdes) desde 1900 pode ser modelada pela
78,12
6,3+102¢ 028"

funcéo logistica P(t) = onde t representa o nimero de anos apés

1900.

Usando este modelo calcula a populagdo em 1950 e prevé a populagdo em 2000 e
2050. Sera este um bom modelo para prever a populacdo daqui a 300 anos?

De acordo com a noticia divulgada no Expresso de 10 de Julho de 1999, a populacéo
mundial em 1999 é de 6000 milhdes.

Y 1960 1974 1987 1999 2013 2028

Expresso, 10 de Julho de 1999 (materiais do projecto
T3 - APM)
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Interseccgdo de curvas

Considera as funcées f(x) = x* e g(x) = 4~.

1. Determina os pontos de intersecgdo dos graficos das duas fungdes utilizando dois

processos distintos:

e Processo 1. Representa no mesmo referencial o grafico das duas funcgdes.

Determina as coordenadas dos pontos de interseccao.
. ~ 4 .
e Processo 2: Determina os zeros da fungédo y = X —4* para descobrir as

coordenadas dos pontos de interseccgéo.

2. Compara os métodos utilizados.

3. Indicao lim M e o lim M
X—>+00 g(x) X—>+00 f(x)

Comentério
Para determinar pontos de interseccdo de curvas € conveniente que os alunos
conhegam varios processos de forma a garantir que encontraram todas as solucdes.

Neste caso pelo processo 1 dificilmente se descobrem as trés interseccdes.

Este problema permite mostrar a vantagem de se saber comparar o crescimento de uma
funcdo exponencial com o de uma funcdo polinomial. Sabendo que o crescimento

exponencial é mais rapido intui-se a 3?2 interseccdo. E uma boa oportunidade para se

X

. a
introduzir o lim — , a>1 e p>0.
x—>40 ¥ P

Depois do estudo das func¢des logaritmicas pode ser utilizado um 3° processo para a

determinacdo das interseccdes, baseado na propriedade:

. ] YE=1nCH"E0)
sey; =Y, entdo In y; = Iny, desde que ela se possa aplicar.

Por exemplo a 32 intersecgéo das curvas Yy = x0 e y =20"

€ impossivel de calcular por qualquer dos dois primeiros

processos e no entanto sabendo que ela existe e se |#=14.213 Y=53.083

verifica para valores de x positivos podemos calcular a interseccdo das curvas

logaritmicas.
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Funcéo logaritmica

Logaritmo na base 10

1. Completa a tabela:

X -4 -2 -1 1 3
y =10% 0,001 0.1 1 100 1000

O numero a que tenho que elevar 10 para obter, por exemplo, 0,01 € —2. Este facto &

traduzido dizendo que —2 é o logaritmo na base 10 de 0,01 e escreve-se —2 = 10g0,01

2. Calcula o logaritmo na base 10 de 40, a menos de
a) 1 unidade b) 0,1 c) 0,01 d) 0,001

3. Calcula o logaritmo na base 2 de 40, a menos de
a) 0,01 b) 0,001

4. Calcula o logaritmo na base € de 40, a menos de 0,001.

Comentério
Comece-se por se chamar a atencdo que o log 40 a menos de uma unidade tem de estar
entre 1 e 2, pois 10 <40 < 100. Se se utilizar a calculadora, poder-se-4 facilmente obter
a seguinte tabela:

10*° = 10.0000

10** = 12.5892

10"* = 15.8489

10*° = 19.9526

10"* = 25.1189

10"° = 31.6228

10"° = 39.8107

10" =50.1187
Na tabela pode ver-se que 10*° < 40 < 10™, o que significa que o log de 40 esta entre

1.6 e 1.7. De um modo semelhante, se pode verificar que 10-%° < 40 < 10*®*, 0 que
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significa que o log de 40 esta entre 1.60 e 1.61. Este processo poder-se-a aplicar para

calcular logaritmo de numeros qualquer que seja a base.

Funcdo Logaritmica

1. Considera as funces
y=logx y =log (x+2) y,=log (x ) ys=log | x|
— — _ 2 _
y5—ln X ys—ln (x+2) y.= In (x ) yS— In| x|

a) Representa-as graficamente.

b) Em cada caso indica o dominio, o contradominio e os zeros.

c) Compara as funcgdes Y7 e Vs,

2. Fazendo variar cada um dos parametros faz o estudo das seguintes familias de

funcgbes:
a) y=In(cx+d) b)y=In(bx?+c) c)y = In(2)
X

3. Quantas solugdes tem a equagao log X¥*=a?

Verdade ou falso

Diz, justificando, qual € o valor I6gico de cada uma das afirmacdes seguintes.

a) O logaritmo de um namero positivo pode ser negativo.

a .
b) log b existe sempre, Va,b € IR\ {0}.
al .
c) log E s6 existe se a e b forem positivos.

d) Se k<0, afungéo f tal que f(x) = log (|k| x), tem dominio IR\ {0}.
e)Sea>0eb>0entdologa+logb=Ilog (a+b).
f) sea>0 entdo log+va =(loga)’®
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Propriedades dos logaritmos

1. Determina o valor de:
a)log 2 + log 3 e log(2 x3)
b)log10+1log20 e log(10 x20)

c) log 2 + log 1 e Iog(g xl)
3 7 3 7
d)log v/2 +1log 5 e log(+/2 x+/5)
A que seraigual log a + log b ? Tenta provar a tua conjectura.
2. A que sera igual log a —log b ? Tenta provar a tua conjectura.

3. Representa graficamente os pares de fungdes:

a) fx)=Inx* ; g(x) =2 Inx
by  fX)=Inx* ; g(x) =31Inx
c) fx)=Inx* g(x) =4 In x

Indica para cada alinea se f e g s&o fungdes idénticas.

4. Repete o exercicio para pares de fungdes do tipo f(x) =Inx" e g(x) =nlInx,

N e IN e tira conclusdes para que valores de n sdo ou ndo idénticas as fungdes f e .

5. Representa gréficos das funcdes:
x-1
a) fx) =In| — ; gx)=In(x—1)—Inx
X

b) fx)=In[x-1)x] ; gxX)=In(x-1)+Inx

e, em cada alinea, justifica porque € que as fungées f e ¢ ndo séo idénticas.
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A descoberta do erro!
1
1. A Joana e a Berta conversavam sobre o valor de (—8)2. A Joana dizia que

1 1
(—8) %= -2 porque (—8)?2 significava a raiz cubica de — 8. A Berta dizia que

1 2 i1
(-8)%= (-8)°= [(—8)2 ]6 = 646 = 2. Quem tem razéo ?
2. Utilizando uma calculadora gréafica a Ana descobriu que a equacao log x>=2

log 3 tinha duas solugbes que eram 3 e —3. Resolveu algebricamente a equacao
seguindo 0s seguintes passos:

logx*=2log3 < 2logx=2log3 < logx=log3<x=3

Onde se perdeu a outra raiz?

3. Resolve algebricamente as equacdes:
a) log (x— 1)2 =2log 3. (Solugdo: x=4 v x = -2)
b) log (x + 1)+ log (x + 9)* =2 log 9 (Solugio: x = 0 v x=—10v x =5+ /7 )

X+3
4. O Jodo esté a resolver a equacao log [(x + 3) (x — 8)] + log (—8j 2 @)

como ambos os logaritmos estdo na base 10, ele resolveu aplicar as propriedades
dos logaritmos e escreveu:

log(x+3)+log(x—8)+log (x+3)—log(x—8)=2 ®)
depois simplificou, 2log(x +3)=2<log(x+3)=1<x+3=10x=7
Quando foi verificar a solu¢do descobriu que 7 ndo pertencia ao dominio da
equacao. O Carlos amigo do Jodo, utilizou um processo diferente e concluiu que a

solugéo era x = — 13. Onde esta o erro do Jo&do?

11 1Y (1)
5. Sabendo que E > g entao (Ej > (Ej . Na inequacéo que se segue a > 1,

lo 1 2>Io 1 3 2lo 1>3Io L entdo 2 >3
a | < a| S| < a o a oo '
%12) 7% (2 9y 72085

Onde esta o erro?

One equals Zero and other Mathematical Surprise
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Comentério
Qualquer um dos erros cometidos séo vulgares e os alunos devem ser alertados para
eles.

1. Areposta certa é —2. A propriedade que diz que @ ™" =@™", s6 é valida para
valores de a positivos. 2. log X* = 2 log |X|, logo |[X| =3 < X + 3.

4. Foram utilizadas duas propriedade dos logaritmos log AB =log A +log B e
A A « y
log B =log A + log B que s0 séo validas quando A e B s&o positivos. Logo a

passagem de (1) para (2) nao é valida. 5. O erro consiste em nao recordar que para

a>1,log, X <o paravalores de X compreendidos entre 0 e 1.

Demonstra que

Mostra que é verdadeira a seguinte afirmacao:

“Se os valores de uma variavel X crescerem em progressédo geométrica de razéo r >0,
com o primeiro termo u; >0, os logaritmos de X, em qualquer base, crescerdo em
progressao aritmética”.

Nota: recorda que o termo geral de uma progressao geométrica cujo primeiro termo é u; e razao r

se pode escrever na forma up=u;xr "l gue o termo geral da progressao aritmética se pode

escrever na forma u,=u1t+ (n-1)xr .

Comentério
Os alunos podem comecar por fazer uma demonstracdo considerando para a
progressdo geométrica uma base particular, por exemplo 2, e sé depois o0 caso geral.
No caso geral, tendo em conta a sugestdo dada, como u,=uxr "1 entdo
l0ga Un = log, (ugxr ™), portanto
loga (Uyxr ") = loga Uy + (n—1) loga r
Nesta altura pode-se reconhecer que log, u; + (n-1) log, r € o termo geral de uma
progressao aritmética cujo primeiro termo € log, u; e cuja razéo € log, r .
No caso de os alunos ndo reconhecerem que se trata do termo geral da progressao

poderdo determinar a diferenca entre os termos de ordem n e n-1.
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A velocidade de crescimento logaritmico

X log x log (log x) log (log (log x))

10° 3

10" 10

10% 30

10" 100

10%% 300

10"°° 1 000

10" %00 1 000 000

1. Completa a tabela e compara a velocidade de crescimento de cada uma das

fungbBes. Em cada caso determina o limite em +co.

2. Frequentemente, precisamos de comparar a velocidade de crescimento de duas
ou mais variaveis. Essas comparac¢des tornam-se mais faceis quando sabemos
comparar a velocidade de crescimento de fungdes simples tais como Yy = X ,

) - 3 — V4 _ — X . ~
y=x", y=x",y=Xx,.., y=log x,y=¢€", ouseja de fungbes
polinomiais, exponenciais e logaritmicas.

O modo mais simples de compararmos o crescimento do logaritmo com o de

y=X,y= X2 Y = X3 y Y = X4, etc, é estudar o crescimento no infinito dos

quocientes:
logx logx log x
g , 92 , 93 , etc.
X X X
o - log x
Observa o quadro abaixo e indica qual o limite de S guando x tende para +oo.
X
log x log x log x
X —
X G X
10 0.1 0.01 0.001
100 0.02 0.000 2 0.000 002
1 000 0.003 0.000 003 0.000 000 003
10 000 0.000 4 0.000 000 04 0.000 000 000 004
100 000 0.000 05 0.000 000 000 5 0.000 000 000 000 005
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Limites, assimptotas e continuidade

SIL}?
JLy
3
0 x.
/ X 0 /3 !
2 3
fi /é f2
JL‘P ‘Ly
ot . —s :
|:| 3 5 v ) pu]
14 i3
f3 f4
ODbSC. v vo grartvuo.

1. De acordo com o conceito intuitivo que tens de limite indica, para cada funcéo, se
existe ou ndo limite quando x tende para 3.

2.Para cada caso, escolhe duas sucessoes (x,) de valores do dominio da fun¢ao
que te1ndam para 3, uma por valores superiores e outra por valores inferiores e
escreve as expressdes dos termos gerais dessas sucessdes.

3. Qualquer func¢éo (f;) considerada € tua conhecida. Escreve uma expressao
analitica para cada uma delas.

4. Estuda numericamente, com a calculadora, para cada caso, a sucessao fi(x,). Em
que casos existe (e qual €) o limite de cada uma das sucessoées fi(X,).

5. Formalmente, segundo a definicdo de Heine, diz-se que uma fun¢éo f tem limite b

quando x tende para a, se a qualquer sucessao (x,) de valores do dominio da
funcéo f, que tenda para a por valores diferentes de a, corresponder uma

sucesséo f(x,) a tender para b. Utilizando esta definicdo e as propriedades que
conheces de limites de sucessdes prova as conjecturas que fizeste acerca dos
limites das func8es no ponto de abcissa 3.
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Comentario

)(X 3) .

Expressdes analiticas das fungdes: f; (X) = X(x —2); f,(x 3

=X+ 1 se x<3

f(x)=42" 2 ; f(X)—
Xx+1 se x>3

Com esta actividade pretende-se que os alunos compreendam e utilizem a definicao de

(AJ‘H

limite.
Para que os alunos interiorizem a definicao de limite segundo Heine valera a pena fazer
um estudo numérico, com a calculadora, antes da passagem a formalizacao.

1
Por exemplo, considerando as sucessdes u, = 3 + — e v, = 3 — —, obteremos da

n n
calculadora as seguintes tabelas
Flati Flokz Flat: I s s
“E‘Eﬁiﬁ:gﬂﬂﬂ 1001 | 6.00c | £.98%
R4~ iind | 5.0045 | E.BACE
wNrBEW CE—-100 1z01 | G.00ME | E.BBER
L iz0d1 | 5.00%E | E.BA95z
N o | Eaee | e
wWE= 1601 | 60031 Eﬁ%
whe= Yx=5,99627 7342084

Deve-se chamar a atengdo dos alunos para o facto de estarmos a considerar uma
sucessao e portanto X assumir todos os valores naturais. Notar que uma das sucessodes

se aproxima de 6 por valores superiores a 6 e a outra por valores inferiores.

Os alunos podem considerar sucessdes diferentes embora haja vantagem em discutir
com eles uma forma facil de encontrar uma sucessdo que tenda para 3 por valores

diferentes, inferiores ou superiores.

Depois deste estudo experimental serd mais facil para os alunos, considerar uma
sucessédo qualquer (x,) a tender para 3 e provar, usando as propriedades dos limites de
sucessfes, que a sucessdo das imagens converge para o valor que intuiram ou
compreender que, nos casos em que nao existe limite no ponto 3 (f; e f;), para provar a

conjectura basta encontrar um contra exemplo.
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Qual é aresposta certa?

Sejam f e g as fungdes reais tais que f (X) = In x

.lh.y
e g representada graficamente na figura junta.
Arecta'y = —3 é assimptota do gréafico de g e os
5 L )
pontos (0, -3 ), (3, 1) e (log.,6, 0) séo pontos do y ’
. —

grafico de g.
Recorrendo exclusivamente as condi¢des dadas, escolhe em cada caso a resposta
correcta.
1. O dominio da fungéo fog é

(A) ]0, +oof (B) 13, +oof (©) 110926, +oof (D) IR
2. O conjunto solugdo da condigéo f(g(x)) <0 ¢

(™) ]o, 3] (B) ]10g26, +oo[ (©) ]logz6, 3] (D) ]- o0, 10g26]

ax+b

3. Sabendo que g(X) =2 + c entdo os valores de a, b e ¢ séo respectivamente
(A)-1,1,3 B)-1,1,-3 © 1,1, -3 D)1,-1,-3

Confirma as respostas dadas anteriormente.

4. As assimptotas ao grafico de h tal que h (x) =

sdo as rectas de equacao

9(x)
(A) y=3, x=3ex=1log,6 B) y=0, x=0ex=100,6
©) y=—%,y=0 e x = log,6 (D)y=—%,y:3 e x = log,6

Comentério
Solugéo da actividade: 1. C; 2.C; 3.D; 4.C.
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Teorema de Bolzano-Cauchy e aplicacdes numéricas

Equacbes e mais equacles
Sejam, em IR, as equacdes € + X =0; Inx—x +3=0;e” + Inx=0; Inx =4 — x%

1. Localiza solucdes destas equagdes recorrendo:

2.4 sobreposicéo de graficos conhecidos (Inx, €*, x%,...), em intervalos de amplitude

uma unidade e sem usar a calculadora grafica.

3. a calculadora grafica bem como as respectivas tabelas de valores, em intervalos de
amplitude 0,01.

4. Procura justificar a existéncia de solu¢des para cada uma das equacgdes anteriores,
num intervalo de amplitude de uma unidade, usando um processo algebrico.

Enuncia o teorema que te permite justificar a existéncia dessas solucgdes.
5. Indica, justificando, o nimero exacto de zeros das equacdes e = XZ, e = x3. Tira

conclus@es para o nimero exacto de solu¢des da equacéo e* = xP com pe IN.

6. Justifica que todas as equagoes do tipo Inx = x?, com p € IN, sdo impossiveis em

IR.

Comentério

Trata-se de um conjunto de equagdes relativamente as quais ndo sabemos determinar o
valor exacto das solugbes. O processo a utilizar para a determinacdo de valores das
raizes, esta relacionado com o grau de aproximacdo desejado. Com a questdo 1. a)
pretende-se que os alunos utilizem os conhecimentos que tém sobre as representacdes
gréficas de fun¢bes estudadas para descobrirem o niumero e localizacdo das solugdes. A
calculadora gréfica permitira uma aproximagéo num intervalo de amplitude bastante mais

pequena.
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Podem ser encontradas dificuldades na resolugéo da equacgéo Inx —x + 3 = 0.

Deve ser discutida com os alunos a vantagem de utilizar varios processos de resolugao
grafica. Neste caso, quer os alunos calculem os zeros de Y = In X —X + 3, quer calculem
os pontos de interseccdo de Y = In X com Yy = X —3, podem encontrar algumas

dificuldades se ndo utilizarem uma janela de visualizacdo adequada, como se pode
observar nos gréaficos abaixo, que podem dar a ideia da existéncia de uma Unica

solucao.

W I OO
- gmin=04.7
- ,r“fj?ﬁ Kmax=d.r
mscl=1
Ymin=-3.1
Ymax=3.1
Yecl=]
wres=]1

No entanto com uma janela adequada, ou recorrendo a tabela, podem ser observadas as
duas solucdes x =0.05e x =4,51

JAMELA
wmin=N.4
max=o. s
Esci=1
Vo e o

maEx=2.

| M Escl/=1

resH=1

Na questdo 4 os alunos poderdo comecar por fazer experiéncias podendo em seguida a
proposic&o ser demonstrada analiticamente recorrendo a fungéo g(x) = In x - X" . Uma
forma de fazer a demonstragéo é considerar a fungéo derivada e mostrar que ela tem um
Gnico zero para qualquer p € IN. Para o zero da derivada encontrado a fung&o g(X) tem

um maximo.

, 1-pxP
g9 ="
X

_ p
ﬂ:()@x:;ﬁ
X p

f 1
Mostrando que g| p|— | < 0, conclui-se que g(x) ndo tem zeros, ou seja que a equagéo
P

|1
Inx = xP com pe IN é impossivel. O contradominio da fungéo g é -, g| p|— |].
p
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Funcdes derivaveis, problemas, modelacdo matemaética ...

A Corrida de Automéveis

Nos Estados Unidos sdo muito populares as corridas de uns automoveis especiais
chamados dragsters.

Participam dois concorrentes num trajecto muito curto. E necessario que os carros
tenham um arranque rapidissimo visto que a corrida dura poucos segundos.

A velocidade € nula no momento da partida e vai aumentando até a meta. O carro

cruza a meta a velocidade méxima e comeca imediatamente a travar até se
imobilizar.

Para um certo carro, a equacdo da velocidade (em metros/segundo) numa corrida
1
é V= —§t3 +3t7 +3t

* Qual é a velocidade maxima deste carro?

* Quanto tempo demorou a chegar a meta?

* Ao fim de quanto segundos se imobilizou o carro?

- Representa graficamente a situa¢édo descrita.

» Qual é a aceleragéo no instante t = 1 sequndo?

» Aproximadamente, em que instante € que a aceleragdo € maxima?

* Qual é a aceleragdo média nos primeiros dois segundos?

Nota: lembra-te que a aceleracao é a derivada da velocidade e que a aceleracdo média € a
taxa de variacdo média da fun¢éo velocidade.

Comentério
Representando graficamente a situacdo podemos, a partir do gréfico, indicar a
velocidade maxima, 54,71m/s e o instante em que chegou a meta, 6,46s.

Dado que se trata de uma funcdo polinomial do 3° grau cujo
comportamento é conhecido, parece-nos que ndo é de exigir aos '

alunos a resolucdo algébrica. Os valores a indicar serdo, como é

Haximurm
W=B.HEH10ZL _V=CH.PAZBLS -

natural neste caso, aproximados e por isso a calculadora da todas as
informacdes. A aceleracdo no instante t=1 é 7,9999997 m/s® e o instante em que a
aceleragdo é maxima é 3.00047s.
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Na figura junta esta representada a primeira derivada de uma funcao f, polinomial.

A tabela indica valores da fungéo f . r

1. Indica, justificando, abcissas de pontos do gréfico de f ;"""\ /

para os quais as rectas tangentes I '-..._____,.-'
a) sejam paralelas.

b) sejam perpendiculares.

c¢) Tenham inclinag&o no intervalo ]90°, 180°[. R

2. Indica, justificando, o valor légico das afirmacdes E k
a) “Afuncao f é continua em IR.” E t;l"
b) “Afuncao f ndo tem extremos relativos.” |}::= -7

c) “f(2) <f(3).
d) gréfico de f tem dois pontos de inflex&o.
3. Apresenta um grafico de f compativel com o de f ‘ e que
a) Nao intersecte o eixo das abcissas.
b) Intersecte o eixo das abcissas em quatro pontos.
Existe alguma funcéo f, compativel com f ‘, cujo grafico intersecte o eixo das

abcissas em mais do que quatro pontos? Justifica.
3
4. Sabendo que f(-1) =f(3) = — 2 e que f(0) =1, determina:

a) uma equagédo da recta tangente ao gréfico de f no ponto de abcissa zero.

b) O contradominio de f.

3
¢) O numero exacto de zeros da fungéo f(x) + Z .

Comentério

E importante que os alunos saibam relacionar as informagées fornecidas pelo grafico da
derivada com as caracteristicas da funcéo. A observacéo do grafico de f ~ permite
identificar de imediato trés objectos com a mesma imagem, f (- 1) =f (1) =f"(3) =0,
logo para estas trés abcissas as rectas tangentes ao gréafico de f tém o mesmo declive e

por isso séo paralelas. Para X = 0 e X = 2, as rectas tangentes sdo perpendiculares.

No intervalo entre | — o0, —1[ e ]1, 3[ as rectas tangentes tém inclinag&o entre ]90°, 180°[.
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Como a derivada entre ]1, 3[ é negativa, neste intervalo a fung&o é decrescente, logo

f(2) > f (3). O gréfico de f tem dois pontos de inflexdo que correspondem aos extremos

def".
A partir do grafico da derivada ao alunos esbocam um grafico w

compativel com as informac8es retiradas, sendo importante / \.__J'

que esteja garantida a correspondéncia entre 0s extremos da

funcdo e os zeros da derivada, intervalos de monotonia e o

sinal da derivada. Possiveis graficos sdo os representados a
cheio.

Com as informacdes dadas na questdo 4., determina-se o

3
contradominio da funcdo [—Z,+oo[ e portanto o ndmero

3
exacto de zeros de f(x) + Z é dois.

Qual o valor maximo da concentragdo?

Injectou-se uma substancia no sangue de um animal. No instante t (em segundos),

a concentragdo C da substancia injectada é dada por C(t) = 8(e'- e'Zt).

a) Calcula, com aproximagédo as centésimas, o(s) instante(s) para os quais o valor

da concentragéo € igual a 1.

b) Calcula lim C(t) e interpreta o resultado que encontraste.
t—>+0

¢) Indica o valor maximo da concentragcdo. Em que instante essa concentragéo foi

observada?

8(2— e
d) Mostra que C'(t) = % . Qual o significado do zero da funcdo derivada?
(S]

e) Considera agora a extensao da funcdo a IR. Determina o contradominio da

funcéo.

Adaptado da prova de afericdo de 1993
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A inteligéncia do rato

Numa experiéncia para medir a inteligéncia dos ratos, Estes colocou um rato

numa caixa de Skinner. Privado de agua durante 24 horas, o rato viu-se assim

motivado para empurrar uma alavanca de agua, admitindo-se que quantas mais

vezes o fizesse maior seria a sua inteligéncia. Estes conseguiu estabelecer a

curva de aprendizagem do rato - n° correcto de selecgBes por minuto, durante
13

1+ 25e %

em que r representa o numero previsto de selec¢des correctas por minuto e t

certo periodo - através da equacéo: r(t) =

representa o tempo em minutos de duracdo da experiéncia.

1. Na calculadora gréfica obtém para r(t) o grafico representado ao lado.

a)Indica as coordenadas do rectangulo de

w

visualizag&o para o qual obtiveste um grafico
como este.
b)Determina o valor de r(0).

c)Determina as coordenadas de B (ponto de

inflexdo da curva)

e Usando a calculadora e o grafico da segunda derivada;
e Usando processos analiticos.

d)Determina uma equacao da recta s (assimptota horizontal) e d4 uma interpretagéo
para este resultado.

f) Com o apoio nos célculos feitos e na curva de aprendizagem explica como variou
0 ndmero de selec¢des por minuto que o rato foi adquirindo ao longo das 24 horas
que esteve na experiéncia.

e)Em que instante t, o aumento da aprendizagem foi mais rapido?

Adaptado de Aplicando a Matematica, de Luis Madureira

Comentério
Estas duas Ultimas actividades baseando-se em fungdes ja apresentadas anteriormente
permitem utilizar agora um tratamento grafico e analitico relacionando vérios aspectos

do estudo das func¢des exponenciais.
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Publicidade

Uma empresa descobre que t dias apés terminada uma campanha publicitaria dum

determinado produto, o nimero de vendas diarias é dado em funcéo de t por
s(t) =100+ 800e %%,

1. Determina:
a) O numero de vendas no instante em que terminou a campanha.
b) O numero de dias que se seguiram ao final da campanha e durante os quais o
namero de vendas foi superior a 500.

2. Recorre a calculadora para representar graficamente S(t) e explica como foi
variando o nimero de vendas diarias com o decorrer do tempo apds ter
terminado a campanha publicitaria do produto.

3. Calcula e estuda o sinal de S'(t). Com base nos resultados interpreta a forma
como evoluiu o nimero de vendas e compara com as conclus@es tiradas em c).

4. Se ndo for feita mais nenhuma campanha publicitaria em que valor tendera a

estabilizar o nimero de vendas diarias do produto?

5. Calculas” (t) e verifica que S'(t) x s”(f) <0, vt € IR

Comentério
a) A campanha terminou no instante 0, o n° de vendas é 900. HEL+ B0 024
O dominio da funcdo no contexto do problema é constituido por .

nameros inteiros positivos. Este facto deve ser discutido com os

alunos, mas o natural € que representem a fungéo na calculadora e R

. B " . 0.000
considerem para as restantes alineas a extens&o a da funcéo a IR". %EEE P

. ~ ~ . . 4ER 4G
b) Nesta alinea os alunos ndo terdo que resolver algebricamente a e

equacao s(t) = 500, a observacao do gréafico ou da tabela permite de
imediato concluir que ao 3° dia o nimero de vendas era superior a 500 mas ao 4° dia ja
ndao. Como a funcdo é monétona decrescente ndo ha qualquer davida sobre o resultado.
Por outro lado ndo faz sentido neste caso a procura do valor exacto, dado que o
resultado terd que ser sempre aproximado (inteiro).

c) E natural que os alunos ja tenham o gréfico na calculadora e o tenham utilizado para
responder as alineas anteriores, trata-se de o registar no papel tendo em atencdo as
condicdes do problema e descrever a evolugdo do niumero de vendas.
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Na alinea e) o facto da funcéo ser sempre decrescente e do limite em +o0 ser 100 permite
concluir que o nimero de vendas estabiliza em 100. Nas alineas d) e f) pretende-se que
os alunos calculem as derivadas por processos algébricos.

A porta de mola porta
a

O diagrama representa uma porta com uma mola automatica. No instante t = 0 uma

pessoa empurra a porta com for¢a. A porta abre com o impulso da mola e volta a
fechar-se. Demora cerca de 7 segundos desde o momento em que foi empurrada até
ao momento em que voltou a estar fechada.

1. Desenha um grafico que te pareca aceitavel para descrever a variagédo do angulo(a)
da porta em funcdo do tempo (t).

2. Supde que a = 200t.2" e utiliza a calculadora para responderes as seguintes
guestdes:

2.1.Representa graficamente a fungéo a .

2.2.Constréi uma tabela de valores de a, fazendo variar t de 0 a 7 segundos, de um
em um segundo. Apresenta os valores do angulo aproximados as décimas.

2.3.Ao fim de um segundo parece-te que a porta esta a abrir ou a fechar. Explica o teu
raciocinio.

2.4.Calcula a taxa de variagdo média da funcao no intervalo [1,1; 1,3]. Com base
neste valor parece-te que a porta esta a abrir ou a fechar? Explica porqué.

2.5. A que velocidade gira a porta no instante t = 1,3 segundos ? Explica o teu
raciocinio.

2.6. Qual foi 0 maior angulo de abertura da porta, de acordo com este modelo? Qual a
velocidade da porta nesse instante?

2.7. Considera agora o gréfico da fungéo que traduz a velocidade da porta para cada
angulo e relaciona-o com o movimento da porta. Em que instante € minima a
velocidade. Qual o significado fisico do valor encontrado.

3. Aprendeste a calcular taxas de variagdo instantanea (derivadas) por processos
graficos, numéricos e analiticos. Usa as regras de derivacdo para calculares a
expresséao da funcao derivada de a. Faz o estudo analitico (zeros e sinal) da funcéo

a’. Compara os resultados com as conclusfes encontradas anteriormente.
Adaptado de Calculus
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Comentario

1.Com a calculadora obtemos o grafico e a tabela pedidos

==

ol
oo |
= i
o=

P
[ =t
miveeEE

P

E=l
Il
o

L]
[-1,10]x[-5,110] oy
Ao fim de 1 segundo, quer a analise do grafico quer a taxa 3

de variagdo média permitem concluir que a porta parece
estar a abrir.

O calculo da derivada (com a fun¢éo da calculadora)
permite-nos ter a certeza de que a porta esta a abrir uma
vez que a derivada no ponto 1,3 é positiva (8,034), logo a
funcéo esté a crescer ou seja a porta esta a abrir.

A andlise dos gréficos da funcao e da derivada permitem

analisar o movimento da porta, o angulo e a velocidade com ~ L#¢41=8.034

que abre e fecha e responder as questdes colocadas: o maior dngulo de abertura ocorreu
no momento em que a porta deixou de abrir e passou a fechar ou seja no instante em

que a velocidade atingiu o valor zero,emt~ 1,4 s.
T H Flotl Flokz Floks T H
N EZEBEKE2™C -
g?zﬂnﬂer1ui?1=ﬁ:

W=

L N
“NE=

* ~NE= EE

K
1443 "=

Na questdo 2.6 os alunos podem considerar duas fun¢8es diferentes: pensar na funcao
maodulo da velocidade (celeridade) e neste caso o minimo sera para t~ 1,4 s, como foi
visto antes; pensar, como é proposto, na fungéo velocidade (derivada) sendo necessério
neste caso determinar o minimo parat ~ 2,9 (instante de aceleracdo nula).

A Ultima questdo permite testar se os alunos conhecem as regras de derivacdo e sabem
fazer o estudo analitico da fungéo, encontrando nomeadamente um valor exacto para o
maximo.

Repare-se que o dominio de a neste problema é o intervalo [0, 7], no entanto na questao
3 podemos pedir aos alunos que estudem a extensdo da funcéo a IR, podendo ser

calculados os limites quando t -+ ou t — -co.
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Deve-se realcar que todo o problema pode ser resolvido e o processo de modelacéo
discutido sem necessidade da resolucéo analitica.

Apesar do modelo ser dado a partida, a experiéncia é conhecida dos alunos, pode ser
feita e 0 modelo pode ser confrontado com a realidade e discutido. Parece-nos também
um bom problema para discutir o processo de modelacao matematica.

A construcéo da barragem

o t. 4
Agua que chega Quant. de agua

por%‘

no laao (A)

Barragem

Perdas

Foi construida uma pequena barragem num local montanhoso como o indicado na
figura, dando origem a um “lago artificial”, para armazenar agua. Os engenheiros
depois de alguns estudos, tendo em conta a quantidade de agua que, em geral,
chegaria por hora a barragem (R) e as perdas devidas a infiltracBes no terreno,
concluiram que a quantidade de agua no lago(A), em funcdo do tempo (t) decorrido
desde o momento em que este comecgou a encher, podia ser modelada pela funcdo A

R &t ,
I(l_ e™"), sendo K uma constante que estimaram em 0,04.

. Supondo que a dgua chegava ao lago a uma média de cerca de 5000 m®h escreve

=Y

a equacao que te permite saber a quantidade de agua armazenada apds t horas.
2.Que quantidade de agua estava armazenada ao fim del0 horas, de 20 horas e de
30 horas? E ao fim de 7 dias?
3. Ao fim de quantas horas atingiu o “lago” 100 000 m3? E 124 000 m®?

Calcula o lim A. O que te indica este limite no caso de as condi¢cdes do problema

t—+oo
se nao alterarem?
4. Ao fim de 10 dias foi possivel verificar que a &gua armazenada era
aproximadamente 37 000 m®. Utiliza este valor para corrigir a constante K do

modelo. Adaptado de

Calculus
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Comentéario
5000

Considerando a fungdo A=——(1—-e ") ou seja A=125000(1—e2%), a

0,04

observacédo do grafico mostra claramente a forma como o lago enche, estando, caso as

condicdes ndo se alterem, ao fim de poucos

dias (10 dias) com uma quantidade de agua que

se aproximado lim A ou seja de 125000.
t

—>+0

Existe uma assimptota horizontal y = 125000.

A equagio 0 (1-e71%) = 37000

que permite responder a questao 5. s6 pode ser

resolvida com a calculadora.

w240,

g i 124991, 53

ADE

EAD EHACT FUMC

Uma hipétese ¢é representar graficamente

y = @(1— e‘lOk) e y=37000 e calcular

intersec¢éo dos dois gréaficos.

a

Tk

=
=4}
Ll

L I
=J"
m-r
Ptz
L=

SVEEFan

Qual é o contradominio?

Na figura junta esta representado o grafico de uma fungéo f, real de variavel real,

f(x):5lnx—%x

a) Mostra que o grafico tem uma Unica
concavidade.

b) Determina o contradominio da funcao.

c) Determina uma equagao da normal ao gréfico
no ponto de abcissa 1.

d) Calcula lim M

X—>+0 X

[-1, 40]x [-1, 8]

e) Escreve, caso existam, as equacdes das assimptotas ao grafico de f.
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Comentario

9y 7

5
a) A express&o da segunda derivada da fungéo ¢ f''(X)=——.Logo como "’ é
X

sempre negativa a fungéo tem sempre a concavidade voltada para baixo.
b) Para a determinacao do contradominio da funcéo é necessario calcular ndo sé o

lim f(x)ou lim f(X), que em ambos os casos é -, como também o maximo da
X—>+00

x—0"

funcéo (5In10-5) com recurso ao zero da derivada (x=10).

2
c) A normal ao grafico tem equagéo Yy = —5 X— E Um

ecra de visualizacéo adequado (em algumas calculadoras

Zoom decimal), permite visualizar o resultado. Algumas
calculadoras déo a equacéo da recta tangente num ponto da curva podendo a partir dai

determinar-se o declive da normal.

1
5Inx—=x

. Inx . 1 1
d) Dado que lim — =0, logo lIMm ——%—=0-==—-=. e) Apesar de

X—>+0 ¥ X—>+00 X 2 2
. f(x) (N . .
lim ——~= = —= n&o ha assimptota obliqua dado que lim ( f(x)—mx) = +oo.
X—>+0 X 2 X—>+00

Os alunos devem ser alertados para a necessidade de conhecerem alguns limites da
funcdo logaritmica, uma vez que, em muitos casos 0 seu comportamento pode

conduzir a intuicdes erradas. Um exemplo interessante € o de uma fun¢éo do tipo de

y = In(9-x%). Um gréafico, no ecra de visualizag&o indicado, é o seguinte e a analise de

i % 2
.
-]}

Lk —
| ILTT
[,

[H=2.9997

tabelas também ndo nos conduz a conclusbes acerca do seu comportamento na

proximidade de —3 e de 3. Para conhecer o contradominio é indispensavel saber que
os limites, quando X tende para 3 por valores inferiores e para —3 por valores
superiores, sédo -wo. O maximo pode ser calculado de imediato uma vez que a funcéo é

par.
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4 71 ]’ Few Tr3v]’ ruvT 33 ]’ e T E
Numa calculadora com calculo vﬂ Algebral|Calc|0ther|PrgmI0jClean Up

simbdlico o grafico ndo melhora de s 7 /

forma significativa mas €é possivel /—’—\ e lim inlo - %21 -
WHET

calcular os limites. Apesar destas ! ' . 2
" lim lh[g - J /
calculadoras nao serem ainda #3 o3 _

permitidas nos exames nada impede

HMAIN FAD ERACT FUNC 2B/30

que, nas escolas em que existem, sejam usadas.

Uma formiga numa curva

Imagina-te sentada no ponto (1,0) de um referencial. Uma formiga desloca-se
lentamente sobre uma curva com a forma do grafico de f(X)=X—InX. Indica as

coordenadas da posicao da formiga no instante em que a avistas pela primeira vez e

no momento em que deixas de a ver.

Comentéario

Trata-se de encontrar as tangentes ao grafico que passam pelo ponto de coordenadas

(1,0).Como f'(x)= 1_1
X

A equacdo das rectas tangentes ao gréfico

num ponto A( X, % —InXx,) é

ROE KAD EWACT FUHC

1

y—-x +Inx, =(1-—)(x-x) il ¢ et -, B147059
X

Como se pretende que passem por (1,0) sdo as rectas que verificam a condicdo

—x1+lnxl=(1—£)(1—x1) ou seja Inx1=2—l :
X X

Com a calculadora podemos encontrar as

solu¢des aproximadas x=0,3177 e x=6,3056
e a partir das equagbes confirmar
graficamente as solu¢des para o problema.

Trata-se de um problema ndo muito facil mas

que pode ser apresentado como desafio a | :;.[. ETRCT FIRE

alunos mais interessados.
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Sismos na Internet

No sentido de compreender e estudar melhor as forcas da natureza os cientistas tém
armazenado grande quantidade de dados relativamente aos sismos. Podes encontrar
na Internet dados organizados sobre muitos sismos. Por exemplo a base de dados
“Significant Earthquake Database” em:

http://www.ngdc.noaa.gov/seg/hazard/sig_srch.html,

contém informacao relativa a mais de 5000 sismos de grande intensidade decorridos
desde ha 4000 anos.

1. Utiliza a referida base de dados para encontrares as magnitudes, na escala de
Richter, de dois sismos que ocorreram em 1985 um na Turquia e o outro nas ilhas
Vanuatu.

2. A amplitude A da onda de choque de um sismo é metade da altura dessa onda.
(ver figura). Se M representar a magnitude na escala de —
Richter de um sismo e a a amplitude da onda de choque T/T\ litde
de referéncia entdo M _Iog_A Considera & alure l' 'I
= . que a é igual i U

a
3. Em 1755 ocorreu em Lisboa um sismo de grande intensidade “ O terramoto de

a 1 e determina a amplitude dos sismos referidos.

1755”, referido em algumas fontes como tendo magnitude 8,7. Qual foi a amplitude
deste sismo?

4. A amplitude mede a intensidade do sismo. Quanto maior € amplitude mais forte é o
sismo. Compara as amplitudes do sismo de 1755 com os da Turquia e das ilhas
Vanuatu.

5. Em Margo de 1985 ocorreu um sismo aproximadamente 200 vezes mais forte do
gue o da Turquia. Qual é a magnitude, na escala de Richter desse sismo? Em que

ilhas se localizou?
6. A expressdo l0g,, E =11.8+1.5M permite calcular a quantidade aproximada de

energia E, em ergs, libertada hum sismo de magnitude M, na escala de Richter.
a) Resolve a equacdo em ordem a E e representa graficamente a funcéo definida.

b) Qual foi a quantidade de energia libertada nos sismos que consideraste?

137



http://www.ngdc.noaa.gov/seg/hazard/sig_srch.html
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Sismos na Internet (cont.)

7. Mostra que a um aumento de uma unidade de magnitude na escala de Richter
corresponde um sismo em que a energia desenvolvida é cerca de 30 vezes maior.

8. Resolve a equacao considerada em 6 em ordem a M, definindo a magnitude M do
sismo em fungéo da energia E libertada.

9. Mostra que um sismo em que a energia € 10 vezes superior a outro tem um
acréscimo de magnitude de apenas 0,67 na escala de Richter.

10. Representa graficamente a funcéo definida em 8 e estuda a taxa de variacdo
M” da magnitude.

11. Mostra que quando o valor da energia é multiplicado por 100 a taxa de variacéo
M’ é 100 vezes inferior.

12. Com base no estudo feito tenta justificar porque € que um sismo de grau 5 na
escala de Richter provoca poucos estragos e um de grau 8 provoca quase sempre

uma catastrofe. Adaptado de Advanced Algebra

Comentério
1. De acordo com os dados de “Significant Earthquake Database” o sismo da Turquia

teve magnitude 4,1 e o das ilhas Vanuatu 7,6.
2.e3.Com M =log A entio 41=1log A ouseja A=10*" para a Turquia, A=10""°

para as llhas Vanuatu e A =10% para o terramoto de 1755.

4. A amplitude do sismo de Lisboa teve cerca de 12, 6 vezes a amplitude do da Turquia

8,7

e quase 40 mil vezes a amplitude do das ilhas Vanuatu, pois 107° =10" =126 e
10%7

Z =10"° ~ 39811.
10%*

5. De acordo com “Significant Earthquake Database” o sismo de magnitude 6,4 em

Marco de 1985 ocorreu nas Antihas dado que A = 200x10™*
logoM =log(200x10**)~64.6. log,, E =118+15M ou seja E =10"***M
E(Turquia)=10""#"">*1=10'"%: E(vanuatu)= 10°*?; E(Lishoa)= 10°**® e E(Antilhas)
=10°4, 7, EMD — 10" ~316;8 M =067log E—79.

E(M)

9. M(10E)=0,67log(10E)—79=067log10+M(E)=067+M(E)
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10.M" = 067 .11. M"(100E) = 067 _ 1

-~ M(E).
EIn10 100EIn10 100

Para discutirem a ultima questéo os alunos devem ter em conta o estudo realizado

incluindo os graficos da energia em fungéo da magnitude (ys), da magnitude em fungéo
da energia e o da taxa de variagdo da magnitude (ys).

Few B
i zem|Edit] o [A11]stale]s | Ak

4FLOTE

e IHEID) Ys

955 4

[
gl Cxwd=_ 6?%¥In x> A CInCii» 29 ®of o, BI24034 yc!Z. [A54E19

ADE EAD EXACT FUHC AOE EAD EHACT FUHC

xm 1 n -1 |_|I_II_II_I .

x51_;1=1EIEIEIEIEI. L
gm1n=i%.

gmax=11.

ascl=2, Y1
wres=1.

ADE FAD EXACT FUMC ROE EAD EXACT FUNC

T A N N SO ol

Bra]e]
x551 SBDD
ymin=-1.e-4
gmax=1.eg4
gscl=1. Y,
wres=1.

AOE Al EXACT FUME ADE FAD EXACT FUNC

A observacgdo dos graficos e o estudo realizado nas questdes anteriores permitira que 0os
alunos analisem o diferente crescimento das fung¢des relacionando-o com o fenémeno
sismico. Torna-se pois claro que enquanto a energia cresce exponencialmente (havendo
uma variagcado enorme entre a magnitude 5 e 8) a taxa de variagdo da magnitude é cada
vez mais pequena.

Se houvesse tempo os alunos poderiam ainda explorar as escalas logaritmicas utilizando
papel logaritmico ou a calculadora. A propdsito desta actividade pode ser consultado o
artigo “Quando a terra treme ..” na revista Educag¢ao e Matematica n°® 43.

Alguns enderecos para retirar dados sobre os sismos.

http://www.usgs.gov/ — Centro Nacional de Informacé&o sobre Terremotos de U. S

http://lwww.seismo.unr.edu/htdocs/info.html — Encarta 98.
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Matematica e musica

A musica e a matematica estéo relacionadas de perto. As frequéncias de duas notas
gue tocadas ao mesmo tempo soam bem aos nossos ouvidos apresentam em geral
uma relacdo matematica especial.

O desafio € calcular as frequéncias de todas as notas de uma escala musical e

verificar se existe algum padrao mateméatico nessas frequéncias.

[pr—

Material:
CBL, calculadora e microfone para CBL (sensor)
Instrumento musical

Programa Physics

Objectivos
Determinar as frequéncias de notas de uma escala musical. Investigar diferencas e
relacdes entre essas notas. Investigar que padrdo matemético usam as escalas

musicais.

Experiéncia

1. Liga o microfone ao CBL. Liga a calculadora ao CBL e corre o programa Physics.

2. Segura o microfone proximo do instrumento e produz um som o tempo suficiente
para que seja possivel medir a sua frequéncia. Regista os resultados da

frequéncia numa tabela.

Nota: Se néo tiveres possibilidade de recolher os dados utiliza os valores convencionados

internacionalmente que se encontram na tabela anexa.
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Matematica e masica (continuacao)

Anédlise dos dados

1. Representa cada nota pelo numero indicado na primeira coluna da tabela e
constroi o gréafico das frequéncias correspondentes a cada uma das notas.

2. Tenta encontrar, por regressédo, uma funcdo que descreva a situacao.

3. Para perceberes melhor a relagdo das notas musicais com a Matemaética 1€ e
completa o texto de apoio “Musica e Logaritmos — da escala de Pitdgoras a escala
cromatica”.

4. Depois de leres o texto volta a analisar os pardmetros da funcdo que encontraste
para modelo da situagdo. Compara com a que resulta dos dados convencionais da
tabela.

5. Comenta os resultados.

Tabela de frequéncias (convencionais):

Tecla Nota Frequéncia (HZ)
M (N) (F)
1 Sol 196,0
2 Sol # 207,7
3 La 220,0
4 La# 233,1
5 Si 246,9
6 Do 261,6
7 D6 # 277,2
8 Ré 293,7
9 Re # 311,1
10 Mi 329,6
11 Fa 349,6
12 Fa# 370,0
13 Sol 392,0
14 Sol # 415,3
15 La 440,0
16 La# 466,2
17 Si# 493,9
18 Do 523,3
19 D6 # 554,14
20 Ré 587,3

(adaptado de Physics with CBL
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Comentério:

As experiéncias com musica sdo em geral do agrado dos alunos. Numa turma ha quase
sempre pelo menos um aluno que toca algum instrumento. A recolha de dados com o
CBL é um pouco demorada uma vez que tem que ser recolhidos nota a nota. Na
experiéncia que fizemos numa turma do 12° ano encontramo-nos com os alunos que
tocavam, extra-aula, e recolhnemos os dados num piano e numa flauta. Na aula em que
a ficha foi apresentada foram estes alunos a explicar a experiéncia a turma e foram
apenas recolhidos a titulo de exemplo alguns dados com a flauta. E necessario colocar
bem perto do instrumento o sensor de modo que os erros de leitura sejam menores. Os
resultados também dependem da afinacdo do instrumento e da forma como os alunos
tocam.

Na tabela seguinte estdo os dados recolhidos na flauta e no piano:

Tecla Nota Frequéncia (HZ) (F) Frequéncia (HZ)
(T (N) Flauta (F) Piano
1 Do 256 264
2 Do # 269 280
3 Ré 283 314
4 Re # 311 351
5 Mi 332 342
6 Fa 355 363
7 Fa # 392 377
8 Sol 395 390
9 Sol # 418 434
10 La 443 457
11 La# 477 473
12 Si 489 479
13 Do 530 507
14 Do # 558 606
15 Ré 589 646
16 Re # 610 638
17 Mi 622 657
18 Fa 658 662
19 Fa # 698 777
20 Sol 750 810
21 Sol # 790 805
22 La 846 902
23 La# 886 989
24 Si# 946 1140

Representando graficamente as fung¢des sera facil perceber que um modelo possivel

para descrever a situagdo € o exponencial.
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Com auxilio da calculadora encontrdmos as regressdes exponenciais seguintes:

1. Para aflauta:

Fi:L1.L2 - RedExF Yi=250.734Y443209Y9%1.05
o u=g+h™x
o a=250. ¢ S44432
..-" b=1.85684 7282
=
=t
H=2..........1=269 ....... [ | #=12.206303 . '1=Y92.39829 ,

n ReSExF W=zl E=PNzaPL PR 00
B u=gkh™y
™ a=rod. SIrd297
bRl b=1.859644529 B
ﬂF’.”
... [ | H=12.5....... VS524.70207 .

Sera interessante analisar com os alunos as equacdes de regressdo, neste caso

aproximadamente iguais a y = 250,73(1,0568 )" para a flauta

1
ey =25434(1,0596)"para o piano. Se verificarmos que 2% ~1,05946309 ndo sera

dificil que os alunos relacionem este nimero com o parédmetro b das fung¢des de

regressdo. O texto de apoio ajudard a perceber a situacao.

Esta experiéncia podera, para alguns alunos, ser transformada num projecto mais
prolongado e completada com outras experiéncias nomeadamente as referidas na
primeira parte desta brochura (pag.84). A recolha de dados através do programa Physics
pode também permitir o estudo de fungdes trigonométricas, uma vez que possibilita a
recolha e o tratamento de dados relativos a intensidade do som em fung&o do tempo.

A nédo existéncia de sensores nao inviabiliza a realizacdo do projecto uma vez que os
alunos podem usar os dados convencionais fornecidos na tabela.

O programa Physics vai estar disponivel na pagina do Acompanhamento de Matemética,

nos materiais desta brochura.
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Texto de apoio

Musica e Logaritmos

Da escala de Pitagoras a escala cromética

Ao logo dos tempos a mesma nota musical tem correspondido a valores de frequéncia

ligeiramente diferentes, o que se traduz em diferentes afinagfes dos instrumentos.

Desde ha muito que os musicos apreciam certos intervalos musicais. Pitagoras usou um
instrumento — 0 monoco6rdio (com uma Unica corda) e chegou a conclusédo de que os
intervalos musicais mais importantes se obtém em dois monocérdios semelhantes
guando os seus comprimentos séo fracgdes que envolvem 0s quatro primeiros nimeros
inteiros (oitava = 2/1, quinta =3/2, quarta = 4/3). As frequéncias das notas tocadas no
monocordio sdo inversamente proporcionais aos comprimentos das cordas. Os
intervalos entre notas sucessivas séo definidos como as razbes das frequéncias entre as

notas.

Os estudos de Pitagoras conduziram a escala:
D6 Ré Mi Fa Sol La Si Do
1 9/8 81/64 4/3 3/2 27/16  243/128 2

A escala de Pitagoras foi usada durante a Idade Média até ao séc. XVI. No séc. XVI

Zarlino prop6s uma nova escala:
D6 Ré Mi Fa Sol L& Si D6
1 9/8 5/4 4/3 32 5/3 15/8 2

(A) Compara estes valores com os que encontraste na ficha “Mudsica e

Matematica”
(B) Completa as tabelas 1 e 2:

1. Razbes das frequéncias para a escala de Pitagoras:
Ré /D6 Mi /Ré Fa /IMi Sol /Fa La /Sol Si/L4 D6 /Si

2. Razbes das frequéncias para a escala de Zarlino:
Ré /D6 Mi /Ré Fa /Mi Sol /Fa La /Sol Si/La Do /Si
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Se utilizarmos logaritmos a analise torna-se mais evidente:
Para a escala de Pitagoras:
Ré /D6 Mi /Ré Fa /Mi Sol /F& La /Sol Si/La Do /Si

Para a escala de Zarlino:
Ré /D6 Mi /Ré Fa /Mi Sol /Fa L4 /Sol Si/La D6 /Si

Repara que os intervalos de um tom (D6-Ré, Ré-Mi,  Fa-Sol, Sol-La, La-Si) sdo todos
iguais em Pitagoras e ndo em Zarlino. Os meis tons de Zarlino (Mi-Fa e Si-D6) séo
maiores do que os de Pitdgoras. Enquanto 2 meios tons de Zarlino excedem um tom
dois meios tons de Pitagoras ndo perfazem um tom.

Entre os séc. XVII e XVIII foram propostas vérias escalas que conduziram a chamada
escala de temperamento igual que foi sendo adoptada ao longo do séc. XIX e que ainda
hoje é usada.

Trata-se de uma escala onde os intervalos de um tom s&o todos iguais entre si e os de
meio tom exactamente iguais a metade dos de um tom, preservando as oitavas com a
razao igual a 2.

Deste modo, se representarmos por r a razéo de frequéncias num intervalo de meio tom,
num intervalo de um tom a razdo sera r’ e preservando as oitavas com razao igual a 2,
temos: PxrPxrxrxrPxrxr=2, logo r =2""? ~ 1,059463094

Aos tons e meios tons desta escala chamamos cromaticos.

Um intervalo com uma razéo de frequéncias f./f, terd x meios tons se  r* = f,/f;.

Usando logaritmos para resolver a equacao temos: x= (1)
(C) Deduz aexpresséao (1).

A unidade que se usa para medir os intervalos chama-se prony e usa-se em geral o
centésimo de prony denominado cent. A oitava, correspondente a uma razdo de

frequéncias de 2, tem 12 prony = 1200 cents.

(D) Mostra que para a escala de Zarlino os valores em cents para 0s intervalos
seriam 0s seguintes:

Ré /D6 Mi /Ré Fa /Mi Sol /Fa La /Sol Si/La Do /Si

203,91 182,4 111,73 203,91 182,4 203,91 111,73

(E) A querazao de frequéncias corresponde um intervalo de um cent?
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O compasso de Descartes e a curva logaritmica

Descartes (sec. XVII) seguiu a via das coordenadas para resolver problemas de
geometria até ai dificeis por processos meramente geométricos. Mas, sendo ele
essencialmente um gedmetra estudou as curvas classificando-as em geométricas e
mecanicas e para mostrar a unidade entre as curvas geométricas Descartes inventou
um compasso que podia tracar tanto circunferéncias como outras curvas de grau

superior.

Compasso de Descartes

Entre as varias curvas estudadas Descartes em resposta a um problema que Ihe fora
enviado por De Beaune estudou a curva logaritmica embora ndo a identificasse como

tal.

A nossa proposta de trabalho ndo é acompanhar o processo de Descartes para a
construcdo da curva, mas fazer uma simulagdo do compasso de Descartes no

Sketchpad e com base nela construir uma curva logaritmica.

Para isso, observa a fig.1:

. Considera o ponto O e dois eixos OX e OY perpendiculares e passando por O .
. Traga a circunferéncia de centro O e raio AO.

. Por A traca uma perpendicular a OX.

. Traca a tangente a circunferéncia passando por A.

. Marca o ponto X ; de intersec¢do da tangente a circunferéncia em A com OX.

. Constroi o segmento AX; .

N o oA WN B

. Marca o ponto X de intersec¢éo da circunferéncia com OX.
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O compasso de Descartes e a curva logaritmica (continuago)

8. Repete os procedimentos anteriores para marcares os restantes X.

9. Sobre OY marca Y, e a igual distancia Y.

10. Marca os outros Y;. Uma forma sera definir o vector OY; é fazer sucessivas
translacdes dos pontos.

11. Os pontos da curva serdo pontos (x; y;). Para os marcares faz uma translagéo de
cada ponto x;, associada ao vector OY;

12. Para visualizares uma aproximac¢ao da curva une 0s pontos com segmentos de

recta.

fig.2

fig.1

13.Altera 0 &ngulo movendo o ponto A ou altera a unidade no eixo OY, movendo Y.
14. Determina as medidas de OX; e de OY; e constr6i uma tabela com elas.
15. Experimenta fazer OY, = 1 e OX, = 2. Verifica, recorrendo a calculadora, que a
tabela obtida é a da fungédo logaritmo de base 2.
16. Tendo em conta a fig. 3, justifica que:
17. Os triangulos OAX; e OA;X;, OA; X, OA; X3, ... sdo todos semelhantes (fig. 3).
18. Com base na semelhanca de triangulos completa:
OA OX; OA
OX, OA
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O compasso de Descartes e a curva logaritmica (continuacéo)

19.5e OA=1e OX, =r, mostra que os comprimentos OX; s&o termos de uma

progressdo geométrica de razao r.

fig.3

20. Com base nos resultados anteriores e voltando a questdo 11, mostra que de facto
se trata da fun¢éo logaritmica de base 2.

21. Experimenta agora fazer OYg =1 e OX, = 2 e verifica que se trata do logaritmo de
base 4. E se OXg=3?

22. Pensa como podes obter a curva exponencial de base a, por um processo

semelhante.
Adaptado de Geometry Turned On

Comentérios:
A proposito desta actividade deve ser lida a primeira parte desta brochura (pag.71) e

pode ser consultado o livro Geometria — Temas Actuais, de Eduardo Veloso (pag. 106).
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Estudo de funcdes

Estuda as seguintes funcdes:

1. f(x)=2"+2"

2. g(x)= X X+L
' 2X +1
X
3. h(x)=——
(x) 1-log x
Comentario

O estudo de fungdes foi feito desde o 10° ano com auxilio da calculadora grafica a

partir de abordagens intuitivas e gréficas, com base em transformacdes.

No 12° ano o programa prevé o estudo de fungdes com apoio do célculo diferencial.

Atendendo a abordagem feita ao longo do ciclo um possivel processo a seguir para

estudar uma funcgéo é o seguinte:

Reconhecimento de caracteristicas ja conhecidas ( pertence a uma familia de
fungbes ja conhecida? E par ou impar? E periédica? ...)

Explicitagdo do dominio da funcao

Representacao grafica da fungéo recorrendo a calculadora

Determinacdo de valores aproximados para pontos notaveis (zeros,
extremos, ...)

Determinacédo das assimptotas se existirem

Determinacdo dos valores exactos dos extremos da funcéo, intervalos de
monotonia e concavidades recorrendo ao estudo analitico

Confronto das conclusdes do estudo analitico com os resultados numéricos e
graficos.

Indicag&o do contradominio

Registo do(s) gréafico(s) no papel, recorrendo eventualmente a escalas

deformadas, assinalando as caracteristicas notaveis obtidas.
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Tendo em conta estes procedimentos, apresentamos a titulo de exemplo, o estudo das 3
funcBes acima e que vém indicadas no programa:
1. f(x)=27"+2"

Esta funcao tem dominio IR.

A observacéao dos graficos da funcdo e da sua derivada permite-nos pensar que:

e afuncao é par;

e tem um minimo absoluto que é 2, para X= 0;

e ¢ decrescente em ]-,0] e crescente em [0, +oo[;

e tem contradominio [2, +oo]

e aconcavidade esta sempre voltada para cima _

_ ] ) YE=nberivi¥aiaH)
Podemos agora fazer o estudo analitico e confirmar a veracidade

de todas as conjecturas feitas.
X*+x+1
2x+1 #=.851 =066

2. 9(x)=

O dominio é IR \ {-0,5}. Atendendo a que se trata do quociente entre uma funcao
polinomial do 2° grau e outra do 1° grau, que pode ser escrita na forma
3
4
2x+1

1 1 e
g(X)=(§X+Z)+ , logo o seu grafico ¢ uma

1 1
hipérbole que tem uma assimptota obliqua y = EX+Z e

uma assimptota vertical de equacgdo X = - 0,5. ‘//F\‘ t

Nesta altura temos a certeza que o gréafico ao lado € representativo da funcdo, sendo

apenas necessario determinar os valores exactos dos extremos relativos para indicacéo

do contradominio. Para isso basta recorrer aos zeros da 12 derivada.

X
3. h(x)=——.
(x) 1-1log x

A observacgédo do gréfico pode leva-nos a pensar que:

e dominio e contradominio séo IR"

e a funcdo é mondtona crescente e tem a concavidade

-1,5]x [-1,10
voltada para cima [-1.5)< [ 1
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Analisando a expressdo analitica verifica-se que o dominio

¢ IR"\ {10} pelo que é necessario averiguar o que se passa

na proximidade de 10, sendo procurada a primeira

correccao ao grafico. ’/’—_
O estudo grafico com a calculadora pode neste caso

conduzir-nos a erro, levando a pensar que existe uma [-1,15]x [-300,300]

assimptota horizontal.

Justifica-se o estudo analitico da funcédo através da 12 e 22 derivada e procura de
assimptotas obliquas para finalmente esbocar um grafico (sem ser a escala) e que nédo é
possivel obter com a calculadora.
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O compasso de Descartes e a curva logaritmica

Descartes (sec. XVII) seguiu a via das coordenadas para resolver problemas de
geometria até ai dificeis por processos meramente geométricos. Mas, sendo ele
essencialmente um gedmetra estudou as curvas classificando-as em geométricas e
mecanicas e para mostrar a unidade entre as curvas geométricas Descartes inventou
um compasso que podia tracar tanto circunferéncias como outras curvas de grau

superior.

Compasso de Descartes

Entre as varias curvas estudadas Descartes em resposta a um problema que Ihe fora
enviado por De Beaune estudou a curva logaritmica embora ndo a identificasse como

tal.

A nossa proposta de trabalho ndo é acompanhar o processo de Descartes para a
construcdo da curva, mas fazer uma simulagdo do compasso de Descartes no

Sketchpad e com base nela construir uma curva logaritmica.

Para isso, observa a fig.1:

. Considera o ponto O e dois eixos OX e OY perpendiculares e passando por O .
. Traga a circunferéncia de centro O e raio AO.

. Por A traca uma perpendicular a OX.

. Traca a tangente a circunferéncia passando por A.

. Marca o ponto X ; de intersec¢do da tangente a circunferéncia em A com OX.

. Constroi o segmento AX; .

N o oA WN B

. Marca o ponto X de intersec¢éo da circunferéncia com OX.
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O compasso de Descartes e a curva logaritmica (continuago)

8. Repete os procedimentos anteriores para marcares os restantes X.

9. Sobre OY marca Y, e a igual distancia Y.

10. Marca os outros Y;. Uma forma sera definir o vector OY; é fazer sucessivas
translacdes dos pontos.

11. Os pontos da curva serdo pontos (x; y;). Para os marcares faz uma translagéo de
cada ponto x;, associada ao vector OY;

12. Para visualizares uma aproximac¢ao da curva une 0s pontos com segmentos de

recta.

fig.2

fig.1

13.Altera 0 &ngulo movendo o ponto A ou altera a unidade no eixo OY, movendo Y.
14. Determina as medidas de OX; e de OY; e constr6i uma tabela com elas.
15. Experimenta fazer OY, = 1 e OX, = 2. Verifica, recorrendo a calculadora, que a
tabela obtida é a da fungédo logaritmo de base 2.
16. Tendo em conta a fig. 3, justifica que:
17. Os triangulos OAX; e OA;X;, OA; X, OA; X3, ... sdo todos semelhantes (fig. 3).
18. Com base na semelhanca de triangulos completa:
OA OX; OA
OX, OA
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O compasso de Descartes e a curva logaritmica (continuacéo)

19.5e OA=1e OX, =r, mostra que os comprimentos OX; s&o termos de uma

progressdo geométrica de razao r.

fig.3

20. Com base nos resultados anteriores e voltando a questdo 11, mostra que de facto
se trata da fungéo logaritmica de base 2.

21. Experimenta agora fazer OYg =1 e OX, = 2 e verifica que se trata do logaritmo de
base 4. E se OXg=3?

22. Pensa como podes obter a curva exponencial de base a, por um processo

semelhante.

Comentarios:
A propésito desta actividade deve ser lida a primeira parte desta brochura (pag.71) e

pode ser consultado o livro Geometria — Temas Actuais, de Eduardo Veloso (pag. 106).
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